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RijeC—dvije o

veriznim razlomcima

Branimir Daki¢, Zagreb

Za pocetak promotrimo jedan jednostavan zadatak. Neka je zadan pravokutnik sa stranicama
duljina 23 i 16. Od toga pravokutnika moZzemo odrezati kvadrat 16 x 16, ostatak je pravokutnik
sa stranicama duljina 7 i 16. Od njega pak moZzemo odrezati dva kvadrata 7 x 7. Zatim od
preostalog pravokutnika (2 x 7) odreZzemo tri kvadrata 2 x 2 i, kona¢no, preostali pravokutnik

razrezemo na dva kvadrati¢a s duljinom stranice 1.

16

16

16

23

Zadani smo pravokutnik izrezali na kvadrate, a Sto
smo dobili vidimo i na slici.

Algebarski ispis provedenoga postupka dan je slje-
de¢im nizom jednakosti:
23 1 7 16 2 7 1

6 't 772ty 27y
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Isti ovaj niz jednakosti mozemo saZzeti na sliedeci
nacin:

P Ty -
16 16 16 1.2
7 7
1 1
=l+—F =1+ i
2+ = 2+ —7
— 34+ =
2 32

Iz ovog posljednjeg razlomka mozemo jasno iscitati
rezultat provedenog razrezivanja. Takav se razlo-
mak zove verizni ili neprekidni razlomak. Ogito,
njegov je zapis pomalo nezgrapan pa se stoga uvo-
de prakti¢niji nacini zapisivanja veriznih razlomaka.
To bi za nas$ primjer ovako izgledalo:
23 1
6= 1+ —1 = [1;2,3,2].
2+ —T
34—
+ 2
Primijetimo kako je zapis svakog “pravog” razlom-
ka, razlomka kojem je brojnik manji od nazivnika

oblika [O;I’ll,}’lg7 . 7I’lk].

Takoder vrijedi:

[no;ny,na, ... n] = [nosny,ng, .. e — 1,10

Mozete li obrazloziti?

Verizni ili neprekidni razlomci pripadaju skupini ma-
tematickih poslastica. Ne samo da su zanimljivi ve¢
sami po sebi, nego je i njihova primjena neobi¢no
Siroka i zanimljiva. U ovom Clanku poku$at ¢emo
na sto jednostavniji i popularniji nacin obraditi ve-
rizne razlomke ne obaziruéi se previse na dokaze
pojedinih tvrdnji od kojih su mnoge ionako sasvim
intuitivne i jednostavne.

Prirodno je pitati se: Mozemo li svaki pravokutnik
¢ije su duljine stranica cijeli brojevi razrezati u kva-
drate na opisani nacin? lli, drugim rijeCima, moze
li se svaki racionalni broj prikazati u obliku veriznog
razlomka?

Odgovor je potvrdan.

* v. www.maths.surrey.ac.uk/.../cfCALC.html

Neka je dan pravokutnik a x b, odnosno razlo-
mak %7 gdje su a i b prirodni brojevi. Na broje-
ve a i b primijenimo Poucak o dijeljenju s ostat-
kom: Za svaka dva prirodna broja m i n, m > n,
postoje jedinstveni cijeli brojevi q i r takvi da je
m=mn-q+r 0<r < n. Brojq je kalicnik, a
r je ostatak pri dijeljenju m s n. Isti poucak pri-
mijenimo potom na brojeve n i r te ga nastavimo
provoditi sve dok je to izvedivo. Naime, u svakom
sliede¢em koraku ostaci su maniji i manji pa nakon
konac¢no mnogo koraka dolazimo do kraja.

Evo kako to izgleda na primjeru koji smo obradili:
23=16-1+7.

Nastavimo s primjenom istog poucka na b = 16 i
q="17:
16=7-2+2,

i jos jednomisto,zag=7iq; =2:

7=2-3+4+1.

23 7
| sada slijedi: | iednakostije — =14+ —
sada slijedi: Iz prve jednakosti je 16 +16’
izd 16 2+2t't’7 3+1
izdruge — = —teiztrete = = —.

g 7 7 2 2
UvrsStavajuci unatraske iz trece (posljednje) u drugu

(pretposljednju) pa iz druge u prvu jednakost, dobit

¢emo raspis broja 16 u verizni razlomak.

Pokazuje se kako je ovakav postupak provediv za
svaki racionalni broj i da on sadrzava konacan broj
koraka. InaCe, kako se ne biste zamarali postup-
kom prevodenja racionalnih brojeva u verizne raz-
lomke i obrnuto, mozete se posluziti kalkulatorom
koji ¢e to uciniti Gaskom umijesto vas®.

Mozemo dakle zakljuditi:

Svaki se racionalan broj r dade prikazati u obliku
konacnog veriznog razlomka.

Dodajmo Cinjenicu koju je lako provjeriti. Prikaz je

jednoznacan uzme li se u obzir da za n;>1 vrijedi:
r=[no;ny,na, ... ng=[no;ny,na, ... m—1,1].

broj 53/ godina 11. / 2010.



Zadaci

1. Razrezite u kvadrate pravokutnik 52 x 33.

2. Koiji je razlomak dan sljede¢im zapisom:
[0;2,1,2,3]?

3. Provjerite i obrazlozite: zaa = [0;1,2,2,3,]
ib=1[1:2,2,3] viiledi ab = 1.

4., Pokazite kako za svaki racionalan broj

r=[n;ny,na,n;3, ..., n vrijedi
1
; - [O;nanlan23n37"'7nk]‘

Jedan primjer: kako rijesiti
linearnu diofantsku jednadzbu?

Linearna diofantska jednadzba s dvjema nepoz-
nanicama ax + by = c¢ jednadzba je kojoj su i
koeficijenti a, b i ¢ i rjeSenja cijeli brojevi. Takva jed-
nadzba, ako ima rjesenja, onda ih ima beskonacno
mnogo i obuhvacena su sliede¢im pouckom:

Ako je (xo, yo) neko (tzv. parcijalno) riesenje line-
arne diofantske jednadzbe ax + by = ¢, njezino je
opce rieSenje (xo — bt,yo + at), t € Z.

Ocito, jednadzbu mozemo smatrati rijeSenom pro-
nademo li jedno njezino parcijalno rjesenje. To se
moze provesti primjenom veriznih razlomaka. Za-
sigurno je to &itatelju intuitivno jasno nakon pret-
hodnih objasnjenja kako raspisati neki racionalni
broj u verizni razlomak. Bit ¢e svakako jos$ jasnije
prikazemo li to na konkretnom primjeru.

Odredimo sva cjelobrojna rie$enja jednadzbe:

53x—37y+1=0.

53
Ranije opisanim postupkom naci ¢emo 37 =
[1;2,3,5]. Otpisemo posljednji broj u ovom zapisu

10
te dobijemo [1;2,3] = = | sada ratunamo:

53 10 1

377 37-7

Ova je jednakost ekvivalentna jednakosti:
53-(=7)—=37-(-10)+1=0.

Nasli smo jedno parcijalno rjeSenje zadane jed-
nadzbe, to je uredeni par (—7, —10). Opce riesenje
je skup svih uredenih parova (—7 + 37¢,—10 +
531), t € Z.

Rijesimo jo$ i jednadzbu 13x 4+ 7y = 5.

13
Najprije imamo: - = [1; 1, 6]. Zatim izratunamo:

PomnoZimo posliednju jednakost s —35 pa dobi-
jemo: 13- (=5) +7-10 = 5.

Ocito, uredeni par (=5, 10) parcijalno je rieSenje
zadane jednadzbe, a njezino opce rjeSenje glasi:
(=5 —="71,10+13¢), t € Z.

A beskonacni verizni razlomci?
Sto je s njima?

Sliedece neizbjezno pitanje glasi: $to je s besko-
nacnim veriznim razlomcima? Postoje i i $to pred-
stavljaju?

Slutnja da beskonacni verizni razlomci predstavljaju
iracionalne brojeve pokazuje se toénom. Uzmimo
za primjer raspis broja V2.

Broj v/2 veti je od 1 pa ga zapi§imo u obliku:
1 1

V2 =14 —,x > 1. Sljedi V2 -1 = =~ te
X

X
1 1 1
jerx= = =V24+1=1+-+1=2+".
J V2 -1 x x
Dakle:
V2=1+ I =[1;2,2,2,...].
24 i
2
+2+...
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Ocigledno, ovaj je verizni razlomak beskonacan.
Svakikona¢anbroj[1;2,2,. .., 2] racionalna je ap-
roksimacija broja v/2. Uzmimo za primjer nekoliko
pocetnih vrijednosti:
3
1:2] = = =
[ > ] 2
7
1;2,2] = - =14,
[152,2] = £

17 .
— = 1.416
12 ’

41
[1:2,2,2,2] = 5 = 141379 ..,

1.5,
[1;2,2,2] =

99
(1;2,2,2,2,2] = = = 1.4142857 ...
70
Posliednji je rezultat priblizna vrijednost broja v/2
s toénosc¢u prvih Cetiriju decimala. Naime, V2 =
1.414213562373095...

Uloga veriznih razlomaka u zadacima aproksima-
cije realnih brojeva racionalnim jedna je od naj-
ociglednijih i najkorisnijih. Upucujemo Citatelje na
¢lanak naveden pod [2] u kojem dr. Andrej Du-
jella pokazuje kako se verizni razlomci primjenjuju
pri rieSavanju problema kalendara. O veriznim raz-
lomcima i njihovoj mogucoj primjeni u Teoriji glazbe
pige dr. Zvonimir Siki¢ u [6].

Postupkom koji je analogan ovom §to smo ga pro-
veli za v/2 nadli bismo raspis i ostalih brojeva
n,n € N u verizne razlomke.

Za brojeve koji su nepotpuni kvadrati manji od 20
dobili bismo sljedeée rezultate.

V3=11;1,2,1,2,1,2,.. ]
V5 =2:4,4,4,.. ]

V6 =12:2,4,2,42.4,..]
VT=12:1,1,1,4,1,1,1,4,..]
V8 =1[2:1,4,1,4,1,4,..]

V10 = [3:6,6,6, .. ]

V11 =[3;3,6,3,6,3,6,.. ]

V12 =13;2,6,2,6,2,6,.. ]
V13=1[3:1,1,1,1,6,1,1,1,1,6,.. ]
V14=1[3:1,2,1,6,1,2,1,6,.. ]

V15 =1[3;1,6,1,6,1,6,..]

V17 =[4:8,8,8,.. ]

V18 =[4:4,8,4,8,4.8,.. ]

V19 =[4:2,1,3,1,2,8,2,1,3,1,2,8,.. ]
V20 = [4:2,8,2,8,2,8,.. ]

Valja primijetiti kako su raspisi svih brojeva /n,
n € N beskonacni i periodi¢ni.

Dodajmo ovdje jo$ jedan zanimljiv primjer.

Popularni problem zlatnog reza duzine vodi nas do
kvadratne jednadzbe x> — x — 1 = 0. Zapigimo

1
ovu jednadzbu u obliku x = 1 + —. Uzastopnim
X
uvrstavanjem imamo:

1 1
e
1+ - I+ —
. 14 =
=... =14+ 0
1+ i
1+ I
1
+l—i—..
1 5
Dakle, x = +2f = [LL1,1,1,1,1,...] =

1.618033989.

Sto je s brojevima
kao Stosu eim?

| pri kraju: Vidjeli smo kako se svaki racionalan broj
dade prikazati u obliku kona¢nog veriznog razlom-
ka. Takoder smo vidjeli kako su beskonacni peri-
odi¢ni verizni razlomci pridruZeni drugim korijenima
iz cijelih brojeva koji nisu potpuni kvadrati. Sli¢no
bismo zakljucili i za ostale realne algebarske bro-
jeve i to bi za pretenzije ovog Clanka bilo sasvim
dovoljno.

broj 53/ godina 11. / 2010.



Ali, svakako ¢emo se upitati: Sto je s brojevima koji
nisu algebarski, posebice s onim najpoznatijima, s
eim?

=3+

T+

Ili, u pogodnijem zapisu, bilo bi:

m=1[3;7,151,292,1,1,1,2,1,3,1,14,2, 1,1,
2,2,2,2,1,84,2,1,1,15,3,13,1,4,2.6,
6,99,1,2,2,6,3,5,1,1,6,8,1,7,1,2,3,
7,1,2,1,1,12,1,1,1,3,1,1,8,1,1,2, 1,
6,1,1,5,2,2,3,1,2,4,4,16, 1, 161,45, 1,
22,1,2,2,1,4,1,2,.. ]

Ako ovo more brojki suzimo na svega dvije, tada ¢e
22

biti 7w &~ [3;7] = = ato je znamenita Arhimedova

aproksimacija broja 7.

Zanimljiv je i zapis broja e = 2.71828182...

e=1[2;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10, 1,...].
Zanimljivo je da se ispis nastavlja po pravilu koje ste
vjerojatno uocili. A zanimljivi su i neki raspisi ovih

brojeva u oblik koji je blizak veriznim razlomcima.
Evo dvaju zapisa broja 7.

12

1+
2+

2
2+ >

72
24...

Malo povijesti

I na kraju, malo povijesti. U koje razdoblje smjestiti
pojavu veriznih razlomaka? Kao $to je i inaCe na
takva pitanja teSko dati odlu¢an odgovor, tako je to
i uovom slucaju. No verizni razlomci svakako nisu
nesto Sto bi se moglo pripisati novijem matema-
tickom dobu. Povjesni€ari matematike drze kako
ideja seze u daleku prosSlost, sve do Euklida, ¢iji
poznati algoritam mozemo primjenjivati pri raspisu
racionalnih brojeva u verizne razlomke. Poznati po-
viesni¢ar matematike Morris Kline (1908. - 1992.)
navodi da je indijski matemati¢ar Aryabhata (475. —
550.) upotrebljavao verizne razlomke pri rieSavaniju
linearnih diofantskih jednadzbi.

Ipak, sustavno se ovim podru¢jem matematicari
pocinju baviti od druge polovine 16. stolje¢a na-
ovamo. Bolonjezi Rafael Bombelli (1526. — 1572.)
i Pietro Cataldi (1548. — 1626.) dali su verizne raz-
lomke za brojeve v/13 i1/18. Godine 1695. u knjizi
Opera Mathematica John Wallis (1616. — 1703.)
obraduje verizne razlomke na teorijskoj razini. Wal-
lisu se pripisuje i sam njihov naziv.

Nizozemac Christiaan Huygens (1629. - 1695.) de-
monstrirao je 1687. prvu prakticnu primjenu veriznih
razlomaka, a radilo se o problemu zupcanika. Taj
mu se problem nametnuo pri projektiranju meha-
ni¢kog simulatora sun¢anog sustava.

Veriznim se razlomcima na teorijskoj razini bavio i
Leonhard Euler (1707. — 1783.) pa je tako mozda i
prvi dokazao da se svaki racionalan broj dade pri-
kazati u obliku kona¢nog veriznog razlomka. Euler
je dao i sliede¢u jednakost:

e—1=[1;1,1,2,1,1,4,1,1,6,...].
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Primjenjujuci ovaj rezultat on je dokazao iracional-
nost broja e. Johann Lambert (1728. — 1777.) po-
opcio je Eulerov rezultat te dokazao da su za iraci-
onalne x brojevi e i tg x iracionalni. Primjenom ve-
riznih razlomaka on je 1761. dokazao iracionalnost
broja 7. Joseph Louis Lagrange (1736. - 1813.) je
pak 1768. uz primjenu veriznih razlomaka do$ao do
opceg rieSenja Pellove jednadzbe, a 1770. doka-
zao je da je svaki iracionalni korijen algebarske jed-
nadzbe beskonacan periodic¢an verizni razlomak.
Teorem u kojem se tvrdi da postoji bijekcija izmedu
“kvadratnih iracionalnosti” i periodi¢nih veriznih raz-
lomaka upravo nosi Lagrangeovo ime. Pri ovom
navodenju ne treba izostaviti ni Jacobija, ni Hermi-
tea, Gaussa i Stieltjesa.

No zlatno doba veriznih razlomaka nastupa krajem
19. stolje¢a. Claude Brezinski kaze kako tada i
nije bilo matematicara koji se nije bavio ovim pod-
rucjem. U 20. stoljecu verizni razlomci Sire se na
razna podrucja matematike i njezine primjene, pri-
je svega na algoritme za izracunavanje racionalnih
aproksimacija iracionalnih brojeva i na rjeSavanje
diofantskih jednadzbi. Ne zaboravimo da smo u
proslom broju MiS-a naveli kako se u jednoj metodi
rieSavanja Pellove jednadZbe, a na tu se jednadzbu
svodi rieSavanje Arhimedova problema stoke, pri-
mijenjuju upravo verizni razlomci.

Ako pak netko misli da je vrijeme pregazilo ove
Cudesne razlomke pa oni pripadaju matematickoj

povijesti, onda se vara. Neka samo pogleda, prim-
jerice, radove Roba Corlessa koiji istrazuje njihovu
povezanost s teorijom kaosa.

***

Napomena: U obilju stiva o veriznim ili neprekid-
nim razlomcima Sto se nalazi na internetu, svaka-
ko je preporucliiv opsezan i metodicki vrlo lijepo
obraden, pa samim tim i pristupaan nadarenijim
uCenicima, tekst naveden pod [7].
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Radionica “Modeliranje s GeoGebrom”

Udruga nastavnika matematike “Normala” nakon vrlo uspjelog stru¢nog skupa nastavila je svoje aktivnosti pro-
vedbom radionice u kojoj su nastavnici ovladavali GeoGebrom, danas vjerojatno najrasirenijim i za uporabu u
nastavnoj praksi najpogodnijim raCunalnim matematickim programom. Radionica je provedena 28. i 29. 12. 20009.
od 9 do 14 sati u informati¢koj ucionici Devete gimnazije u Zagrebu. Voditelji su bili profesori Ela Rac i Milan Kabic¢,
a pomagao im je Josip Kli¢inovi¢. Svesrdnu im je pomo¢ pruzila i voditeljica informati¢ke ucionice Sonja Lusi¢
Radosevi¢, i to ne samo u tehni¢kom smislu ve¢ i u stru¢nom. Polaznici su pokazali veliko zanimanje i upornost u
radu, a od Agencije za odgoj i obrazovanje dobili su potvrde o struénom usavr§avanju.

To $to je radionica organizirana u toj $koli nije nimalo slu¢ajno. Spomenimo samo kako su krajem prosle godine
ucenici lll. A razreda Devete gimnazije pod stru¢nim nadzorom profesorice Ariane Blazi¢ osvoijili prestiznu nagradu
Edublog Awards u kategoriji Best Educational Wiki. U natjecanju je bio prijavljen 491 projekt iz cijelog svijeta, a nasi
su gimnazijalci pobijedili u kategoriji u kojoj je bilo prijavljeno 39 radova.
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