VEKTORI (m©h)

skalar
veli¢ina koja je potpuno odredena realnim brojem (skalarom)

Primjer masa, energija, temperatura, rad, snaga, obujam tijela
vektor
duZzina kod koje je odredeno koja je njezina rubna tocka pocetna, a koja zavr$na naziva se usmjerena

duZina ili vektor

vektor
- - -
vektor se u geometriji naziva orijentirana duZina AB, u oznaci AB=a
>
a — -
; AB =a
A B

-

tocka A zove se pocetna tocka (hvatiste), a tocka B zavrSna tocka (kraj, vrh, zaperak) vektora AB

Primjer brzina, akceleracija, sila, kutna brzina, elektri¢no polje, magnetsko polje
elementi vektora
.o g o g .o = - . .. . .
* modul (apsolutna vrijednost ili iznos vektora ili duljina vektora), | AB|=|a |, je duljina duZine AB
e orijentacija ili usmjerenje orijentacija ili usmjerenje
od A prema B od B prema A
> <
A B A B
. . . = . . . =
* smjer vektora, pravac na kojem leZi vektor AB nazivamo pravcem nositeljem vektora AB
A_B) - pravac nositelj
A B

kolinearni vektori

-

- - -
ako su pravci nositelji vektora a i b usporedni (paralelni) kaZemo da su vektori @ 1 b istog smjera
ili da su kolinearni vektori

>
a pravac nositelj

\ 4

pravac nositelj

[

Y

nul-vektor

-

vektor ¢iji je modul jednak nuli naziva se nul-vektor i oznacava 0

jedini¢ni vektor

5
vektor €iji je modul jednak jedinici naziva se jedini¢ni vektor ili ort, jedini¢ni vektor vektora a

-

oznacava se do

slobodni, vezani i klizni vektori
e slobodni vektori su oni kojima se ne mijenja modul ni smjer kada translatiramo njihove pocetne i
krajnje tocke
e vezani vektori su svi vektori koji moraju imati istu pocetnu to¢ku
klizni vektor je onaj koji se ne mijenja ako ga translatiramo duZ pravca na kojem lezi

jednakost vektora

e dva su vektora jednaka ako su istog smjera, orijentacije i jednake duljine
-
a

—

b

- -

e vektori a 1 b sujednaki ako imaju jednake module, tj.

1 ako imaju isti smjer, znaci da su

paralelni i jednako orijentirani



relacija ekvivalencije
jednakost vektora je relacija ekvivalencije u skupu vektora:

- - . - - - - . . A A - - o
a =a (refleksivnost), a=b = b=a (simetricnost), a=>b i b=c = a=c (tranzitivnost)

suprotni vektor
dva kolinearna vektora jednake duljine, ali suprotne orijentacije nazivamo suprotni vektori

- -
ako je a vektor, njegov suprotni vektor oznacavamo —a
- -
777777 a » ____________4& -a _
» Y

zbrajanje vektora (pravilo trokuta)

C
zbroj vektora AB 1 BC je vektor AC, tj. vektor kojem je pocetna
tocka pocetna tocka prvog pribrojnika, a krajnja tocka krajnja tocka
drugog pribrojnika
i > AB+BC=AC

zbrajanje vektora (pravilo paralelograma)

P ¢ odaberemo vektore AB i AD koji imaju isti pocetak A, ti vektori
odreduju paralelogram ABCD, a zbroj AB+AD je dijagonala AC
koja ima pocetak u tocki A
A s 7 ¥

AB+AD = A

zbrajanje vektora (zbroj vise vektora)

oduzimanje vektora

- - - —
razlika dvaju vektora a —b definira se kao zbroj vektora a i —b

> > Lo — —

3 a-b paje a—b=a+|-b

- o - -
> razliku a —b vektora a i b moZzemo geometrijski predociti tako
a

- -
da se vektori a i b dovedu na zajednicki pocetak pa ¢e vektor

zbroj n nadovezanih vektora AA, , AA, , AA, , .., A_A,

jednak je vektoru A/A, , tj. vektoru kojem je pocetna toCka jednaka

pocetnoj tocki prvog pribrojnika, a zavrSna tocka je zavrSna tocka
posljednjeg pribrojnika

AA+AA+AA+AA =AA

a — b biti onaj vektor koji se dobije spajanjem krajnje tocke umanjenika a sa krajnjom toc¢kom umanjitelja
l—; - o

, vektor a — b ima pocetak u kraju b, a kraj u kraju a

svojstva zbrajanja vektora

- > - - . - - - - - - o
a+b=b+a komutativnost , a+b |+c=a+|b+c | asocijativnost
- > > > o o . o - - - -
a+0=0+a=a O je neutralni element zbrajanja , atb|<|a|+|b

- - - 5 o - . -
a+|—a|=—a+a=0 —aje suprotni vektor vektora «



radijvektor

- -
radijvektorom r neke tocke T zovemo vektor OT kojem je ishodiSte O pocetna tocka, a krajnja mu

je tocka u T, tocku O zovemo polom, tocka T je potpuno odredena svojim radijvektorom

mnozenje vektora realnim brojem (skalarom)
umnoZzak (produkt) realnog broja k # 0 i vektora a je vektor koji oznacavamo k -a takav da vrijedi:

- -
e vektori a 1 k-a sukolinearni

® a i k-a sujednake orijentacije ako je k>0
® a i k-a susuprotne orijentacije ako je k <0

e duljina vektora k-a jednaka je |k| a

- o

¢ 0-a=0 umnoZak nule i vektora je nul-vektor
. . g g . - -

e akojek=0ili a=0 ondaje k-a=0
- -

® pri mnoZenju vektora a brojem k > 1 vektor a se "rasteZe" k puta i ima istu orijentaciju
- -

® pri mnoZenju vektora a brojem k < — 1 vektor a se "rasteze" k puta i ima suprotnu orijentaciju
- —

e pri mnoZenju vektora a brojem 0 <k < 1 vektor a se "steZe" k puta i ima istu orijentaciju
- -

® pri mnoZenju vektora a brojem — 1 <k <0 vektor a se "steZe" k puta i ima suprotnu orijentaciju

=
[ ] a=

-

a

-
.ao

rastezanje vektora zove se dilatacija, a stezanje kontrakcija vektora

svojstva mnoZenja realnog broja i vektora

- -
za svaka dva realna broja a i B, te za svaka dva vektora a i b vrijedi:
- o -
o la=al=a

[ ]

]
—

=
. ISENs
Qlwll

B

=

IS

e (a+p) :a2+,3~2
. a(2+3j=a2+a-3

Primjer 7~(a+b

N—

—2~(2a—3bj=7a+7b—4a+6b =3a+13b
linearna kombinacija
e akosu a i b vektorii o, B realni brojevi tada se vektor &-a+ f-b naziva linearna kombinacija

5
vektora a i b s koeficijentima a i 3

- -
® zbroj umnozaka vektora g, iskalara ¢, (i=1, 2,3, ..., n) naziva se linearna kombinacija vektora q;



3

- -

- - -
fj. o -a+o,-a,+0,-a,+ ... +0,-a, =) « -a; ,skalari &, nazivaju se koeficijenti linearne kombinacije

n n 1

linearna zavisnost 1 nezavisnost

- n - -
e vektori g; su linearno nezavisni ako je njihova linearna kombinacija Zai -a;=0 kada su svi
i=1
koeficijenti &, (i=1, 2, 3, ..., n) jednaki nuli
. - . . . . .. . . .o 2 - - . .
vektori a;, su linearno zavisni ako je njihova linearna kombinacija Zal. -a, =0 kada nisu svi

i=1

koeficijenti &, (i=1, 2, 3, ..., n) jednaki nuli
- -
® uravnini su svaka dva kolinearna vektora a i b ujedno i linearno zavisna, tj. postoji realan broj k

- -
tako da vrijedi b=k -a
e gvaka tri vektora ravnine su linearno zavisna

- - - -
e akosu a i b nekolinearni vektori ravnine tada su a 1 b linearno nezavisni

. i . -
vektori 7 1 j
N
y
. g . = . . . . . .o . . .
1 A vektori i i j su jedini¢ni vektori, medusobno okomiti, nekolinearni,
tj. linearno nezavisni vektori
>
i
- - - -
i|=|j|=1 , iLlj
= > >
(o) i 1 X

i
vektori i , jik
r4

1 )
vektori i,jik su jedini¢ni vektori, medusobno okomiti,

k nekolinearni, tj. linearno nezavisni vektori

—|k|=1 , iLlj,ilk,jLlk

radijvektor

- -

za tocku T(x, y) radijvektor JT ima prikaz r =0T =x- 7+ y- 7 =(x,y)

za tocku T(x, y, z) radijvektor JT ima prikaz ? = JT =x- 7+ y- 7 +z- Z =(x,y,2)
nul-vektor

0=0-i+0-j ili 0=0-i+0-7+0-k

N
prikaz vektora AB pomocu i1 j

A('xl’ yl) - i -
B(xz’ Y2)

= AB=(x,—x)-i+(y,=y)J
-
ako za vektor koristimo oznaku a tada za koordinate rabimo oznake a, i a, ili g, i a,, .



- - - - -

a=a,iva, j=a-ayj=(a.a)=(ana)

- - 5 o

prikaz vektora AB pomocu i, jik

A(x, v, 7,) - - - s
PO = AB=(x,—x) i+ (v, =) j+(2,—-2) k
B(X2, y2’ ZZ)

5
ako za vektor koristimo oznaku a tada za koordinate rabimo oznake a, ,a ia_ ili a ,a,1a,, .

- - - - - - -
a=a.ita - j+ta -k =a-it+a, jta,-k =(ax,ay,az)=(al,a2,a3)

jednakost vektora
- - -
a=a,ita, -] > o
= a=b < a =b_,a =b
- - - x x y
b=b - i+b, - j

X

N
a X

- - -
a -i+a,-j+a, -k

b

X

b-i+b, - j+b. -k

duljina vektora

- - - - 3 3 - - - - — 2 2 2
a=a,i+a,-j = |a|=,/a, +a; , a=a,-i+a, - j+a -k = |a|=,a; +a;+a;
zbrajanje i oduzimanje vektora
- - - - = - -
a=a,ita,-j a+b=(ax+bx)-l+(ay+by)']
=
Y e - -7 > -
b=b,i+b, -j a—b:(ax—bx)~l+(ay—by)~]
- - - - - - - - -
a=a,ita, j+a, k a+b:(ax+bx)-l+(ay+by)~]+(az+bz)~k
- - - - = - - - - -
b=b -i+b - j+b -k a—b=(a,-b,) i+(a,-b,) j+(a —b)k
mnoZenje skalara i vektora
- - - - —
a-a=a-|a,ita,j =(0(-ax)~i+(0{-a),)-j
- > - g e - g
a-a=a-a i+a,-j+a -k|=(a-a,) l+(a~a}<)~]+(0{~az)-k
jedini¢ni vektor (ort)
N - -
> q a,ita, j a - a, -
ay=r—=— == - i+ ]
e 2 2 2 2 2 2
a \/ax+ay \/ax+ay \/ax+ay
N - - -
- g a. i+a, - j+a -k a - a, - a. -
Ay =157=— - == = it - Jj+ = k
o Ja+d+ad  Jd+d+dd [d+d+al T \[d+dl+al

skalarni produkt vektora
- - - -

skalarni produkt vektora a i b, uoznaci a<b je broj (skalar) koji ovako definiramo:

- -

(/l'b =

-

a

-

b

-cos@ , gdje je @ kut izmedu vektora 2 i Z, =4 (;, Zj

5



svojstva skalarnog produkta

e e - (> -5 e e ] -\ - - - - -
asb=bea , ae b+c|=aeb+acc , ad-alsb=a-lab|,axeR , a+a=0 < a=
- o e - - - - - - - - -

aca=|a| >0, a#0 , |a*b|<|al|-|b| , b ab=0

0<9<90° & a+b>0
90° < p<180° & a+b<0

skalarni produkt izraZen pomoc¢u koordinata vektora

- - -
a=a.i+a,-j

- >

= a*b=a, b, +a b

b=b, - i+b, |

a=a.i+a,-j+a_ -k S

. . . "% = a*b & a.b+a b +a, b,
b=b,-i+b, - j+b. -k

uvjet okomitosti

- - -
a=ax~i+ay~j - -
= alb < a,-b +a, b =0

b=b - i+b, |

a=a.i+a,-j+a_ -k i

. . . "ﬁ = alb o a b +a, b +a b =0
b=b,-i+b, - j+b. -k

tablica skalarnog mnoZenja jedini¢nih vektora

* i j k
K 1 0 0
j 0 1 0
Pt 0 0 1
kut izmedu vektora 2 1 l_;
p ;Z o a b, +a, b, o
cosQ = , CosQ= , CosQ=
st Ja+al- /bl +b]

uvjet paralelnosti (usporednosti)

a b +a,-b +a_ b,

-

-

5
a=a.itagj

7 < - a, a,
b=bx-l+by~] ¥

NN b by
Sl & ==—=a, aeR

Ja+ai+ad [0} +b2 +b]



- - - -
a=a.it+a - j+a. -k > o b. b b

R R . R =>4allb & 2=2L="=qg, aeR
b=b - i+b, - j+b -k 4. 4, 4a
vektorski produkt vektora
A . -7 L7 -
vektorski produkt vektora a i b, uoznaci a X b, je vektor ¢
- - -
2 okomitna a i b, orijentacija od c¢ je dana pravilom desnog vijka,

tj. dana je smislom napredovanja vijka pri njegovu zakretanju od
prvog vektora prema drugom najkra¢im putem u smjeru gibanja
kazaljke sata

T

modul vektora ¢ jednak je povrSini paralelograma razapetog

- -

Y

e vektorima a 1 b :
- - - - - . - - - -
cl=laxb|=|al|-|b|'sinp , cla , clb
svojstva vektorskog produkta

- o - - - o - - - -

axXb=-bxXa , a-laxb|=|a-a|xb=axX|a-b|, xeR

- - o - > - - - o e e - 5 o

aX|bxXc|#|laxXx b|Xc , aX|b+c|l=axXxb+axXc , axa=0

- o - 5 o - - - o - -

allb = axb=0 , alb = |axbl=|al-|b

-

5
povrsina paralelograma odredenog vektorima a i b

- -

X i j k
i 0 k _j
j X 0 i
k ) _ 0

vektorski produkt izraZzen pomocu koordinata vektora

a=a,i+a, - j+a_ -k - Pk

. . N (> axb=|a, a, a,

b=b -i+bh, - j+b -k b, b, b

azax-i+ay-j+az~k SN - - -
. . . L= a><b=(a),-bz—az~by)-i+(az-bx—ax~bz)~j+(ax~by—a),-bx)-k
bsz-i+by~j+bz~k

mjeSoviti produkt
e

mjeSoviti produkt vektora a, b ic je skalar (broj) (Zx Zj -Z koji je brojcano jednak obujmu

- 5 o

paralelepipeda razapetog vektorima a , b i ¢



- 5 o

mjeSoviti produkt je pozitivan ako a, b i c tvore desni sustav vektora, a negativan u protivhom

slucaju
(a X bj . cC

mjeSoviti produkt je jednak nuli ako:
[ ]

e je jedan od vektora nul-vektor
e su vektori komplanarni (leZe u jednoj ravnini ili su paralelni s istom ravninom)

V=

su dva bilo koja vektora kolinearna

svojstva mjeSovitog produkta
[EZXZ).C_(” j Z:(Z ZJ.Z
(bxclra={cxp)oa L (exa)on—-

a~[(2x2)-2j=(a (ax?)n-2=(ax bj-(a-l_;j , e R
([(avd)xc Jod=(axc)ede5xc]ed

mjesSoviti produkt u koordinatnom obliku

- - -

a=a,i+a, - j+a_ -k
b=b - i+b, - j+b -k

-

- - -
c=c,itc - jte -k

uvjet komplanarnosti tri vektora
- -

“ita,-jta -k
a, a

a=a,
b=b,-i+b -j+b -k ¢ = |b b,
- - - - . y

c=c,itce - jte -k

- 5 o

obujam tetraedra konstruiranog nad vektorima a , b i ¢
1 - - —
V=—-|| axb |ec
6
- -

dvostruki vektorski produkt
dvostruki vektorski produkt a x ( bxc ) je vektor komplanaran s vektorima b i c :

ZX(JXZJ:(Z-Z)E—(Z-Z ¢

j x ¢ je vektor komplanaran s vektorima b1ia:
5
a

a :
b, b, b,

L
6

x y z

dvostruki vektorski produkt ( X

[axo |xi=[a-c)o (5.

svojstva dvostrukog vektorskog produkta
a ( exa j xb=0 (Jacobijev identitet)

)
)

- >

(aijXC+(bXCJXa+ cXa



