JEDAN NACIN RJESAVANJA JEDNADZBI 4. STUPNJA

Milorad Tomic’l, Bjelovar

U ovome ¢e tekstu biti prezentiran jedan nacin rjeSavanja algebarskih jednadzbi Cetvrtoga stupnja sa
realnim koeficijentima. Algoritam je temeljen na jednakostima izraCunavanja povrsine trokuta.
Neka je dana jednadZba 4. stupnja po ¢ u obliku:

t* +A’ +Bt* +Ct+ D =0.

A
Zamijeni li se f sa x — Z, dobiva se jednadZzba odlika:

(1) x*+px® + p,x+q=0.

Nadimo rjesenja ove jednadzbe primjenom poznatog iskaza za povrsinu trokuta pomocu potencija
njegovih stranica.

Ako je trokut zadan duljinama stranica a, b i ¢, za njegovu povrSinu P vrijedi da je:

2 (az+b2+cz)2—2(a4+b4+c4)=16P2.
Uvedemo li zamjene
+b+
§=2277C D=a’+b* +¢?,
2
nakon jednostavnog racuna iz (2) dobivamo jednadZbu 4. stupnja:
D
3) S4—3S2—ach—P2:O.
Vode¢i racuna o strukturi jednadzbe (1), stavimo daje x=S§, p, = —?, p, =—abc, q= —PZ,

njenim rjeSavanjem omogucujemo izracunavanje zbroja ¢etvrtih potencija veli¢inaa, b i c.

JednadZbu 3. stupnja (¢iji ¢e korijeni biti kvadrati elemenata a, b i ¢) moZemo sastaviti iz zbrojeva 2.
i 4. stupnjeva te umnoZaka tih elemenata. Sama rjeSenja jednadzbe (1) dobit ¢emo pravilnim odabirom
vrijednosti drugih korijena ovih rjeSenja.

Upotrebom Vieteovih formula zakljucujemo da je zbroj rjeSenja jednadzbe (1) jednak 0. Uz
supstituciju

_a+b+c

. a+b+c
X, =————,trebabiti x, +x; +x, =———.
2

2

Pomoc¢u Heronove formule S(S —a)(S —b)(S —¢) = P? dobivamo jednakost

a+b+c\b+c—a\a+c—b)a+b-c
I (B S G o R
2 2 2 2

Neka su §,,5,,S; i S4 korijeni jednadzbe (3). Vrijedi da je S,5,5,5,=¢g, S, +S;+S5,=—

a+b+c

2
Jednakost (4) piSemo u obliku:

) [a+§+ﬁ[a—%+c®ﬁr{;+cU[a—%+bU:q’

odnosno,
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Napomenimo na ovome mjestu da je jednakost (2) za povrSinu trokuta — algebarska, odnosno da je
istinita i za kompleksne brojeve.

1z (4) slijedi da je:
(7 (a+b+c)b+c—a)a+c—b)a+b-c)=-16q,
odnosno:
((b+c)2 —azXa2 -b*-c’ +2bc): —-16q
Z(aZb2 +a’c’ +b2c2)— (a4 +b* +c4)= —16q
(0> +¢> —a® +2bc)a> —=b> — > +2bc)=—16g
(a2 +b* +c2)—2(a4 +b* +c4)=—16q .

1z ovih jednakosti dobiju se sljedece dvije:

4,14, 4
a’ +b" +c
a’b’> +a’c’ +b’c? =f—8q
2
a*+b* +c* a’+b’ +c’
= +4q,
2
koje daju vazan izraz za jedan od koeficijenata jednadzbe koju ¢emo uskoro uvesti.
2 22, 2\
a +b" +c
(6) a’b’ +a’c’ +b’c’ = (—j —4q=p’—4q.

weeo

elemenata a, b i c. Ozna¢imo stranice trokuta a, b i ¢ u op¢em slucaju sa u,,i =1,2,3. Dakle, korijeni buduce

. v cie 1 2 2 2
jednadzbe biti ¢e u,” ,u," ,u;" .

Ukoliko je potpuna jednadzba 3. stupnja jednaka:
X’ +ox’ +Px+y=0,
a x,,1=1,2,3 njezina rjeSenja, za koeficijente o, B i 7y vrijedi:

o= —()cl +x, +x3), B=xx,+xx;+X,X;, Y=—XX,X;.

Ako je nadalje
x4+p12 +p,x+g=0, xz%,
vrijedi
-2p, = ulz +u22 +u32, — Py = UU, Uy, pl2 —4g = u12u22 +ulzu32 +u22u32.

Sljedbeno tome, pomocu koeficijenata jednadzbe (1) sastavljamo ovu jednadZbu 6. stupnja po
varijabli U:

(7) U6+2p1U4+(p12—4q)U2—p22:O.
Uz zamjenu U > =y, dobivamo odgovarajuc¢u jednadzbu 3. stupnja i njezina rjeSenja v,,v, i v;.

Kakoje U, = i\/u_i , 1=1,2,3, treba objasniti kako ¢emo odabrati samo tri vrijednosti rjeSenja jednadzbe

(7), bolje receno — njihove predznake.

Neka su tri odabrana korijena jednadzbe u,,u,,u, . PoSto vrijedi da je

— P, = U,U,u,, imamo sljedeca dva slucaja:



@) —p, >0 = zabarjedanod u,, i =1,2,3 (npr. u,) mora biti u, >0,
(i) —p, <0 = zabarjedanod u,, i =123 (npr. u,) mora biti u, <0.
Napomenimo da druge dvije vrijednosti, npr. u, i u; mogu biti ili obje pozitivne ili obje negativne,
a da se predznak od — p, nece promijeniti. Budu¢i da je
-p = (ul2 +u22 +u32)/2,
njegov je predznak irelevantan obzirom na izbor predznaka od u, 1 u,.

Odgovorimo sada na pitanje da li za umnoZak korijena jednadZbe moZemo uzeti bilo koje
(medusobno jednake) predznake od u, i u,? Kako je:

u, +uy g\, — (e, +uy)
it = 2 2 ’

odabir predznaka " +" za oba rjeSenja u, i u, ili " —" za ta rjeSenja daju isti umnozak, uz nebitnu zamjenu

redoslijeda faktora. Nadalje,

i, :(uz —(u, +u3)j(u3 —(u, +u2)j’

2 2

pa i u ovome slucaju vrijedi ista konstatacija.

Zaklju¢imo dakle da ni na umnoZak korijena ne utjece odabir (medusobno jednakih) predznaka od
U, i,.
Uzmimo stoga, ne umanjujuci opéenitost, da su veli¢ine — p, ,u,,u, ,u, ili sve pozitivne ili sve
negativne. Dakle,
sign(p,) =—sign(u,), i=1.23.

Zaklju¢imo: ako jednadZzbi (1) Cetvrtog stupnja pridruZimo jednadZzbu (7) Sestoga stupnja, iz svakog
od tri para rjeSenja jednadZbe (7) tipa (-r, r) odabiremo po pojedan korijen u,,u, i u,i to tako da mu
predznak bude suprotan predznaku koeficijenta p,. Ukoliko je pak p,= 0, imamo bikvadratnu jednadZbu pa
u tom slucaju odabiremo potpuno ravnopravnoili U,,U; i U, ili U,,U, i Uy.

Uvazavajuci prezentirane ¢injenice, rjeSenja jednadzne (1) dobivamo u obliku:

®) x uy +(u, tuy) . oy —(uy +uy) . oy —(uy +usy) . uy—(uy tu,)
1 = s 2 = ) 3 = N 4 — — .
2

2 2 2
Na kraju ovoga ¢lanka rijesimo dva konkretna primjera.
Primjer 1. Nadite rjeSenja jednadzbe: x* +2x> -3=0.

U ovome slu¢aju imamo bikvadratnu jednadZbu koju moZemo rijesiti i na standardni (laksi) nacin.
Ipak provjerimo istinitost izre¢enih postavki i za rjeSavanje ovoga tipa jednadZbi!

Pripadna jednadZzba 6. stupnja je:
U®+4U* +16U° =0,
a njezina su rjeSenja: U,, =0, U;, = i(l +4/3 i), Us, = i(l ~3 i). U ovome slucaju ( p,=0)
odabiremo bilo koju kombinaciju parova rjeSenja. Uzmemo li da je
u, =0, u, =—1-4/3i, U =—1+4/31i,
iz relacije (8) dobivamo rjeSenja pocetne jednadZbe:

x,=-1 x,=1, x;=—+34, x4=\/§i.
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Primjer 2. Nadi rje§enja jednadzbe: x* —2x° +16x—15=0.
Pripadna jednadZzba 6. stupnja ima oblik:

U°—-4U* +64U* -256 =0.

Rjesavanjem ove jednadZbe (npr. faktorizacijom) dobivamo da je U, = %2, U, , i(2 +2i ),

Use = +(2—-21). Posto je sign(p,) =1 vrijedi da je sign(u;)=-1, i=1,23,paje
u, ==2, u,=-2-21, u; =-2+2i.
RjeSenja pocetne jednadzbe 4. stupnja proizlaze iz (8):

x,=-3, x,=1, x;=1-2i, x,=1+2i.



