PRETOCITI, A SEBE NE SMOCITI?

MLADEN HALAPA, Bjelovar

Gotovo svaka knjiga ili zbirka zadataka zabavne matematike' sadrzi zadatke o
prelijevanju tekuéine iz jedne posude u drugu. Dvije nam zgodne dosjetke pomazu pri
rjeSavanju takvih problema. Kako je rjeSavanje zapravo igra, pokuSajte sami do¢i do
odgovora. Na svoj cete originalni nacin vjerojatno pronaci kraci i jednostavniji put do

konac¢nog rezultata.

Zadatak 1. MozZemo li dvama loncima, obujma 10 litara 1 6 litara izmjeriti 2 litre
vode?

Rjesenje. U rjeSavanju ¢e nam pomoc¢i neke Cinjenice vezane uz teoriju brojeva.
Najveci zajednicki djelitelj (mjera) prirodnih brojeva a i b, u oznaci nzd(a, b), najveci je broj
kojim su djeljivi zadani brojevi.

Primjerice, nzd(12,18) =6jerje 12=6-2118 =6 - 3.

Za prirodne brojeve a1 b, a > b, uvijek postoje brojevi q (koli¢nik) 1
r (ostatak), tako da vrijedidajea=b-q+r,0<r<b.

Pretpostavimo da je r # 0. Budu¢i da je b > 1, postoje brojevi q;i1; za kojejeb=r-q; + 11,

0<r <r.

Ako je ;> 0, opet postoje brojevi q, i 1, za koje vrijedidajer=r1;- qu + 12, 0 <1 <.
Nastavimo li ovaj postupak, on ¢e sigurno zavrsiti nakon konacno mnogo koraka, tj.

dobit ¢emo ostatak jednak nuli. Ako je u nasem slucaju r; = 0, cijeli postupak izgleda ovako:

a=b-q+r , 0<r<b
b=r-q+rn ., 0<r<r (1)
r=r-@@+tn , 0<n<rn

n=r-qg+0 , r;=0.
(Ovaj postupak nazivamo Euklidov algoritam)

Matematika je toliko ozbiljna pa ne treba propustiti nijednu prigodu da se ucini zanimljivijom. To je napisao francuski matematicar Blaise

Pascal (1623. — 1662.



Najveci zajednicki djelitelj jednak je najmanjem ostatku razlicitom od nule.
Dakle, nzd(a, b) = r,. On se uvijek moze izraziti pomocu brojeva a i b:
nzd(a,b)=x-a+y-b,

pri cemu su x, y cijeli brojevi.

Za (1) to izgleda ovako:
nzd(a,b)=n=r-r-q@=r—(b-r-q) @=r-b-q@tr-q-@=r-(I+q-Q@)-b-qp=
=(a-b-q - (I+tq q@)-b-@=0+tqrq)at(-q-q@-q-q- q) b=x-aty-b,
paje
Xx=1+q"q@ y=-9-@-q-q" q
U nasem zadatku lonci imaju obujam od 10 i 6 litara. Potrazimo najveéi zajednicki

djelitelj brojeva 101 6.

10=6-1+4
6=4-1+2
4=2-2+0,

paje nzd(10, 6) = 2.

Izrazimo li broj 2 kao kombinaciju brojeva 10 i 6, dobit ¢emo da je:

2=6-4-1=6-(10-6-1)-1=-1-10+2-6.

Usporedimo jednakosti2=—-1-10+2-61inzd(a,b)=x-a+y-b.
Broj x > 0 je broj ulijevanja, a x < 0 broj izlijevanja loncem od a litara. Broj y > 0 je broj
ulijevanja, a y < 0 broj izlijevanja loncem od b litara. Dakle, ulijevat ¢emo dva puta loncem
od 6 litara, a odlijevati jednom loncem obujma 10 litara.

Da bismo istim loncima dobili 4 litre, radimo ovako:

2=-1-10+2-6/-2 =>4=-2-10+4-6.

Dakle, Cetiri puta moramo uliti manjim loncem, a ve¢im odlijevati dvaput. Pokusajte
naci jednostavnije rjesenje!

Kako biste istim loncima (od 10 i 6 litara) izmjerili

6, 8,10, 12, 14,...,(2n); neN litara vode?
Pokazite da takvim loncima ne moZete dobiti

7,9,11,13,...,(2n+ 1); ne N litara vode.

Zadatak 2. Koje se koli¢ine teku¢ine mogu izmjeriti dvjema ¢asama obujma 5 dl i 3
d1?



Rjesenje. Budu¢i da je

5=3-1+2
3=2-1+1
2=1-2+0,

zaklju¢ujemo da je nzd(5, 3) = 1. Nadalje je
1=3-2-1=3-(5-3-1)-1=-1-5+2-3.
Dakle, 1 =—1-5+2 -3, ato znaci da je tim ¢aSama moguce izmjeriti
1,2,3,4,....,n; neN

decilitara tekucine. Provjerite!

Zadatak 3. Koje se koli¢ine teku¢ine mogu, a koje ne mogu izmjeriti dvama vréevima
obujma 9 dl 1 6 dI?
Rjesenje. Uvjerite se da je tim vréevima mogucée izmjeriti svaku koli¢inu tekuéine

djeljivu s 3.

Zadatak 4. Dvjema praznim bocama obujma 9 litara i 5 litara odlite litru vode iz pune
12 — litarske bacvice.

Rjesenje. Pri rjeSavanju rabimo kosokutni koordinatni sustav te zakon odbijanja
(zakon refleksije). Zakon odbijanja svjetlosti glasi: Zraka svjetlosti koja upada i zraka koja se
odbija od neke plohe leZe u istoj ravnini koja je okomita na plohu, a kut upada zrake a jednak

je kutu odbijanja B (v.sl.1).

Ako se loptica za tenis, bilijarska kugla ili staklena kuglica gibaju po podu, odbit ¢e se
od zida tako da ¢e upadni kut biti jednak kutu odbijanja.



Nacrtajmo kosokutni koordinatni sustav ¢ije osi zatvaraju kut od 60°. Obujam vece
boce ozna¢imo s x (x = 9) i prikazimo ga na x—osi tockom A. Dakle, A(x, 0) = A(9, 0)

(v.sl.2).

Slika 2.

Sli¢no, obujam manje posude ozna¢imo sa y (y = 5) te ga prikaZimo na y—osi tockom
D, D(0, y) = D(0, 5). Tada tocke O, B i C imaju koordinate: O(0, 0), B(x, 12—-x)=B(9, 3) 1
C(12-y,y)=C(7,5).

Dobili smo mnogokut OABCD. Pustimo zraku svjetlosti (ili, §to je isto, zakotrljajmo
kuglu) duz stranice OD. U tocki D(0, 5) (Sto znaci da je veéa boca prazna, u manjoj je 5 litara
vode, a u bacvici preostalih 7 litara) zraka se odbije od stranice DC i po pravilu refleksije
dolazi do tocke E(5, 0) (gdje je u veéoj boci 5 litara, manja je prazna, a u bacvici je 7 litara).
Zraka se opet reflektira od 04 i pada u F(5, 5), Sto znaci da je u svakoj boci po 5 litara, a 2
litre vode su u bacvici. Odbijanjem na stranici DC zraka pogada tocku G(9, 1). Dobili smo,
dakle, litru vode u manjoj boci pa je zadatak rijeSen. Cjelokupni postupak pretakanja

prikazimo u tablici:

Rednibroj | 91 | 51 121 5
] Tocka
prelijevanja | x | y | Ostatak u badvici
I. 0| 5 7 D(0, 5)
IL. 510 7 E(5, 0)
Tl 55 2 F(5, 5)
Iv. 9 1 2 G(9, 1)

Zadatak 5. Praznim kantama obujma 9 litara i 5 litara odlijte 6 litara vina iz pune



12-litarske bacvice.
Rjesenje. Tocke koje odreduju mnogokut OABCD imaju koordinate: O(0, 0), A(9, 0),
B(9, 3), C(7, 5) 1 D( 0, 5). Duz stranice oD. pustimo opet zraku svjetlosti i pratimo njezino

gibanje sve dok ne dobijemo rezultat 6 litara (v. sl.3.).

Slika 3.

Rezultat prikazimo i u tablici:

121

Redni broj 91 51
Ostatak u Tocka

prelijevanja X y

bacvici

L 0 5 7 D(0, 5)
II. 5 0 7 E(5, 0)
III. 5 5 2 F(5,5)
V. 9 1 2 G, 1)
V. 0 | 1 11 H(O, 1)
VI 1| o 11 I(1, 0)
VIL. 1| s 6 11, 5)

Kako mozemo do¢i do rjesenja da je zraka svjetlosti usmjerena po pravcu OA?

Pokusajte odrediti kamo se vraca zraka u slucaju da problem nema rjeSenja?

Zadatak 6. Provjerite koje se koli¢ine mlijeka mogu natociti dvjema praznim Salicama

obujma 7 dl 19 dl iz punog lon¢i¢a obujma 12 dl.



