POVRSINA TROKUTA IZRAZENA STRANICAMA |
KUTOVIMA

MLADEN HALAPA, Bjelovar

Povrsina trokuta moze se izracunati na razne nacine ovisno o zadanim elementima. Postoji cijeli niz
formula. Interesantno je da ima i takvih u kojima se pojavljuju sve tri stranice i sva tri kuta: a, b, c, a, B 1.
U ovom c¢lanku dokazat ¢emo Cetiri formule tog tipa, vise kao zanimljivost jer nemaju prakti¢nu vrijednost.
Neka je zadan trokut ABC.
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|AB|]=c , [BC|=a , |[CA|=b
kutCAB=a , kutABC=p , kutBCA=y

FORMULA 1
1 ; : .
P= 5-%/212 -b*-c* -sina - sinf - siny
> U logaritamskim tablicama nalazimo da se povr$ina trokuta moze racunati pomocu formula:
1 1 1
P=—-a-b-sin , P=—-a-c-sin , P=—-b-c-sina .
2 ! 2 P 2
Pomnozimo jednakosti i izraCunamo povrsinu P:
1
p3= g-az -b*-c” -sino-sinB -siny ‘ T
1 , : :
PZE-{/aZ -b*-c” -sino-sinB-siny . m

FORMULA 2

1 a’+b”+c?

4 ctga + ctgf + ctgy
> Iznovice u tablicama nalazimo formule za povrSinu trokuta izrazene jednom stranicom i1 dvama
kutovima na njoj:

a’-sinf-siny b’ -sina -siny ¢’ -sina -sinf

_2-sin([3+y) ’ - 2-sin(oc+y) ’ _2-sin(oc+[3) ‘
Ako nazivnike gornjih jednakosti razvijemo po adicijskom teoremu za sinus:
sin( X +y ) = sinx - cosy + cosX - siny
1 u svakoj formuli razlomak skratimo s produktom sinusa u brojniku, dobije se:




1 a’ 1 b’ 1 c’
_E'cth+ctgy ’ _E'ctga+ctgy ’ _E'ctgoc+ctg[3'
Odatle slijedi:
2P (ctgp+ctgy)=a> , 2P-(ctga+ctgy)=b> , 2P-(ctga+ctgf)=c?.
Zbrojimo jednakosti i nademo povrsSinu P:
1 a’ +b* +¢?
T4 ctgow + ctgp + ctgy "
FORMULA 3
2-a-b-c o Y
= DL COSy cos,-cos .
> Podsjetimo se poucka o kosinusu:
b>+c* —a’ a’+c’ —b’ a’+b* -¢’
cosA=——— cosp = Thae | 0 Sosy=T—m
kosinusa i sinusa polovi¢nog kuta:
cos? X _ 1+ cosx sin? X _ I —cosx
2 2 ’ 2 2 ’
i Heronove formule:
P=4s-(s—a)-(s—=b)-(s—¢) ,
gdje su
a+b+c b+c—a a+c—-b a+b-c
e s—sz ,  S—e=T——
Radi jednakosti (2) mozemo pisati:
cos? & = 1+ cosa _ sbog(l) = 2-b-c+b’>+c’ —a’ _
2 2 4-b-c
(b+c)’ —a> (b+c+a)-(b+c—a) s-(s—a)
= = =zbog(4)=—T" .
4-b-c 4-b-c b-c
Konacno je
o s-(s—a)
cos~ = bo
Analognim postupkom dobiju se jednakosti:
B [s:(s—b)
€085 = a-c
y_ [s-5-9)
cos = b

Pomnozimo medusobno relacije (5), (6) , (7) 1 koristec¢i formule (3) 1 (4) dobijemo trazeni rezultat:

_2~a-b~c o B Y
—a+b+c c052 cos2 0052 . m
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FORMULA 4

1 .a By
P=./—. .a-b-c-sin—-sin—-sin— .
\/2 (a+b+c)abcs1n2 sm2 sm2
> Analognim postupkom kao u prethodnom primjeru dolazimo do rezultata. 1z (2) slijedi
., 0 l-cosa b 1_2-b-c—b2—cz+a2_
sin” =7, =zbog(h) = 4-b-c -
a’—(b-c)® (a+b-c)-(a+c—b) (s—b)-(s—c)
= = =zbog(4)=—"7T—"".
4-b-c 4-b-c b-c

Pisemo

Sli¢no se dobiju

sin— = ,
a-c

sint = —(s—a)- —b)

2 a-b '

Ako pomnozimo relacije (8) , (9) , (10) i primjenimo jednakosti (3) i (4), dobit ¢emo trazenu formulu:

1 a
P=\/E-(a+b+c)-a-b-c-sina-sing-sin% ..

(8)

©)

(10)



