Iz razreda

Jedan zadatak
— viSe rjesenja

Zeljka Bjelanovié, Cazma

Vrlo je cest slucaj da se neki matematic-
ki zadatak mozZe rijesiti na dva, tri pa Cak i
vise bitno razli¢itih nacina. To ovisi o odab-
ranoj metodi rjeSavanja, a kod veéine ucenika
nacin rjeSavanja zadanog zadatka najcesce je
vezan uz nastavno gradivo koje je prethodno
obradeno.

Da bi se nastavno gradivo $to lakse us-
vajalo i Sto dulje pamtilo, uputno je razlicite
nastavne sadrzaje povezivati kad god i koliko
god je to moguce. Jedan od nacina na koji
se to moZe vrlo lako ostvariti jest zadavanje
istog zadatka unutar razlicitih nastavnih cje-
lina, odnosno tema.

Za ilustraciju pogledajmo sljedeci prim-
jer preuzet iz analiticke geometrije u ravnini:

Zadatak. Da li tocke A(4,0), B(10, 4)
i C(—5, —6) zadane svojim koordinatama u
Kartezijevom koordinatnom sustavu pripada-
ju istom pravcu?

0. rjesenje

Nacrtamo zadane toc¢ke u koordinatnom
sustavu i provjerimo moZze li se nacrtati pra-
vac kojem bi pripadale sve tri tocke.
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Ako je takav pravac nemoguce nacrtati,
to¢ke ne pripadaju istom pravcu. Sto ako us-
pijemo nacrtati pravac za koji nam se ¢ini da
mu pripadaju sve tri tocke? Tada jo$ uvijek
ne mozemo sa sigurnos$cu tvrditi da sve tri
tocke uistinu pripadaju nacrtanom pravcu jer
se moze desiti da je jedna od tocaka ‘“‘vrlo
blizu” pravcu, ali ne i na njemu. Onda ovo i
nije rjeSenje. U tom slu¢aju moramo potraZiti
neki drugi nacin rjeSavanja kako bismo svoje
slutnje na osnovi nacrtanog crteza i dokazali.

1. rjeSenje

JednadZba pravca zadanog dvjema toc-
kama T (x1, y1) i Ta(x2, ¥2), gdje je x1 # x2,
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glasi:

Ya—)
y—n-= - (x —x1).

X2 — X1
Nakon uvrstavanja koordinata tocaka A i B
u tu jednadzbu dobijemo jednadZbu pravca

AB :
2 8
=—x—=.
y=3'73

Pripada 1i tocka C pravcu AB? To moZemo
provjeriti na viSe nacina:

a) Uvrstimo koordinate tocke C(—5, —6)

u jednadzbu pravca AB:
2 8 2 8
y=3¥-3=3(H-3=-6

Zakljucujemo da tocka C pripada pravcu AB.

b) MoZemo izracunati udaljenost tocke
C od pravca AB po formuli
_ |Ax1 + By + C|
Ry
gdje je Ti(x1,y1) = C(~5, —6), a pravac p
je pravac AB cija implicitna jednadzba glasi
2x —3y—-8=0.
P93 (08§

22 + (_3)2

Udaljenost tocke C od pravca AB jednaka je
nuli, $to znaci da tocka C pripada pravcu AB.

d(Ty, p)

d(C, p)

¢) Odredimo jednadzbu pravca AC pa je
usporedimo s jednadZbom pravca AB. Jed-

nadzba prvca AC glasi
2 8
=-x—=.
YT373

Ocito, pravci AB1AC jedan su pravac i njemu
pripadaju sve tri tocke, i tocka A, i tocka B, i
tocka C.

2. rjesSenje

Zadatak moZzemo rijeSiti i pomocu uda-
ljenosti tocaka u ravnini, koristeci se formu-
lom

d(T\T>) = \/(xz —x1)?+ (y2 —y1)%

gdje su Ty (x1, y1), Ta(x2, y2) dvije dane toc-
ke.
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Izra¢unat éemo udaljenosti |[AB|, |BC]| i
|AC| te dobiti sljedece brojeve:

|AB| = 2V/13, |AC| = 3V13 i |BC| = 5V13.
Primjecujemo kako je
|AB| + |AC| = |BC]|,
Sto znaci da tocke A, B i C pripadaju istom
pravcu (tocka A je izmedu Bi C).
3. rjesenje
MozZemo izracunati povrsinu trokuta ABC:

1
P=5- lxa(ys — yc) +x8(yc — ya)

el = vp) = 5 44~ (=6))

+10(—6 — 0) — 5(0 — 4)| = 0.

PovrSina trokuta jednaka je nuli. Zaklju-
¢ujemo da tocke A, Bi C ine odreduju trokut,
ved te tocke leZe na jednom pravcu.

4. rjesenje

Zadatak moZemo rijeSiti i uz pomoc
vektora. Vektor zadan pocetnom tockom
Ty(x1, y1) i zavrsnom toc¢kom T5(x7, y2) mo-
Ze se na jednoznacan nacin prikazati kao li-
nearna kombinacija jedini¢nih vektora 7iJ :

7

SN .
Ty = (x2 — x1)T+ (y2 — y1)J.
— —

Prikazimo vektor AB i AC kao linearne kom-
binacije jedini¢nih vektora7i; :

— -

AB = 67+ 4j,

— o -

AC = —97— 6.

. — - .
Uocavamo da je AC = _EAB’ Sto znaci da

—  —
su vektori AB 1 AC kolinearni. A bududi da
imaju zajedni¢ku pocetnu tocku, slijedi da
sve tri tocke A, B 1 C leZe na istom pravcu.
5. rjesenje

Razmisljajuc¢i o analogonu ovog zada-
taka u prostoru palo mi je na um jo§ jedno
pomalo neobic¢no rjesenje.
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Ubacimo nase tocke u prostor na nacin
da im je treca koordinata jednaka 0. Ta-
da ¢emo imati tocke A(4,0,0), B(10,4,0)
iC(—5,-6,0).

Ako te tri tocke ne leze na istom prav-
cu, jednoznacno je odredena ravnina u kojoj
one leze i to jednadzbom z = 0 jer smo tako
odabrali.

JednadZba ravnine zadana toCkama

Ti(x1,y1,21), Ta(x2,y2,22) 1 T3(x3,y3,23)

je
X=X Y—Yy1 -2
xo—x1 y2—y1 z2—z1|=0.
X3—X1 y3—Yy1 232
Odredimo jednadZbu ravnine kroz tocke
A,BiC:

x—4 y—-0 z-0

10-4 4-0 0-0(=0

-5-4 —-6-0 0-0
x—4 y z

= 6 4 0|=0.
-9 -6 0

Razvijemo dobivenu determinantu po
treem stupcu i dobijemo:

z[6-(—=6) —(=9)-4] =0
z-0=0

Zakljucak: jednadzba ravnine je neodre-
dena, Sto znaci da su zadane tocke kolinearne,
odnosno leZe na istom pravcu.
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Dobili smo nekoliko bitno razlicitih rje-
Senja istog zadatka. Vjerujem da to nisu i svi
mogudi nacini rjeSavanja pa pozivam kolege
da se jave ako pronadu jo$ koje. Osim raz-
licitih rjeSenja, moZemo postaviti i jo§ koju
razli¢itu formulaciju istog zadatka.

Rjesavajudi ovaj jednostavan zadatak na
nekoliko razli¢itih nacina, ponovili smo: cr-
tanje tocaka i pravaca u koordinatnom sus-
tavu, jednadzbu pravca zadanog dvjema toc-
kama, eksplicitni i implicitni oblik jednadZz-
be pravca, udaljenost tocke do pravca, uda-
ljenost tocaka u pravokutnom koordinatnom
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sustavu, nejednakost trokuta, povrSinu tro-
kuta zadanog koordinatama vrhova, prikaz
vektora u koordinatnom sustavu, linearnu
(ne)zavisnost vektora, kolinearnost toCaka,
a dotakli smo se i geometrije prostora te jed-
nadZbe ravnine.

Posebno je zgodno ovakav zadatak isko-
ristiti prilikom sistematizacije nastavnog gra-
diva pod kraj nastavne godine i to u treCem
razredu srednje Skole bududi da se tada detalj-
nije obraduju i analiticka geometrija i vektori.
Sigurno ¢e se u jednom razredu pojaviti ne-
koliko razli¢itih rjeSenja. Potrebno je izloziti
sva ucenicka rjeSenja da ostali ucenici upoz-
naju metode rjeSavanja, nacin razmis$ljanja i
argumentiranja drugih ucenika i na taj nacin
ponove nastavno gradivo.

Zamijenite simbol odgovaraju¢om
znamenkom!
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