Iz razreda

Rjesenje

nije samo rezultat

Branimir Daki¢, Zagreb

Nakon $to rijeSimo neki algebarski zada-
tak skloni smo komentirati to rjeSenje. Ne-
rijetko pokazujemo jos neki nacin kako smo
zadatak mogli rijeSiti, osobito volimo ako rje-
Senju moZzemo dati i neku zornu, graficku
interpretaciju. Znademo razmatrati posebne
slucajeve ili mogucéa poopcenja problema itd.
Stovise, u nastavi algebre svjesno i smisljeno
postavljamo zadatke u kojima se namece pot-
reba za diskusijom rjesenja. Takvi su primje-
rice zadaci s parametrima uz razne jednadzbe
ili sustave jednadZzbi.

Zasto se tako ne postupa i s geometrijs-
kim zadacima? Iznimka su dakako tek oni
konstruktivni, gdje sam problem namece po-
trebu analize prije negoli se pristupi provedbi
konstrukcije. No posebno je pitanje koliko se
takvim zadacima danas u Skoli uopée bavimo,
premda su za razvitak stvaralackog misljenja
oni vrlo produktivni.

Razvijanje i stvaranje navike svestranog
sagledavanja nekog problema i njegova pot-
punog rjeSavanja, pa bio on ma kojeg sadr-
Zaja, za ucenje matematike didakticki je vr-
lo vrijedno. Nije sam rezultat iskljucivi cilj
rjeSavanja matematickih zadataka. Sturo rje-
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Senje ne daje ni uvid u sam problem, kamoli
Stogod vise.

Evo nekoliko lijepih i jednostavnih prim-
jera koji ¢e ukazati na sadrzajnije i potpunije
rjeSavanje jedne vrste geometrijskih zadata-
ka u kojima lako i brzo dobivamo jedinstvene
rezultate premda uvjetima zadatka situacija
nije jednoznacno odredena.

Zadatak 1. Tetiva vece kruznice kruz-
nog vijenca duga je 4 cm i dira manju kruz-
nicu. Kolika je povrsina kruznog vijenca?

» Povrsina kruznog vijenca jednaka je
razlici povrSina veéeg i manjeg kruga:

P=Rn—r’n=(R*-r)m.
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Iz pravokutnog trokuta ANSB slijedi:
|BS|” — INS|* = |NB?,
odnosno R?> — 1> = 4, te je P = 47 cm?.

I zadatak je rijesen.

No jeste li uocili kako rezultat zadatka
ne ovisi o veli¢ini dviju kruZnica? PovrSina
kruZznog vijenca jednoznacno je odredena du-
ljinom tetive, a tim podatkom kruZni vijenac
uopce nije zadan.

Pa o ¢emu se radi?

SL 2.

Nacrtajmo duZinu AB duljine 4 cm i kon-
struirajmo njezinu simetralu. Bilo koja tocka
te simetrale srediste je dviju kruznica od kojih
je vecoj duZina AB tetiva a manja duzinu AB
dira u njezinu polovistu N. Svake takve dvi-
je kruznice odreduju kruZni vijenac povrSine
47 cm?. I kad se srediste po simetrali udalju-
je od duzine, kruzni se vijenac stanjuje, no
povriina mu je uvijek ista, 47 cm?.

Odaberemo li za srediSte ba$ poloviste
P duzine AB, manja ¢e kruZnica iS¢eznuti,
velikoj ée duzina AB biti promjer i povr§ina
njome omedenog kruga i opet je 47 cm?. <«

Prethodnom je vrlo sli¢an i sljededi za-
datak:

Zadatak 2. Koliki je obujam tijela koje
nastane rotacijom kruznog odsjecka s tetivom
duljine a oko pravca koji je paralelan toj tetivi
i koji prolazi srediStem kruga?

» Odmah primjeéujemo da nije zadan
polumjer kruga pa neka je jednak R.
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Vrtnjom kruznog odsjecka nastane prs-
ten omeden izvana dijelom sfere i plastom
valjka s nutarnje strane.

Volumen ¢emo mu racunati tako Sto ce-
mo od volumena kugle (V) oduzeti volumen
valjka (V3) te volumene dvaju kuglinih ods-
jecaka (V3). Nalazimo redom:

V—4R3
1—3 T,

4R? — a®
VZZTaﬂ'Cl,

2 a\?2 a
— R——)-(zR —),
Vs 3”( 2 *3

tejeV:Vl—Vz—V3:%a3.

Ocito, rezultat uopée i ne ovisi o R, o
veli¢ini kruznice, ve¢ jedino o duljini tetive.
U vecoj kruznici tetivi iste duljine pripadat
¢e tanji odsjecak, pa ¢e onda biti tanji i prs-
ten, no uvijek ¢e obujam prstena ostati nep-
romijenjen jer ¢e se poveCavanjem kruZnice
povecavati i nutarnji promjer prstena. <

Sad pogledajmo dva zadatka vezana uz
trapez:

Zadatak 3. Kolika je duljina srednjice
trapeza Ciji je opseg 24 cm, ako se trapezu
moze upisati kruznica?
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SL. 4.

> Zadatak je vezan uz Teorem o tangen-
cijalnom cCetverokutu. Ako su duljine strani-
ca trapeza jednake redom a, b, ¢ i d, onda je
a+b+c+d = 24, azbog spomenutog teore-
maje a+c = b+ d. Lako sada dobijemo du-
ljinu srednjice trapeza s = 1(a +¢) = 6 cm.

No malom analizom uocit ¢emo kako
podacima u zadatku trapez nije jednozna¢no
odreden. Kako bismo uopce proveli kons-
trukciju trapeza?

Zbog a + ¢ = b+ d = 12 cm, moZe-
mo za duljine stranica odabrati ma koja Cetiri
broja koja zadovoljavaju ove jednakosti. Sad
predstoji konstrukcija trapeza pa onda i nje-
mu upisane kruZnice.

Konacno, rjeSenje zadatka moZemo is-
kazati sasvim op¢im zaklju¢kom:

Ako se trapezu moZe upisati kruZnica,
duljina njegove srednjice jednaka je Cetvrtini
opsega trapeza. <

Zadatak 4. Dvije se kruZnice diraju iz-
vana, njihova dva promjera osnovice su jed-
nakokracnog trapeza. Kolika je povrsina tog
trapeza ako je udaljenost sredis$ta kruZnica
jednaka 8 cm?

2

SL. 5.
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» Za izbor dviju kruZnica imamo bes-
kona¢no mnogo mogucosti. Neka je promjer
jedne kruZnice 2r;, druge 2r;.

Povrsina trapeza jednaka je

2 2
PZ%-gz(Tl—i—}’z)-g.

No zadano je rj +» = 8 cm, te je P = 64

sz .

I u ovom primjeru uo¢avamo kako uvje-
tima zadatka trapez nije jednoznacno zadan,
ali svi trapezi koji zadovoljavaju uvjete imaju
jednaku povrSinu. <

U nastavku imamo dva nezaobilazna pri-
mjera uz temu Slicni trokuti.

Zadatak 5. Duljina visine na stranicu
AB trokuta AABC jednaka je 2 cm. Na kojoj
udaljenosti od vrha C trokuta valja postaviti
pravac p paralelno stranici AB kako bi trokut
bio podijeljen na dva dijela jednakih povrsi-
na?

A B P

o
oy &

SL. 6.

» Neka pravac p sijeCe stranice AC i
BC u to¢kama A, odnosno B;.

Trokuti AABC i AA B C su slicni te je
P(AABC) =2-P(AAB;C), §to znaci da je
k> = 2, odnosno k = /2, (k je koeficijent
sli¢nosti).

Kako su i visine tih trokuta u omjeru
k, slijedi da paralelni pravac valja povuci na
udaljenosti v/2 cm od vrha C trokuta.

I opet, i u ovom zadatku navedenim uv-
jetima trokut AABC nije jedinstveno zadan,
a ipak je rjeSenje zadatka jedinstveno. Ono
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ne samo $to ne ovisi o obliku trokuta, veé ni
o njegovoj veli¢ini. <«

Rezultat ovog zadatka takoder moZemo
poop(iti.

Razmotrite 1 komentirajte rjeSenja i slje-
dedeg zadatka:

Zadatak 6. Trokutu AABC s osnovi-
com duljine 10 cm i visinom na osnovicu 15
cm upisan je kvadrat kojem je jedna stranica
na osnovici trokuta. Kolika je duljina stranice
kvadrata?

| joS jednom: RjeSenje nije samo
rezultat

Koliko se korisnih ¢injenica i postupaka
moZe naci u samo jednom zadatku:

Zadatak. Ako je omjer duljina visina
trokuta AABC jednak 4 : 5 : 6, koliki su
unutarnji kutovi trokuta?

» RjeSavanje zadatka valja otpoceti pi-
tanjem:

Uz razne zadatke o trokutu, gdje se Ces-
to spominje visina trokuta? Dakako, odgovor
je, pri racunanju povrSine. PovrSinu trokuta
racunamo po formuli

1 1 1

P = FWa = Ebvb =3

1z ovih se jednakosti izvodi zaklju¢ak kako
vecoj stranici u trokutu pripada manja visina,
odnosno duljine stranica trokuta obrnuto su
proporcionalne duljinama visina $to pripada-

ju tim stranicama. MoZemo i zapisati
1 1 1
a:b:c=—:—:—.
Va Vb V¢

CVe.

Dakako, ovaj zakljucak se komentira i na cr-
teZu trokuta.

U naSem je zadatku
1

1
t—:==15:12:10.
5 6

a:b:c=

FNg-
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Drugim rije¢ima, duljine stranica troku-
ta proporcionalne su brojevima 15, 12 i 10,
Sto moZemo zapisati

a= 15k, b =12k,
gdje je k realni pozitivni broj.
To nadalje tumacimo:
Omjerom duljina visina odredena je kla-
sa sli¢nih trokuta, a time jednoznacno i kutovi

bilo kojeg od trokuta u toj klasi. Potvrdu te
¢injenice nalazimo i u ra¢unu:

(12k)? + (10k)? — (15k)?

212k - 10k
122 + 10% — 157
2-12-10

Kraéenjem je iz rac¢una nestalo &, Sto u ge-
ometrijskom tumacenju upravo i znaci slic-
nost, odnosno znaci da je trokut sa stranica-
ma duljina 15, 12 i 10 predstavnik klase. <«

c = 10k,

cos o =

IO
2111\ 0W
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