Metodicka radionica

Neke osobitosti

pseudopravokutnog
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Ovaj Clanak je nastavak Clanka Vaznost
dokaza obrata poucka, objavljenog u pros-
lom broju MS-ai s tim ¢lankom &ini cjelinu.
Zato se preporuca citatelju, ako nije proci-
tao taj Clanak, da to ucini prije ¢itanja ovog
teksta.

U tom je ¢lanku pokazano da za pravo-
kutni i za pseudopravokutni trokut vrijedi:

@ + b* = 4R%. (1)
Isto je tako pokazano da, ako za trokut vrijedi
(1), tada je trokut ili pravokutan ili pseudo-
pravokutan.

PokaZimo da jo$ jedan poucak koji vri-
jedi za pravokutni trokut, vrijedi u potpuno
istom izric¢aju i za pseudopravokutni trokut.

Poucak. Ako je D noZiste visine spus-
tene iz vrha C (pseudo)pravokutnog trokuta
ABC u kojem je |a £ B| = 90°, tada vrijedi

CD| = /IAD[ - [BD].
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Dokaz. Ako je trokut pravokutan, s pra-
vim kutom pri vrhu C, tada je to poznati Eu-
klidov poucak koji se ve¢ dugo ustalio u
srednjoskolskim programima, gdje se redo-
vito dokazuje. Zato ga ovdje ne¢emo doka-
zivati.
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Dokazimo da taj poucak vrijedi i za pse-
udopravokutni trokut. Neka je, uz ostale oz-
nake kao na sl. 1., &« — 8 = 90°. Ozna-
¢imo li ¢ = JACD, tada je ¢ = 90° + ¢
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(poucak o vanjskom kutu trokuta), a odatle
¢ = a —90° = B. Neka je E tocka na
pravcu AB uzeta tako da je D poloviste duZi-
ne EA. Tada je trokut EAC jednakokracan i
IDCE = ¢ = p. Zato je
JBCE=y+o+¢o=y+ B+ a—90°
= 180° — 90° = 90°.

Vidimo da je trokut EBC pravokutan, a du-
7ina CD visina tog trokuta iz vrha pravog
kuta. Zato moZemo na taj trokut primijeniti
Euklidov poucak i dobijemo:

|CD| = /IED| - |BD| = \/|AD] - |BD],
¢ime je tvrdnja poucka dokazana.
Dokazimo da vrijedi:

Obrat poucka. Ako je D noZiste vi-
sine trokuta ABC spustene iz vrha C i ako je

|CD| = \/|AD| - |BD|, tada je trokut pravo-

kutan ili pseudopravokutan.

Dokaz. Razlikujemo opet dva slucaja.
1) Kutovi trokuta o i 8 su Siljasti:

Vidimo da tocka D pripada duZini AB,
(sl. 2.). Neka je E tocka u kojoj pravac CD
sijeCe kruznicu k opisanu promatranom tro-
kutu. Potencija tocke D s obzirom na kruz-
nicu k iznosi

|CD| - |ED| = |AD| - |BD|.
Kako je po pretpostavci obrata poucka |CD|? =
|AD| - |BD], to je |[ED| = |CD|. Bududi je
BD L CEi|CD| = |ED|, to je BA simetrala
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tetive CE. Zato srediste kruznice k pripada
stranici AB, zbog ¢ega je, po Talesovu pouc-
ku, trokut ABC pravokutan s pravim kutom
pri vrhu C.

2) Jedan od kutova o ili B je tup, na
primjer «, kao na sl. 3.

Neka je k kruZnica opisana trokutu ABC,
a E druga tocka promjera BE, tadaje JECB =
90°. Ako je F sjeciSte pravaca EC i BA, tada
je trokut FFBC pravokutan i vrijedi

|CD|* = |FD] - |BD,
a odatle je zbog pretpostavke |FD| = |AD.

Vidimo da je duzina CD ujedno visina i te-
ZiSnica trokuta ACF. Zato je

JACD = {DCF = ¢,

JCFA = 4FAC = 180° — .
Kako je <BCF = 90°, to je JFBC +
JCFB = 90°, odnosno f 4+ 180° — oc = 90°,
to jest o« — B = 90°, Sto znaci da je trokut
pseudopravokutan.

Da smo uzeli da je kut (8 tupi, dobili
bismo f — o = 90°, u svakom je slucaju
|oo — B| = 90°. Time je obrat poucka u pot-
punosti dokazan.

DokaZimo jo§ jednu zanimljivu tvrdnju
za pravokutni i pseudopravokutni trokut.

Tvrdnja. Za svaki pravokutni trokut
A1BC koji nije jednakokracan i kojem su ka-
tete |BC| = a, |CA,| = b i jedan od kuto-
va nasuprot zadanim stranicama, na primjer
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JA|BC = B = 45°, postoji pseudopravokut-
ni trokut Ay BC kojem je |BC| = a, |CAz| = b,
JABC = B.

Oba tako definirana trokuta imaju polu-
mjere opisanih kruZnica jednakih duljina, pa
zato za oba ta trokuta vrijedi formula (1).

Tako odreden par trokuta nazivamo pri-
druZeni Pitagorini trokuti. Dokaz provedi-
mo uz oznake kao na sl. 4.

Dokaz. Neka je A|B bilo koji promjer
kruznice k(S;R) i C tocka te kruznice takva
daje A;BC = f < 45°. Trokut A;BC je po
Talesovu poucku pravokutan i vrijedi

IBC|* + |CA1|* = |AB)?

ili

@+ b* = 4R, (1)
Neka je Ay tocka kruznice k tako uzeta da
je BC simetrala 4A|BA,. Zato je ¥A|BC =
JA>BC = B izbog toga |CA;| = |CA,| = D.
Iz svega zakljucujemo da za ta dva trokuta
vrijedi (1) i oni su pridruZeni Pitagorini tro-
kuti. Time je postavljena tvrdnja dokazana.

Napomenimo jo$ jednu cinjenicu koja
neposredno slijedi iz definicije pridruZenih
Pitagorinih trokuta.

Ako su o, B i90°, o # B, kutovi pra-
vokutnog trokuta, tada su kutovi pridruZe-
nog pseudopravokutnog trokuta @, |o. — B| i
90° + ¢, gdje je ¢ = min{a, B}.

Na kraju, navedimo jo$ jedan poucak ko-
ji vrijedi za pseudopravokutni trokut.
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Poucak. Ako su poznate duljine dviju
stranica trokuta, tada se u opcem slucaju ne
moZe odrediti duljina trece stranice. Medu-
tim, to se moZe uciniti i za pravokutni trokut
i za pseudopravokutni trokut.

Ako za kutove trokuta vrijedi oo + =
90° (pravokutni trokut), tada za duljine stra-
nica trokuta vrijedi ¢ = a* + b*.

Ako za kutove trokuta vrijedi |o. — B| =
90° (pseudopravokutni trokut), tada za dulji-
ne stranica trokuta vrijedi:

) (az _ b2)2

a2+ b2’
ili -
dab
2 2 2
= b — —.
c a + 2112

Dokaz ovog poucka, koji ne sprovodimo
zbog ograniCenosti prostora, Citatelj moZe na-
¢i u knjizi: A. Marié, Planimetrija, Element,
Zagreb, 1996.; zad. 2.43.

Zadaci za vjezbu

1. Dva Pitagorina trokuta imaju jedna-
ke duljine dviju stranica a, b, a > b i jednake
kutove 8 nasuprot manjim stranicama. Do-
kazite da za tre¢i par stranica vrijedi:

2 _ cos 2f3.
1

(Naputak: promatraj trokut AjBA; nasl. 4.)

2. Zadana su dva trokuta duljina strani-

ca: ay = 5, bl = 12, c] = 13; a) = 5,
119

by =12, ¢cn = SER Dokazite da su to prid-
ruzeni Pitagorini trokuti.
(Zadatak se moZe rijesiti na viSe nacina. Je-
dan od njih je: dovoljno je dokazati da je
2Ry =cy.)

3. Duljine kateta pravokutnog trokuta
su 8 1 15. IzraCunajte duljine stranica nje-
mu pridruzenog pseudopravokutna trokuta.
Izracunajte polumjer kruZnice opisane pseu-
dopravokutnom trokutu i pokazite da vrijedi
(4).

(Nastavak na str. 189.)
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Nastavak sa str. 178.

4. Rijesite trokut ako je zadano: a,
bia,uzuvjetea < b,tga = %. Poka-
Zite da zadatak ima dva rjeSenja i da su to
pridruZeni Pitagorini trokuti.

Provjerite da su za a = 5, b = 12,

tgo = I to trokuti iz zadatka 2.

5. Neka su L i M redom tocke u ko-
jima simetrale unutarnjeg i vanjskog ku-
ta iz vrha C trokuta ABC sijeku pravac
AB. Ako je |CL| = |CM|, dokaZite da je
|AC|> + |BC|*> = 4R?, gdje je R duljina
polumyjera kruZnice opisane trokutu ABC.

Rjesenje. Nadopunimo sl. 1. tocka-
ma L i M. Kako su simetrale unutar-
njeg i vanjskog kuta iz istog vrha tro-
kuta medusobno okomite, to je trokut
MLC jednakokracan i pravokutan. Zato je
JLCD = %-I—(p = 45° ip+y = 90°—B.
Iz ovih jednakosti dobijemo o. — B = 90°,
Sto znaci da je promatrani trokut pseudo-
pravokutan i vrijedi a®> + b* = 4R?, §to je
tvrdnja zadatka.

(Napomena. Ovaj zadatak za drugi
razred na DrZavnom natjecanju ucenika
srednjih Skola Republike Hrvatske, Supe-
tar °99., potaknuo je zamisao da se napisu
ova dva ¢lanka, koji su prvotno zamisljeni
kao jedan ¢lanak.)
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