KOSINUSOV PUCAK I ELEMENTARNA SVOJSTVA TROKUTA

Mladen Halapa, Bjelovar

U matemati¢koj literaturi kosinusov poucak je poznat i kao Carnotov' poudak, jer ga je on
prikazao u sadaSnjem obliku.
Kvadrat duljine jedne stranice trokuta jednak je zbroju kvadrata duljina drugih dviju

stranica, umanjenom za dvostruki produkt duljina tih stranica i kosinusa kuta kojeg one

odreduju:
& =b"+c—2bccosa, (1)
b= +d - 2ca cos 3, (2)
cz=a2+b2—2abcosy. 3)

Pokazat ¢emo tri inacice njegovog dokaza.

Neka je a < 90°. 1z vrha C nacrtamo visinu CD na stranicu AB . Na slici je

|AB|:c, |BC|:a, CA|:b, |CD|:v, |AD|:x, |BD|:c—x.

Koriste¢i Pitagorin poucak, iz pravokutnih trokuta ADC i BDC dobivamo
v' =| AC| -| 4D|" =|BC| -|BDT,

Vvi=b'-x*=a’ —(c—x)z,

a’=b"+c" - 2cx.
Buduc¢i da je trokut ADC pravokutan, slijedi
x=bcosa tj. @’ =b"+ ¢’ - 2bc cos a.
Lako se vidi da za tupokutan trokut vrijedi ista formula. O
U drugoj inacici dokaza koristit ¢emo poucak o projekcijama.
Neka je D noziste visine iz vrha C trokuta ABC. 1z pravokutnog trokuta ADC i BDC

dobivamo
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|AD|=bcosa, |BD|=acosﬂ.
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Kako je c=|AB|=|AD|+|BD , imamo

c=bcosa+acosp, 4)
1 analogno ostale dvije formule

a=ccosf+bcosy,, (5)

b=acosy+ccoso. (6)

Pomnozimo prvu od ovih jednakosti s (—c), drugu s a i tre¢u s (-b), nakon zbrajanja dobivamo
(1). Na slican nacin dobivaju se preostale dvije jednakosti. O

Vektorski dokaz pomocu skalarnog produkta pratimo s ove slike.

Skalarnim mnoZenjem dobivamo

odakle se dobiva jednakost (1). Na sli¢an na¢in dobivaju se i preostale dvije. mi
Pomoc¢u kosinusovog poucka mogu se dokazati razna elementarna svojstva tog
geometrijskog lika. Zanimljivo je da je s njim ekvivalentan i poucak o sinusima koji glasi:
Duljine stranica trokuta medusobno se odnose kao sinusi nasuprotnih kutova:

a b c

= = =2R,
sino.  sinf3 siny



gdje je R polumjer trokuta opisane kruznice.

Dokaz o ekvivalenciji kosinusovog poucka i poucka o sinusima moze se pogledati u
[1].

Pomoc¢u kosinusovog poucka sada ¢emo pokazati neka pravila koja se odnose na

stranice 1 kutove trokuta.

1. Svaka stranica nedegeneriranog trokuta manja je od zbroja dviju ostalih.
Pokazimo da je a < b + c. Kako je
a’=b"+ ¢’ = 2bc cos a < b® + ¢ + 2bc = (b + ¢)?,
odakle slijedi trazena nejednakost.
2. Svaka stranica trokuta veca je od razlike dviju ostalih.
a’=b’+ ¢ = 2bc cos a > b* + ¢* — 2bc = (b —¢)’,
odakle slijedia > | b—c|.
3. Nasuprot vecoj stranici je veci kut, tj. ako je a > b onda je a > f.
Ako je a > b, tada zbog a + b > ¢ vrijedi sljedeca nejednakost
(a—b)-[(a+b)*=c*]>0.
Daljnje transformacije ove nejednakosti dat ¢e onu koju trazimo:
a’—b*+a*b—ac* —ab* +bc* >0, /- (—1)
(ab2 +ac’ —a3)—(a2b+bc2 —b3) <0, /:2abc

b*+c*—a> at+ct-b?

<0,
2bc 2ac
cosa —cos <0,
a kako je funkcija kosinus monotono padajuca na intervalu (0, wt), slijedi a > . O

Navest ¢emo jo$ jednu inacicu dokaza. Neka je a > b. Oduzmemo li jednakosti (1) 1
(2) dobivamo
a’ —b”*=c(acos p—b cos 0).
Iz a > b dobiva se

coso. _a
cosB b

acosf>bcosat.

Kako je prema poucku o sinusima a = 2R sin o1 b = 2R sin f, iz prethodne nejednakosti
slijedi

cosa sina
<

cosff sinpf

= sinff cosa—cos fsina <0 = sin(f-a)<0 = a>pf,

jer je funkcija sinus neparna na intervalu (—m, m) i pozitivna na (0, ).



4. Nasuprot vecem kutu je veca stranica.
Dokaz je analogan onom iz prethodne tvrdnje, a provodi se u suprotnom smjeru. Iz
o> = cosa < cosp,

dobivamo

(a—b) [(a+b)2—cz}>0 = a>bh.

5. Nasuprot jednakim stranicama su jednaki kutovi.
Ponovno, ako oduzmemo jednakosti (1) i (2), nakon sredivanja je
a— b =c(a cos B —b cos a).

Za a=bjecosp=cosa,t o=Pp.

6. Nasuprot jednakim kutovima su stranice jednakih duljina.

Iz jednakih kutova, a = f izlazi

b'+c*—a’ a’+c’-b
2bc 2ac

cosq@=cosff =

Nakon sredivanja ova jednakost prelazi u
(a—b)[(a+b)2 —cz} =0 = a=b.

7. Zbroj svih kutova u trokutu jednak je 180°.
Ako u jednakostima (4) i (5) stavimo @ = 2R sin o, b = 2R sin 1 ¢ = 2R sin y, bit Ce:
2R siny = 2R sin ff cos o. + 2R sin a cos p,
2R sin o = 2R sin y cos f + 2R sin [ cos y.
Nakon dijeljenja s 2R i koriste¢i adicijski teorem za sinus, dobivamo
siny =sin(f + o), 1sin o = sin(y + p).
Iz prve od ovih jednakosti slijedi
y=Pf+ailiy=180"—- (P + a).
Pretpostavimo da je y = B + a. Ako bismo iz druge jednakosti imali o = y + B, iz sustava
jednadzbi
y=Bta , a=y+p
dobiva se f = 0, a to je u suprotnosti s pretpostavkom da je f > 0. Zato je y = 180° — ( B + o).,
t.o+pB+y=180".
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