Primjena Kosi-Bunjakovski-Svarcove nejednakosti u
algebarskim nejednakostima za odredivanje minimuma i

maksimuma u geometriji

Problemi maksimuma i minimuma ne javljaju se samo u nauci 1 tehnologiji 1 njihovim
primjenama nego 1 u svakodnevnom Zivotu. Raznolikost ovih problema je najcesce
geometrijske prirode. Naci najkraci put izmedu dva objekta koji zadovoljavaju neki uslov
ili na¢i figuru minimalnog obima, povrSine ili zapremine su tipi¢ni problemi koje ¢esto
susrecemo.Nije neobi¢no da ¢ujemo da su neki ljudi bili zaokupljeni nekim ovakvim
problemom duZi vremenski period.

Naprimjer, Heronovo otkrice je da zraka svjetlosti u prostoru koja dolazi iz tacke A i
odlazi u tacku B poslije refleksije od ogledala & prede najkra¢i moguc¢i put od A do B

imajuci zajednicki polozaj s « .

Slijedec¢i problem je tzv. problem figura jednakog obima, koji je razmatrao Dekart

( Decartes, 1596.-1650.): npr. od svih ravnih figura sa zadanim obimom, na¢i onu sa
najvecom povrSinom. Ta “perfektna figura” koja je rjeSenje problema je bila kruZnica, Sto
je znao Dekart ( moguce i mnogo ranije). Medutim, tacan dokaz ovog problema je prvi

dao Jakob Stajner u 19. vijeku.

Malo drugaciji problem figura zadanog obima pripisuje se Dido, legendarnoj kraljici
Kartage. Njoj je lokalno stanovnistvo dopustilo da kupi zemljiste na obali Afrike "ne
vece od onoga Sto volovska koza moZe da okruZi." Rezanjem volovske kozZe na uske
trake, ona je napravila dugi niz s kojim je trebala okruZiti §to vecu povrSinu na morskoj
obali. Kako ovo uraditi na Sto optimalniji nac¢in ? Jedno od rjeSenja je lagano naci ako

znamo maksimalan obim kruga.

Veliki broj geometrijskih problema maksimuma i minimuma mogu se rijesiti koristeci se

odgovarajuc¢im algebarskim nejednakostima. Mnoge algebarske nejednakosti mogu se



predstaviti kao geometrijski problemi. Tipi¢an primjer je dobro poznata nejednakost

izmedu aritmeticke i geometrijske sredine.

x;yZ\/E (x,y>0),

koji je ekvivalentan sa slijede¢om tvrdnjom:

Od svih pravougaonika sa datim obimom kvadrat ima maksimalnu povrsinu.

Ovdje ¢emo geometrijske probleme maksimuma i minimuma rjeSavati koriste¢i se CBS

nejednakoScu koju ¢u dati u vidu teoreme.

Teorema : Za bilo koja dva konacna niza realnih brojeva a = (al yeees an) 1b= (bl,..., bn)
vrijedi
n 2 n n
(Zakbkj < (za;j(zbgj , (1)
k=1 k=1 k=1
odnosno,
(ab, +ap, +.tab V<la’+.+a’)b>+..+b7).

Pri tome jednakost vrijedi u (1) ako i samo ako su nizovi a i b proporcionalni, tj.

Zadatak 1. Za bilo koju tacku X unutar trougla AABC su x,y 1 zrastojanja tatke X od
pravih BC,AC i AB redom. Naéi poloZaj tacke X za koji je suma x” + y* + z> minimalna.
RjeSenje:

Oznadimo sa BC = a,a = b,ﬁ = c¢.Tada je povrSina trougla AABC jednaka zbiru

ax

povrsina trouglova AAXB, AAXC, ABXC, tj: P, = 5 P, =—

odnosno,



P:Pl+P2+P3:ﬂ+b—y+z/'2
2 2 2
=2P=ax+by+cz

4P? =(ax+by+cz) < (a2 +b? +c2)(x2 +y 4 zz) ( nejednakost CBS )

2 2
ax+by+cz 4p
x2+y2+Z22( . )’2 2) -
a +b° +c a +b° +c

Prema tome, suma x° +y° +z° treba biti minimalna za svaku tacku X za koju vrijedi

2
* =2 = X Kada vrijedi jednakost. Dakle, min(x> +y* +2°)= %
a +b” +c

a b c
Zadatak 2. Za bilo koju tacku X unutar trougla ABC gdje su x, y i z rastojanja tacke X

od pravih a=BC, b=AC i1 c=AB redom. Nac¢i polozaj tatke X za koju je minimalno :

a b c
a) —+—+—;
X y z
b) L+L+i.
RjeSenje:
a) U zadatku 1. dobili smo da je 2P,,,. = ax+by +cz. Stavimo da je x, =/ax,

X, = \/b_, X, = ez, vy, = \/%, v, = \/%, Vs =\/§. Tada prema nejednakosti CBS

dobijamo:



x y Z

(\/E-\/%+\/E-\/%+\/E-\/§I =(x/a_2+ b* +\/c_2)2 =(a+b+c)

(o)) o) o) )

(ax+by+cz)-(£+2+£j >(a+b+c) =
X 'y Z

2 2
g+2+£>(a+b+c) (a+b+c) ’

x y z ax+by+cz 2P, 5c
gdje jednakost vrijedi ako je x = y = z. Tada se tacka X nalazi u centru upisanog kruga
trougla AABC, odnosno u tacki presjeka simetrala uglova. Dakle,

) [a b CJ (a+b+c)
min| —+—+— |=— .
Xy z 2Pyupc

P
. 1 1 . 1 .
b) Oznaimo sa x, =+ax,x, =/by,x; =~/cz,y, =,/—,y, = by 1 Y; =4/ »pailz
ax y cz

CBS nejednakosti slijedi:

(ax+by+cz)'(i+i+iJ2(1+1+1)2 =3=9=
ax by cz
Lttty 9 9

ax by cz_ax+by+cz_2PAABC’

gdje jednakost vrijedi ako je ax = by = cz. Dakle, imamo da je :

(1 1 1 9
min| —+—+— | = ,
ax by cz) 2Pupe

kada je tacka X teziSte trougla AABC.

Zadatak 3. Neka su povrSina i obim tangentnog Cetverougla C , A. 1 P., respektivno.
Ako su povrs$ina i obim tetivnog Cetverougla €iji vrhovi pripadaju kruZnici koja je

upisana u Cetverougao C, A, i P,, respektivno dokazati



RjeSenje:

Neka je dat ¢etverougao EFGH sa uglovima

ZLE =2a,,LF =2a, = LG =20, ZH = 20,. Neka je u taj Cetverougao upisana
kruZnica poluprec¢nika r sa centrom u tacki O. Neka su takode stranice EF,FG,GH,HE

tangente kruznice u tackama I,J,K,L kao na slici.

H

try 4
o
"y

Za trougao AEIO imamo IO=r i ZOEI = &, tada je EIl = rctge,.Pronadimo dalje

4
IF,FJ,...,.LE, dobi¢emo P, =2r)_ ciga,.

i=1

1 1 . . o .
Takode, P, = EEF 10 = EEF -r.IzraCunavajuci na slian nacin i povrsine P, ,

.. 1 .
P uo s Paypo dobijamo A, =5 b -r. Takode piSemo
IJ =2rsin ZIOF =2r sin(90° -a, ) =2rcosd,.
4
Jednostavnim raunanjem JK, KL, LI dolazimo do P, = ZrZ cos ;. Takoder vrijedi
i=1

Z10J =180° — ZJFI =180° - 2¢, 1 tada je povrSina

1 1
Pyo; :EOI-OJ sin Z10J =§r2 sin2a, =r’sina, cosa,.



Analogno, za P,y , Pyxor s Prro; dObljamo

4
— 2N
A.=r 2s1n0{i cos ;.
i=1

UvrStavajuci sve $to smo prethodno izracunali u traZenu nejednakost , dobijamo :

i=1 i=1

2
4 4
r’> sine; cos ¢, (21’2 cosa, j
>

2 =
1 2

fPT.r PT
2

i=1

2
4 4
. 2
2r*Y sina, cosar,  4r {E Cosa,]
> i=1

2 5 =
P.-r P,

4 4 2
P, [z sin &, cos a’l) > 2r[Zcos aij =

i=1 i=1

2
Zr(i ciga, j(i sin, cos j > Zr(i cos, j
i=1

i=1 i=1
ili §to je isto

i=1

2
(i crga, j(i sin &, cos a'ij > (icos aij .
i=l i=l

Stavljajuci u nejednakost CBS a, = \/ctga’[ b, = \/sin a,cosc,;,i=1,..,4 dobijjamo :

(ctga, +ctga, + ctga, + ctga, )(sin @, cos e, +sin @, cos @, +sina, cosa, +sin e, cosa, )
> (ctga sin @ cosa, + ctga, sin @, cos @, + ctga, sin @, cosa, + ctga, sin, cosa, )?
odnosno,

(ctga, +ctga, +ctga, +ctga, Jsine, cosa, +sina, cosa, +sina, cosa, +sina, cosa, )
> (cosa, +cosa, +cosa, +cosa, V.qed.

Jednakost vrijedi za o, =, = o, = .



Zadatak 4. Neka su x, y, z realni brojevi. PokaZi da su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

i xy,z>01i l+l+lg1
X y Z

(i) a’x+b’y+c’z>d”* zasvaki Setverougao sa stranicama a,b,c,d.

RjeSenje:
Pokazimo da iz (1) = (ii).
Pretpostavimo da vrijedi (i). Tada na osnovu nejednakosti CBS za
1 1 1
a, =avx,a, =byy,a, = c\/z,bl :ﬁ’bz = ﬁ’bS = ﬁ
vrijedi :
a’x+b’y+ciz2 (azx +b7y+ czz{% +%+§J >(a+b+c) >d? vrijedi (ii).
Pretpostavimo sada da vrijedi (i1) 1 dokaZimo da vrijedi (i).
Prvo pretpostavimo da je x <0, tada imamo Cetverougao sa stranicama duZina
a=nb=1c=1,d=n idobijamo y+z>n>(1-x). A ovo je kontradikcija sa duZinom
Tako da je sigurno x > 0,1y >0, z > 0 . Sada postoji Cetverougao sa duZinama stranica

,l 1 1 +l +l —l, gdje je n dovoljno veliki broj.Tada imamo:
Z X Yy z n

n.
11
X,y

2
x oy z (1 1 11
S+t —F—+———].
Xy oz X y z n

a’x+b*y+ciz=

Ako pustimo da n — oo dobi¢emo

Odavde dobijamo
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