INTEGRAL | KRIVULJA Y = KX"

MLADEN HALAPA, Bjelovar

Neka je u ravnini dan pravokutni Kartezijev koordinatni sustav i u njemu zadana neprekidna
krivulja y = f(x), f(x) > 0, za svaki x € [X; , X2]. PovrSina geometrijskog lika omedenog krivuljom
y = f(x), dvama pravcima x = X; 1 X = X, te 0si apscisa, X; < X < Xp, raduna se:

P= fydx .
Xy
Posebno promatrajmo slu¢aj kada je na segmentu [0 , x»] zadana krivulja y = kx", gdje su k,

neR.
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Yo = kxo"

y=kx
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Sada je

X2
— n — 1 1 1
P= 'O[kx dx = ko —m-(x2~kxg)

pa zbog yo = kx; formula za povrSinu glasi:

1
P= o (x¥0) - (M
Znaci da je

1
P= —— Pousc »
11 OABC

gdje je Poapc povrsina pravokutnika OABC.
PovrSina geometrijskog lika omedenog krivuljom y = kx", pravcem y = yj i osi ordinata jednostavno

se izracuna:



1
P'=Poasc — P=Poanc — m'POABC 5

n

p'= _'(Xz'YO) . (2)

n+1
Primjer 1 ( Zadatak 1631. iz [2], str. 156.)
Izradunajte povr§inu lika omedenog krivuljom y = x°, pravcem y = 8 i osi OY.
Rjesenje: y=x> => n=3 , yp=8.
Broj x je apscisa to¢ke u kojoj se sijekuy =x>iy = 8.
x’=8 => x=9%8 = Xo=2.
Iz (2) slijedi

| B n p— 3 J—
P'= m-(xz-yo) = m-(Z-S) =12.

Primjer 2 ( Zadatak 7.6. iz [1], str. 123.)

Kolika je povriina segmenta parabole y* = x odsjeenog praveem x = 4?
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Rjesenje: Buduc¢i da je lik simetri¢an u odnosu na x—os, odredit ¢emo povrsinu gornjeg dijela
lika i pomnoziti s 2.
1 1 1
y2:X => y:xz => n:E , X2=4 => y0:42:2-
Iz (1):
1 16
n+l (XZ YO) E ( ) 3
5 +1



. v 32
pa je ukupna povrSina 3

Primjer 3 ( Zadatak 7.10. iz [1], str. 123.)
Kolika je povrsina lika omedenog lukom parabole y = ,/ x+1, osi apscisa i pravcem x = 3?

Rjesenje: Translatiramo koordinatni sustav pomocu transformacije t = x + 1.

1 1
y=Jx+1 = y=Jt=t2 = n=% , X=3 => =4 => y,=42=2,
Zbog (1) je

1 1 16
p= n+1‘(t2'YO) = 1_'(4'2) =3
—+1
2
U pravokutnom Kartezijevom koordinatnom sustavu u prostoru volumen tijela nastalog
rotacijom krivocrtnog trapeza omedenog krivuljom y = f(x), osi apscisa i dvama pravcima X = X 1
X =X oko x—osi ili y—osi dan je formulama

X2 X2
szn-jyzdx , Vy=2n-jxydx.

Analogno prijaSnjem rezultatu izvode se formule za volumen kada je zadana krivulja oblika

y =kx", apravci sux =01x = x,.
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niz.(xg.ﬁ.k.xg) ,

Vy = 2 ~(x%-n-yo). 3)

n+2




Znaci:

V= "V, ,

n+2
gdje je V, volumen valjka polumjera x; i visine yy.

Sli¢no se dobije:

Xp X,

n 2 1

Vi = n-.[yzdx = n-_[(kx ) dx = 2n+1o(k2x§“on~x2) ,
Xy 0
— 1 2
Vi= 5 (v8mexe) - )
Ovaj puta je
= l .
Y on+1 VY

gdje je Vy volumen valjka polumjera yy 1 visine Xx;.

Primjer 4 ( Zadatak 1689. iz [2], str. 163.)
Nadite volumen tijela nastalog rotacijom plohe omedene semikubnom parabolom y* = x°,

osi OX 1 pravcem x = 1 oko osi OX.

Rjegenje:  yP=x’ => y=x2 => n=25 | x,=1 = yp=1.

Zbog (4):

Vx= 2n1+1'(yg'“"‘2) “%

Primjer 5 ( Zadatak 1690. iz [2], str. 163.)

Nadite volumen tijela nastalog rotacijom plohe omedene semikubnom parabolom y* = x°,

osi OX 1 pravcem x = 1 oko osi OY.

3

RjeSenje: yV=x = y=x2 => n:% , Xo=1 => yo=1.
Iz (3):
2 2 4n
Vy: n+2-(x§.7‘[.y0) :3—(17-51) :7 .
E+2

Primjer 6 ( Zadatak 7.66. iz [1], str. 134.)
IzraCunajte volumen rotacijskog tijela Sto nastaje rotacijom oko y—osi lika omedenog

krivuljama: y =x*, y=0,x=0,x = .



Rjesenje: y=x> => n=2 , xo=1 => yy=1.

Zbog (3):
— 2 2 _n
Vy = n+2-(x2-n-y0) =5
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