LIMESI
Limes niza

Definicija 1
Niz (a,) realnih brojeva je konvergentan ako postoji realni broj a takav da niz (a,) tezi broju a kada n
neograniceno raste.

a, —> a kad n — oo,

KaZemo da je a limes (grani¢na vrijednost) niza i piSemo

lim a, =a.
n— oo

Definicija 2
Realan broj a je limes niza realnih brojeva (a,) ako za svaki € > 0 postoji prirodni broj ng takav da za
svaki n > no vrijedi

|ap —a|<e.

Pravila
Ako je
nh_r)n(><> ap=ai ngnm b, =b
tada vrijedi:
I lim (ay +by)= m ap + Hm by =a+b
(limes zbroja je zbroj limesa)
2) JMim (ay=bp)= lim ap— lm b, =a—b
(limes razlike je razlika limesa)
3 JMim (an-by)= lim ay- lim by =a-b

(limes produkta je produkt limesa)
4) n]gnoo c=c , c je konstanta

5) n]gnoo (c-an)=c-nlgn°° a, =c-a , c je konstanta
lim ay,

a, n—>oo a .
= — , b, 20, lim b, #0
n—>oo

Ll T
n n—e N

(limes kvocijenta je kvocijent limesa)
7 nh_r§1°o|“n|: il =|al
(limes niza apsolutnih vrijednosti je apsolutna vrijednost limesa)
. 1
lim —=0
n—ee g,
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n—oo

8) nh_r)noo ap = =

b, (.
O) i dn = = (nh—1>noo anj
pBL, dn =4

10) . = |a,<¢,<b, | = lim ¢, =a
lim b, =a [ n=Cn n] nBL, cn
n—oo

m
1D lim_ (an) =(,,h_r)nooan) =e o M ep =l

(limes potencije je potencija limesa)

12) tim "a =m[ lim a, ="a




13) Ako je ay, <b, za svaki n onda je
. o T
%, on = 0 By

14) lim (a,+c)= lim a,+ lim c=a+c
n—oo n—oo N g0

Limes funkcije

Definicija 1 (H. E. Heine)
Realan broj A jest grani¢na vrijednost funkcije f : D — R u tocki ae D, ako za svaki niz (a,;) iz D i

ay —a, ay #a vrijedi

L flap)=A

Definicija 2 (A. L. Cauchy)
Broj A je granicna vrijednost funkcije f : D — R u tocki a€ D, ako za svaki € > 0 postoji 3(¢) > 0
takav da za

0<|x—a|<&(¢)slijedi | A—f (x)|<&.

Pravila
Ako je
Jim f(x)=A1i lim g(x)=8
tada vrijedi:
D Jim (£ (x)+g(x)= Jim f(x)+ Jim g(x)=A+B

2) Jim (f(x)-g(x))= lim f(x)- lim g(x)=A-B

3 Jim, (£(x)-2(2) = Jim, £()- Jim (x)=A-B

4) lim f(x)_ 80 S0) 4
¥>ag(x)  Jim g(x) B’

i, 8(4)20

5) Jlim (c-f(x))=c-xli_rr)1a f(x)=c-A, c je konstanta

=A

xX—a xX—a

)xlgna 8(x) B

6) lim (f(x)g(x)):(lim £(x)

= I:f(x)<h(x)<g(x):| =3 xli_rr)lah(x)=A




Tablica nekih limesa
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. 1—cosx
lim =
x—0

X

. e
lim

flo_,
/(%)

=lkad lim f(x)=0

i S0(x)

x—0 X

m—1 2
+...+a2-x +a1-x+

I yada jem=n
n

Ao
0 kada jem<n

n—1 2
+...+b2-x A 1

by, b

(m,ne N, , Ao, Ay oo s A bos by, .

b, - x+b,

L by€R , apy, by #0)

too kada jem>n

X

X
a

lim
X—+oo

0, peR,a>1 L

sin f (x)
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akad jea=>b
=<akad jea>b , a-b#0
bkad jea<b
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. n lim =

lim =0 x—0 x3
n

6
. cos(a-x)—cos(b-x) b2 —a?
lim =

x—=0 x2 2

}ghﬂnfﬁnzm(ﬁganU

IE
lim ef(x) =ex£)na 7
x—a

. cosx—cosa .
lim ——— =-sina
x—a X—a

Jatx—Ja_ 1

lim
x—0 X 2-\/;
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Limes oblika
V(X)

i, )
1) Ako postoje lim_ u(x)=Ai Jim v(x)=B tada je

lim u(x)" =45,
XxX—a

2) Ako je lim u(x)=A#11i lim v(x)=%co traZeni limes raSunamo neposredno.
x—a x—a

3) Ako je lim_ u(x)=11i Jim v(x)=co tada je

. v
lim u(x
x—a




L' Hospitalovo pravilo
Ako su fi g funkcije da je
Jim, £(9= i, 8()=01 i, ()= i, 8(2) ==
1 postoji
b 2 '(x),
x—a g (x)
tada je
lim ~ i L)
X—a g x—a g'(x)

To se pravilo primjenjuje za neodredene oblike 0 i 2

0 o

f'(x)
g'(x)
f'(x)
g"(x)

transformacija svode se na jedan od dva oblika: 0 ili =,

Ako razlomak ponovno daje neodredeni oblik u tocki x = a (9 ili i) onda se moze prijeci na

(ee]

kvocijent itd. Neodredeni oblici eo—co, 000, 0,1, 00 ° pomocu odgovarajucéih
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