matematika — www.halapa.com

1.
Zadatak 141 (Darko, ekonomska Skola)
Povrsina kruZznog vijenca jednaka je ¢etvrtini povrSine manjeg kruga. Omjer polumjera veceg i
manjeg kruga jednak je:
A \5:2 B.4:1 C.5:2 D.3:1
RjeSenje 141

Ponovimo!

Omjer je koli¢nik dviju istovrsnih veli¢ina
a:b=k ili ==k,
b
gdje je:
a — prvi ¢lan omjera,
b — drugi ¢lan omjera,
k — vrijednost (kvocijent) omjera.
Kruznica je skup svih tocaka u ravnini jednako udaljenih od zadane tocke (sredista).
Polumjer ili radijus je duZina koja spaja srediSte kruZnice s bilo kojom tockom kruZnice. Duljina
polumjera oznacava se slovom r.
Krug je skup svih to¢aka ravnine kojima je udaljenost od zadane tocke S manja ili jednaka zadanom
broju r > 0 (polumjeru kruga).
Plostina kruga polumjera r iznosi:
P=r 2 - TT.
Ako su u ravnini zadana dva koncentri¢na kruga (imaju zajednicko srediSte), manji krug polumjera r i
veci polumjera R, tada se skup svih tocaka ravnine koje pripadaju vecem krugu, a ne pripadaju
unutra$njosti manjeg kruga zove kruzni vijenac.
Plostina kruznog vijenca izraCunava se po formuli

P=(R2—r2)-72',

gdjejeR >r.
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(b+c)=a-b+a-c , a-b+a-c=a-(b+c).
Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice
a-n

—_— , n#0 , n#l.
b-n

(R2_r2) 7Z'=l~r2 T = (Rz—rz) 7z=l~r2~7£/-i = 4 (Rz—r2)=r2 =
4 4 V.4
= 4R>-4r%=r2 5 4R?=r24442 2 4R?=57 4~R2=5~r2/-L2 =
4-r

2 2 2 = =
:>R_=§:> 5 =§:> 5 :2/\/_ :5: §:>£=_5:>£=_5:>
2 4 4 4 r \4 r

r
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= R:r= \/g 2.
Odgovor je pod A.
Vjezba 141

Povrsina kruznog vijenca jednaka je polovini povrsine manjeg kruga. Omjer polumjera veceg i
manjeg kruga jednak je:

AJ3:2 B.\[3:2 c.3:42 D.3:2

Rezultat: A.
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2.

Zadatak 510 (Helena, ekonomska skola)
o : 2.
Rijesite jednadZzbu (sm(x)—cos(x)) =sin(2-x).

RjeSenje 510
Ponovimo!
(a—b)2=a2—2~a~b+b2 , sinz(x)+cosz(x)=1 , sin(2~x)=2~sin(x)~cos(x).
b a-c-b a ¢ a-c
g—== , =
c c b d b-

Trigonometrijska jednadzba sin x =a | a | <1

Skup1je§enjajednadibesinx=a,|a|$l, je {xo+k~2~7r tke Z} U{ﬂ—xo+k~2~7z:keZ}

(sin(x)—cos(x))2=sin(2-x) = sin2 (x) s1n( ) ( )+cos (x)=sin(2~x) =

gdje je x, € R jedno rjesenje te jednadZbe.

= 1—2~sin(x)~cos(x)=sin(2-x) = 1—sin(2 ) ( ) —s1n(2 x)+s1n(2 x) =
= 1=2-sin(2-x) = 2-sin(2-x)=1 = 2-sin(2~x):1/~% = sin(2~x)=% =
= [zamjena} = sin(t)zl = t:sin_l(lj = =
2.x=t 2 2
t1:£+k-2~7£ t1=£+k~2~7£
6 6
= = 5.1
t2=7z—%+k~2~7£ ="tk 2w

Vra¢amo se zamjeni.
V4
t=—+k-2-7x T .4 1
. 6 = 2 x=—+k-2w = 2 x=—+k-2-w/ — =
D x=t 6 6 2

V4
= x1=—+k'7£ , ke Z
12

57

t=—+k-2-7 5% 5z 1
. 6 = 2 x=—r+k-2.7 = 2. x=—+k-2-w/ — =
6 6 2
2-x=t
3.
= xy="Likw, keZ
6
Vjezba 510
Odmor!

Rezultat:
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3.
Zadatak 509 (§trumf, maturant)
Zbroj najmanje i najvece vrijednosti funkcije f (x) =3. sin2 (x) +5- cos2 (x) iznosi:
A3 B.5 C.8 D.7
Rjesenje 509
Ponovimo!
sin2 (x) +0052 (x) =1.
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(b+c) =a-b+a-c , a-b+a-c za-(b+c).
Za funkcije sin(x) icos (x) vrijedi:
—ISsin(x) <1l , —IScos(x) <1, xeR.
Za funkcije sin2 (x) i cos2 (x) vrijedi:

OSsinz(x)Sl : OScosz(x)Sl,xeR.

1.inadica

Funkcija f (x) =3. sin2 (x) +5- cos2 (x) ima:
® najmanju vrijednost
3-:0+5:0=0+0=0
® najvecu vrijednost
3-1+5-1=3+5=8.
Zbroj najmanje i najvece vrijednosti funkcije f je
0+8=38.
Odgovor je pod C.
2.inacica
Preoblikujemo zadanu funkciju.
f (x) = 3‘-sin2 (x) +5-cos2 (x) = f (x) = 3~(1—cos2 (x)) +5-cos2 (x) =

— f(x)=3-3cos?(x)+5-cos” (x) = f(x)=3+2-cos(x).
Funkcija f (x) =3+ 2~cos2 (x) ima:

® najmanju vrijednost za cos2 (x) =0 iona iznosi
3+2:0=34+0=3
® najvecu vrijednost za cos2 (x) =1 i ona iznosi
3+2-1=3+2=5.
Zbroj najmanje i najvece vrijednosti funkcije f je
Sisi=G
Odgovor je pod C.
3.inacica

Preoblikujemo zadanu funkciju.
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f(x)=3-sin (x)+5-cos (x) = f (x)=3-sin? (x)+5(1-sin* (x)) =
= f(x)=3-sin? (x)+5-5-sin% (x) = f(x)=5-2-sin® (x).
Funkcija f(x):5—2~sin2(x) ima:

¢ najmanju vrijednost za sin2 (x) =1 ionaiznosi
5-2:1=5-2=3

® najvecu vrijednost za sin (x) =0 1onaiznosi

5-2-0=5-0=5.
Zbroj najmanje i najvece vrijednosti funkcije f je
3+5=8.
Odgovor je pod C.
Vjezba 509
Zbroj najmanje i najvece vrijednosti funkcije f (x) =2 sin2 (x) +5: 0052 (x) iznosi:
A3 B.5 C.8 D.7

Rezultat: D.
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Zadatak 903 (Lily, gimnazija)
1 1

P b +c2—a2 a-b-c
Pojednostavnite: - bte |14 : .
l+ ! 2:b-c a-b-c
a b+c
Rjesenje 903
Ponovimo!
a ¢ a-d-b-c a+c a-d+b-c n a ¢ ad ad
_— R —_ —_—— s n=-— s —_— —=—— =
b d b-d b d b-d 1 b d b c¢ b-c
a
2 .2 p a-d
a —=b  =\(a-b)-la+b , —= .
I
d
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(b+c)=a-b+a-c s a-b+a-c:a-(b+c).

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

an_4a ,nz0, n#1.
b-n b
1 1 b+c—a
;_b+c. 1+b2+c2—a2 ‘a—b—c_a‘(b+c). 1+b2+c2—a2 _abc _
1.1 2-b-c " ab-c btcta |1 2-b-c a—b—c
a b+c a~(b+c)
b+c-a b+c—a
_a~(b+c).2~b~c+b2+c2—a2. ab-c 1 .b +2~b~c+c2—a2. a
" b+c+a 2.h-c a_b_c_b+c+a 2 a—b—c_
a~(b+c) 1
2 2
_b+c—a.(b+c) —a_ a _b+c—a.(b+c—a)~(b+c+a). a
b+c+a 2 a-b—c b+c+a 2 a-b-c
_—(a—b—c) (b+c—a)~(b+c+a) a _—(a—b—c) (b+c—a)~(b+c+a) a B
B b+c+a 2 a—b—c_ b+c+a 2 a—b—c
:—_1.b+c—a.gza—b—c E=E~(a—b—c).
1 2 1 2 2

Vjezba 903
Odmor!
Rezultat:
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S.
Zadatak 904 (Lily, gimnazija)
a2—a~b b2—1
Ako je I(a, b)= + , 1zraCunajte 1(3, 2)~I(4, 2).
2 2 2
a -b a-b—a+b” -b
Rjesenje 904
Ponovimo!
a1=a , an :am=an_m , a2—b =(a—b)~(a+b).
a c _a-c a+b_a+b
b d b-d non n
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a~(b+c)=a~b+a~c , a-b+a~c=a~(b+c).

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice
a-n

an_4a ,nz0, n#1.
b-n b
Preoblikujemo izraz I.
2 2
—a- - -b b-1)-(b+1
I(a,b):a2 a2b+ b ! :>I(a,b) a(a ) ( )(+)

—b b—1)-(b+1 h—1)-(b+1
= g let) @) e (o) ()
(a=b)-(a+b) (b-1)-(a+b) a+b (b-1)-(a+b)
= 1(ab)=—" 4+ 2*L _ f(a, p)=4F0L
a+b a+b a+b
Sada je:
1(3’2)'1(4,2):[1(&b):a+b+1}:3+2+1.4+2+1:§.z:9.1:1
a+b 342 442 56 56 5
Vjezba 904
Odmor!
Rezultat:
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6.

Zadatak 323 (Nik7, maturant)
Dan je polinom f (x) =a-x 2 + x+1. Za svaki realni broj x pritom vrijedi
f (1 —x) =f (1+ x). UmnozZak nultocaka funkcije f jednak je:

A. -1 B. -2 C.-3 D. -4
RjeSenje 323
Ponovimo!
2 2
(a=b)" =a’~2-a-b+b> . (a+b) =a’+2-a-b+b> %:%
c

Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a~(b+c) =a-b+a-c , a-b+a-c =a~(b+c).
Za broj xo kazemo da je nultocka (korijen) funkcije f ako vrijedi

f(x)=0.
Da bi umnozak bio jednak nuli, dovoljno je da jedan faktor bude jednak nuli.
a-b=0 a=01ili b=0ili a=b=0.
JednadZba oblika
a~x2 +b-x+c=0,

(a#0, b1ic surealni brojevi) naziva se kvadratna jednadzba. Svaki broj x (realan ili kompleksan) koji
zadovoljava tu jednadZbu naziva se rjeSenje kvadratne jednadZbe.
Rjesenja x; i x, kvadratne jednadzbe

a~x2+b~x+c=0
zadovoljavaju Vieteove formule:

Najprije izracunamo koeficijent a iz zadanog uvjeta.
f(l—x)zf(l+x) = [f(x)za~x2+x+1} = a~(1—x)2+l—x+l=a~(l+x)2+1+x+1 =
= a~(1—x)2+1—x+1=a~(1+x)2+1+x+1 = a~(1—x) —x=a~(1+x)2+x =

= a~(1—2~x+x2)—x=a~(l+2~x+x2)+x =

2 2
= a-2-a-x+a-x —x=a+2-a-x+a-x +x =
= a—2~a~x+a~x2—x=a+2~a~x+a~x2+x = —2a-x—x=2-a-x+x =
= 2ax—x-2ax—-x=0= -4ax-2-x=0 = —4~a~x—2~x=0/:(—2) =
= 2a-x+x=0 = x~(2~a+1)=0.

Budu¢i da za svaki realni broj x vrijedi x- (2 -a+ 1) =0, slijedi:
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1 1
= 2-a+1=0 = 2-a=-1 = 2-a=-1 /(Ej = a=——.
Funkcija glasi:
1 1
f(x)=a~x2+x+1 = |:a=—5:| = f(x)=—§~x2+x+l.
UmnozZak nulto¢aka funkcije f raCunamo pomocu Vieteove formule.

f(x)z—%~x2+x+l

c 1
f(x)=—5~x +x+1 = = |:x1~x2=;:| = ANy = =
a=—— ,b=1, c=1 -
2 2
= xl~x2:—2.
Odgovor je pod B.
Vjezba 323
Odmor!
Rezultat:
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7.
Zadatak 266 (Tea, srednja Skola)
Jedno rjesenje jednadzbe (a : x—l) : (x—a) =0 jednako je — 1. Drugo rjesenje jednadzbe je:
A -1 B.1 C.2 D. -3
RjeSenje 266
Ponovimo!

1 n m n+m 2
a =a , a -a =a , a =0= a=0.

Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a~(b+c)=a~b+a~c , ab+a-c =a~(b+c).

Rjesenje x = — 1 uvrstimo u jednadZbu kako bismo odredili a.

(a-x-1)-(x—a)=0 = [x=-1] = (a-(-1)-1):(-1-a)=0 = (-a-1):(-a-1)=0 =

= ((a+1))-(-(a+1))=0 = (a+1)-(a+1)=0 = (a+1)2=0 = a+l=0 = a=-1.
JednadZzba glasi:

(a-x-1)(x-a)=0 = [a=-1] = (-1-x-1)-(x—(-1))=0 = (-x-1)-(x+1)=0 =

= —(x+1)-(x+1)=0 = —(x+1)2=0 = —(x+1)2=0/~ (-1) = (x+1)2=0.
JednadZba je kvadratna i ima dvostruko realno rjesenje x = — 1.
(x+1)° =0 = x+1=0 = 1o =1

Odgovor je pod A.

Vjezba 266
Odmor!

Rezultat:

10
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Zadatak 619 (Darko, ekonomska Skola)

Ako je«/x+y+w/x—y=101\/x2—y2 =9, onda je:

A.x=9 B. x=20 C.x=99 D. x=41
RjeSenje 619
Ponovimo!
2
(a+b)2=a2+2~a~b+b2 s (\/;) =a , \/;W/Z:w/wb.
(a+b)~(a—b)=a2—b2 . (a—b)2=a2—2~a~b+b2.

Jx+ty+yx—y=10 = «/x+y+«/x—y=10/2 = («/x+y+«/x—y)2=102 =
2

= (\/xTy) +2~\/x+y~\/x—y+(\/x—y)2=100 =

= x+y+2- (x+y)~(x—y)+x—y=100 = x+y+2: (x+y)~(x—y)+x—y=100 =

= x+2~\/x2—y2+x=100 = 2~x+2~\/x2—y2 =100 = 2~x+2~\/x2—y2 =100/:2 =
= x+\[x2—y2=50 = |: xz—yz =9} = x4+9=50 = x=50-9 = x=41.

Odgovor je pod D.
Vjezba 619
Ako je \f x+y—/x—y =101+ xz—y2 =9, onda je:
A x=19 B. x=20 C.x=59 D. x=18
Rezultat: C.

11




matematika — www.halapa.com

9.

Zadatak 507 (Laura, srednja Skola)
Ako je tg(x)+ctg(x)=m, onda je tg3 (x)+ ctg3 (x) jednako:

A.m~(m—3) B.m2—3 C.m3—1 D.m3—3~m
Rjesenje 507
Ponovimo!
2 2 2
(a+b) =a +2-a-b+b , tg(x)~ctg(x)=1.
a3+b3=(a+b)~(a2—a~b+b2) , a1=a , an~am=an+m
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a~(b+c)=a~b+a~c , a-b+a~c=a~(b+c).
Zadanu jednadzbu kvadriramo.
tg(x)+erg(x)=m = tg(x)+cg(x)=m /> = (tg(x)+ctg(x))2=m2 =

= tg2(x)+2~tg(x)~ctg(x)+ctg2(x)=m2 = tgz(x)+2~1+ctg2(x)=m2 =

2 2

= tgz(x)+2+ctg2(x)=m = tgz(x)+ctg2(x)=m -2.

Konac¢no imamo:
17 () + et (x) = (1g (x) + crg (x))- (192 (x) 15 (x) - crg (x) + crg (x)) =
= (tg (x) +ctg (x)) . (tg2 (x)—1+ctg2 (x)) = (tg (x)+ctg (x)) . (tg2 (x) +ctg2 (x)—l) =
tg (x)+ctg (x) =m
PRI e e Mt
Odgovor je pod D.
Vjezba 507
Odmor!
Rezultat:

12
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10.

Zadatak 508 (Luka, srednja Skola)
Ako je x+y =¥, koliko je (1+ctg(x))-(1+ctg(y))?

A2 B.1 C.0 D. -1
RjeSenje 508
Ponovimo!
b T (375] |
a-—=a , ctg|— |=-1.
a ¢ 4
ctg(x)-ctg(y)—1 ctg(x)-ctg(y)+1
ctg(x+y): ( ) ( ) ctg(x—y): ( ) ( ) |
ctg(y)+ctg(x) ctg(y)—ctg(x)
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(b+c)=a-b+a-c , a-b+a-c=a-(b+c)‘

MnoZenje zagrada
(a+b)-(c+a’)za-c+a-a’+b-c+b-a’.

ctg (x)-ctg (y)-1 N [ 3-7:} W\ ctg(&ﬂ}:ctg(x)ctg(y)—l

+y="——
ctg(y)+ctg (x "N 4 ctg(y)+ctg(x)

4
=ctg(x)~ctg( ) 1 _lzctg(x)~ctg(y)—l
ctg (y)+ctg(x ctg (v)+ctg (x)

)

= —1~(ctg(y)+ctg(x))—ctg(x ct ( )—1 = —ctg( ) ctg( )—ctg(x)~ctg(y)—l =

= —ctg(y)—ctg(x)—ctg( ) ctg(y -1 = —ctg( ) ctg(x) ctg( ) ctg(y)=—1 /- (—1) =
= ctg(y)+etg(x)+ctg(x)-ctg(y)=1

1.inacica

ctg(x+y)= =

/- (ctg (y) +ctg (x)) =

)-ct
)=

Sada imamo:
(1+ctg(x))~(1+ctg(y)) =1+ctg(y)+ctg(x)+ctg (x)~ctg(y)=
=1+(ctg(y)+ctg(x)+ctg(x)~ctg(y))=1+1=2.
Odgovor je pod A.
2.inacica
x+y =3—7[ = y= 3.—”—x
4 4

Dalje slijedi:

(1+ctg(x))-(1+crg (v)) = (1+ctg(x)).(1+ctg (%-xjj -

ctg 3 cctg(x)+1
_ 5t

13

(s ere () 1 g )+
=(1+arg () (l ctg(x)—(—l)}
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= (1+ctg(x))-(l+MJ =1+ctg(x)—ctg(x)+1=1+crg(x)—crg (x)+1=2.
ctg (x)+1
Odgovor je pod A.
Vjezba 508
Odmor!
Rezultat:

O

14




