Zadatak 221 (Tonka, gimnazija)
Odredite sve kompleksne brojeve z koji zadovoljavaju sustav jednadZbi:
|z+i|=| Z+2| , |z—2|=| z+2~i|,
RjeSenje 221

Ponovimo!

2
(\/;) =a |, (a+19)2=a2+2-a-b+192 , (a—19)2=a2—2-a-b+192

Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(b+c) =a-b+a-c , ab+a-c :a-(b+c).

Kompleksan broj je broj oblika

z=x+y-Ii,
gdje su x 1y realni brojevi, a i imaginarna jedinica. Broj x zove se realni dio kompleksnog broja z, a
broj y imaginarni dio kompleksnog broja z. PiSemo:

x=Rez , y=Imz

Standardni ili algebarski oblik kompleksnog broja je oblika

z=x+y-I,
gdje su x iy realni brojevi.
Modul ili apsolutna vrijednost kompleksnog broja z = x + y - i definira se formulom

2 2
=\ Xx +y .

<

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

a-n a

—=— N0, n#l.

b-n b

Nekaje z=x+y-i.
|z+i|=|z+2| |x+y~i+i|=|x+y~i+2| ‘x+(y+l)~i‘=‘(x+2)+y~i‘
|z—2|=|z+2-i| ‘(x—2)+y~i‘=‘x+(y+2)~i‘

\/x2+(Y+1)2=\/(x+2)2+y2 N \/362+(y+1)2 =\/(x+2)2+y2 /2
\/ =\/xz+(y+2)2 \/(x—2)2+y2=\/x2+(y+2)2 /2

(x=2)% 42

(«/x2+(y+1)2j2=( (x+2)2+y2j2 Py m(xe2 ey
(x 2)2+

( 2

= =
2

|x+y~i—2|=|x+y~i+2~i|

=
=

J_—yzf:( x2+(y+2)2j2 (=2 % = (3+2)°

x +y +2~y+1=)€2+4~x+4+y2 x2+y2+2~y+1=x2+4-x+4+y2
= =

x2—4~x+4+y2=x2+y2+4-y+4 x2—4~x+4+y2=x2+y2+4-y+4

2-y+1=4-x+4 2-y—4-x=4-1 2-y—4-x=3 metoda
= = = = =
—d-x=4d-y —4~x=4~y/:(—4) xX=-y zamjene

3
= 2-y-4(-y)=3 = 2-y+4.y=3 = 6.y=3 = 6:y=3/:6 = y=7 =S



= ’ = !
y=— y=—.
6 2
Racunamo x.
r= 2 = x=——
2
xX=-y
Kompleksan broj je:
7=——+—-1
2 2
Vjezba 221

Odredite sve kompleksne brojeve z koji zadovoljavaju sustav jednadZzbi:
|z+i|-|z+2|=0 . |z=2]-|z+2-i|=0.

1 1
Rezultat: 7=——+—"1.
2 2

Zadatak 222 (Katarina, ekonomska skola)
Ako je z = 1 — 1, koliko iznosi imaginarni dio broja z°?

A.-16 B. -8 C.8 D.16
RjeSenje 222
Ponovimo!
m . 2
(an) :anm , (a—b) =a2—2-a-b+b2 , i2=—1 , i3=—i.

(a~b)n = X b n'

Kompleksan broj je broj oblika

Z=x+y-i,
gdje su x i y realni brojevi, a i imaginarnajedinica. Broj x zove se realni dio kompleksnog broja z, a
broj y imaginarni dio kompleksnog broja z. PiSemo:

x=Rez , y=Imz
3
=(1—2~i+i2) =(1—2~i—1)3=(1—2~i—1)3=(—2~i)3=

—(-2) i3 ==8-(~i)=8-1=0+8.i

Sada je
Imz ° =Im(0+8-i)=8.
Odgovor je pod C.
Vjezba 222
Ako je z =1 —1, koliko iznosi realni dio broja 7*?
A -8 B. -4 C. 4 D.8
Rezultat: B.

Zadatak 223 (Petar, srednja Skola)
Koliko ima kompleksnih brojeva za koje vrijede obje jednakosti | 7—1i | =2, | 7—4-i | =17
A0 B.1 C.2 D. 4
Rjesenje 223

Ponovimo!



(a—19)2=a2—2-a-b+192 , (\/Z) =a , a =0= a=0.
Kompleksan broj je broj oblika
2=x+y-i,
gdje su x 1y realni brojevi, a i imaginarna jedinica. Broj x zove se realni dio kompleksnog broja z, a
broj y imaginarni dio kompleksnog broja z. PiSemo:

x=Rez , y=Imz
Modul ili apsolutna vrijednost kompleksnog broja z =x + y - i definira se formulom
2 2
Z|=4x +y .

Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(b+c)=a-b+a-c , a-b+a-c=a-(b+c).

KruZnica je skup svih tocaka u ravnini jednako udaljenih od zadane tocke te ravnine (srediSta).
Ako je S(p, q) srediSte kruZnice, a r polumjer, tada srediSnja jednadZba kruznice glasi:

(x=p)* +(y—q) =r>.

1.inacica
Neka je z = x +y - i. Ako zadane jednakosti interpretiramo u pravokutnom koordinatnom sustavu u
ravnini dobit ¢emo jednadZbe kruZnica.

Prva kruznica:

z—i|=2 = [x+y-i—-i|=2 = |x+(y-1)-i|=2.= x2+ y—12=2 =
|2~ | | |5+ (y-1)-i]

2
= mzzlz = ( x2+(y—l)2j =22 = x2+(y—1)2=4 =

Druga kruZnica:

|z=4-i|=1 = |x+y-i-4-i|]=1 = \x+(y—4)~i\=1 = x2+(y—4)2 =1 =
2
= a2 (y-4) =12 = [ x2+(y—4)2j ) LN RN

Sy (P, 4)=5,(0,4)
Ty = 1
Nacrtamo li obje kruZnice vidimo da se one sijeku samo u jednoj tocki T(0, 3).

N
y

T(0,3)

Sy




Dakle, postoji to¢no jedan kompleksan broj koji zadovoljava obje jednakosti.
Odgovor je pod B.
2.inadica
Neka je z = x +y - i. Ako zadane jednakosti interpretiramo u pravokutnom koordinatnom sustavu u

ravnini dobit ¢emo jednadZbe kruZnica.
Prva kruZnica:

z—=i|=2 = |x+y-i—-i|=2 = |x+(y-1)i|=2 = x2+ y—12=2 =
| 2] | | |+ (y=1)-i]

2
= \[x2+(y—1)2=2/2 = [ x2+(y—1)2j =22 = x2+(y—1)2=4.

Druga kruZnica:
|z-4-i|=1 = |[x+y-i-4-i|]=1 = \x+(y—4)~i\=1 = x2+(y—4)2 =1 =

2
= 362+(y—4)2=1/2 :>[ x2+(y—4)2j =12 = x2+(y—4)2=1.

Iz sustava jednadZzba odredi se x 1y.

=

2

2 2
x2+(y—1) =4 {metoda suprotnih} x2+(y—l) =4
= = )
x“+(y=4)" =1/-(-1)

2 e e
. 2 + (y _ 4) -1 koeficijenata

s34 (y-1)" =4 2 2 2 2
=, 5 = (y-1)"=(y-4)" =3.=y —2~y+1—(y —8~y+16)=3 =
—x"=(y-4)"=-1
= y2—2~y+1—y2+8~y—16=3 = y2—2~y+l—y2+8~y—l6=3 =
= —2-y+148-y-16=3 = —2-y+8-y=3-1+16 = 6-y=18 = 6-y=18/:6 = y=3.
Racunamo x.
y=3

) ) :>x2+(3—1)2=4:>x2+22=4:>x2+4=4:>x2+4=4:>
x“+(y-1)" =4

= x2=0 = x=0.

(x. ¥)=(0,3).

Postoji to¢no jedno rjeSenje:

Odgovor je pod B.
Vjezba 223
Koliko ima kompleksnih brojeva za koje vrijede obje jednakosti | Z | =1, | z=2 | =17
A0 B.1 C.2 D. 4
Rezultat: B.

Zadatak 224 (Zeljko, tehni¢ka $kola)
Odredite realan broj b ako je (4—2-i)-(~1+b-i)=10-i.

RjeSenje 224
Ponovimo!
1 n m n+m 2 a c a-c a+b a b
a =a , a -a =a , [ ==1 , ——= , =—+—
b d b-d n n n



Kompleksan broj je broj oblika
Z=x+y-i,

gdje su x 1y realni brojevi, a i imaginarna jedinica. Broj x zove se realni dio kompleksnog broja z, a
broj y imaginarni dio kompleksnog broja z. PiSemo:

x=Rez , y=Imz
Za kompleksne brojeve x +y - i1 x —y - i kaZemo da su kompleksno konjugirani jedan drugome.
Simbol konjugiranja jest povlaka iznad broja koji se konjugira:

7=x+y-i = gzx—y-i.

UmnoZak dvaju konjugirano kompleksnih brojeva realan je broj i nenegativan broj:

(x+y~i)~(x—y~i):x2 +y 2
Dva su kompleksna broja jednaka ako i samo ako su im medusobno jednaki realni dijelovi i
medusobno jednaki imaginarni dijelovi, tj.

a+b-i=c+d-i & a=c , b=d.

ProSiriti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka pomnozZiti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

a a-n

—=—— ., n#0, n#l.

b b-n
Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

an_a

—=—,nz0 ,m#1.
b-n b
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(b+c)=a-b+a-c > a-b+a-c=a-(b+c).

1.inacica
(4=2-i)-(-14b-i)=10i = At debi+2-i-2-bi % =10+ =
= —4+4:-b-i+2:i-2-b-(-1)=10"i = —4+4-b-i+2:i+2:b=10"i =
= —4+42-b+4-b-i+2-i=10-i = (—4+2:b)+(4-b-i+2-i)=10-i =

jednakost kompleksnih 2-b-4=0
=
4-b+2=10

= (2:b—4)+(4:b+2)-i=0+10"i = {

2-b=4 2-b=4 2-b=41/:2 b=2
} } }:3 }:>b=2

brojeva

= = =
4-b=10-2 4-h=8 4-b=8/:4 b=2
2.inacica
(4-2-i)-(-1+b-i)=10-i = (4-2-i)-(-1+b-i)=10-i /- T
—2-1
100 4+2- 10-i-(4+2-i
— —1+b-i= D papeio O A2 1000 (424)
4-2-i 4-2-i 4+2-i (4-2-i)-(4+2-7)
40.i4+20-i° 40-i+20-(-1) 40-i-20
= —ltbi=——s——>— = ~ltbi=————= = —l+bi=—"— =
4% +2 16+4 20
—~20+40-i -20 40 —20 40
= ltbi=— o b=t i = —l4bi=——t— i =
20 20 20 20 20



jednakost kompleksnih

= —1+b-i=-1+2-i = { } = b=2.

brojeva
Vjezba 224

Odredite realan broj b ako je (2—i)-(=1+b-i)=5-i.
Rezultat: b=2.

Zadatak 225 (Jerry, maturant)

z|<3
U Gaussovoj ravnini prikaZite sve kompleksne brojeve z za koje vrijedi | | te
Rez-Imz<0
izracunajte povrsinu dobivenoga lika.
RjeSenje 225
Ponovimo!
2 b a-b 2 2 x<0, _,\'201
(\/Z) =a , a—=—— , o0o<a<b = a <b , xy<0= .
c c x>0, vy<0 J

Kompleksan broj je broj oblika
Z=x+y-i,
gdje su x 1y realni brojevi, a i imaginarna jedinica. Broj x zove se realni dio kompleksnog broja z, a
broj y imaginarni dio kompleksnog broja z. PiSemo:
x=Rez , y=Imgz
Modul ili apsolutna vrijednost kompleksnog broja z = x + y 1 definira se formulom

2 2z
= x T4

Kompleksne brojeve predocujemo u koordinatnoj ravnini koju zovemo kompleksna ili Gaussova
ravnina.

KruZnica je skup svih tocaka u ravnini jednako udaljenih od zadane tocke (srediSta).

Polumjer ili radijus je duZina koja spaja srediSte kruZnice s bilo kojom tockom kruZnice. Duljina
polumjera oznacava se slovom r.

Krug je skup svih to¢aka ravnine kojima je udaljenost od zadane tocke S manja ili jednaka zadanom
broju r > 0 (polumjeru kruga).

Povrsina kruga polumjera r dana je formulom

<

2
P=r—-x.
KruZnica polumjera r sa srediStem u ishodiStu koordinatnog sustava naziva se srediSnja kruZnica i
njezina je jednadzba
2 2
X +y =r
Zatvoreni krug polumjera r sa srediStem u ishodiStu koordinatnog sustava je skup svih toc¢aka (x, y)
ravnine za koji vrijedi:

Uredenu trojku (O; X, y) pri ¢emu su x i y okomiti brojevni pravci s istim ishodiStem nazivamo

6



pravokutni koordinatni sustav u ravnini. Koordinatne osi X 1 y ravninu dijele na Cetiri podrucja koje
nazivamo kvadranti.

N\
y
Il. kvadrant I. kvadrant
x<0,y>0 x>0,y>0
X-y<0 x-y>0
>
0 X
x<0,y<0 x>0, y<0
x-y>0 X-y<0
lll. kvadrant IV. kvadrant

x-y<0 x-y<0

x 2 +y 2 <9 , srediSte u ishedistu , polumjer r =3
= x<0, y20 , drugi kvadrant

x20, y<0 , cCetvrti~kvadrant

N\

Im

vV

Re

PovrS§ina dobivenog lika iznosi:

P= ~r2~7[ = [r2=9} = P=—-71.

| =
| o

Vjezba 225
| Z | <3

Rez-Imz=>0

U Gaussovoj ravnini prikaZite sve kompleksne brojeve z za koje vrijedi { te

izracunajte povrsinu dobivenoga lika.
Rezultat:



N
rd
Re
9
P=—-7
2
Zadatak 226 (Marko, maturant)
—i+1
Koliki je argument kompleksnoga broja z = l. ?
i
AZ  pE  3E pi%
4 2 2 4
RjeSenje 226
Ponovimo!
at+b a b T a ¢ a-c 2 1
=—4- , tg—=1 , ——=— , -1 , i"=-1 , a =a
n n n g4 b d b-d
n m n+m n b a-c+b
a -a =ua , —=yY, a+—=

1 c c
Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice
2R ,nz0, nzl.
ban b
Kompleksan broj je broj oblika
Z=x+Yy-i,
gdje su x iy realni brojevi, a i imaginarna jedinica. Broj x zove se realni dio kompleksnog broja z, a
broj y imaginarni dio kompleksnog broja z. PiSemo:
x=Rez , y=Imz
Svaki se kompleksan broj
Z=x+y-i
moZe prikazati u trigonometrijskom obliku
= r-(COS(p+i-sin(p),
pri ¢emu je r modul kompleksnog broja

2 2
=y = X +y ,

e

a kut ¢ argument kompleksnog broja za kojeg vrijedi

(pzarcrgl ili (pzrg_l('yj , 0<p<2- 7.
X X

Oznaka je
@ =argz.
Kompleksne brojeve predocujemo u koordinatnoj ravnini koju zovemo kompleksna ili Gaussova
ravnina.
Ako je kompleksan broj u tre¢em kvadrantu kompleksne ravnine argument se raCuna po formuli



Y o -1 [ y )
o=rx+arctg— ili p=7rw+1g =
X X
NapiSimo standardni oblik kompleksnog broja.

—i+1 —-i 1 —-i 1

i i .
z= = 7= = 7=—4+-- = Z:—1+—2 = z=-14+— = z=-1-1.
i i 1 [ A i -1
Il
. . .20,
—i+1 —i+1 —i 1 =i —1-i —1-i .
z= = - — = 5 - = = :>Z:_1_l.
i i —i —i —(—1)
N\
Im
i
T
-1
N
d
L o 1 Re
'\ 4
Z =1

Buduc¢i da se broj nalazi u tre¢em kvadrantu-kompleksne ravnine, argument glasi:

Z=x+y~i} x=- } { yi| (—IJ
= = | o= +arcig— | => @=7mw+arctg —1 =
X —

z=—1-i y=-1
V4 5z
= ¢p=rm+arctg(l) = (p=7r+z = go:T.
Odgovor je pod D.
Vjezba 226
Koliki je argument kompleksnoga broja z =1+i?
AT g% 2T pZ
4 2 2 4

Rezultat: A.

Zadatak 227 (Vedran, maturant)
4 4
=1+i-4/3 I+i-4/3
Vrijednost izraza (%j + {lej iznosi:

A -1 B.—+ C.i D.1-i E2-i

N | =
N|N'

RjeSenje 227

Ponovimo!



n n
(an)m:an-m , (ﬁj :a_n , (a+b)2=a2+2-a-19+192.

2
(a—19)2=a2—2-a-b+192 , (a-b)nzan-bn , i2=—1 , (\/;) =a.
a b a+b
—+—= .
n n n

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

an_4 , n#0 , n#l.
b-n b
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(b+c)=a-b+a-c , a-b+a-c=a-(b+c).
4 4 232 232

—1+i-4/3 1+i[3) |(iy/3-1 1+i-\[3 ~

(B (s (=] 8 ) -

22 22 2 2 22
| (i43-1) (1ri3)7 | | (i43) —2:/341 | [1+2-i3+4(i-3)
B 22 ’ 22 B 4 ’ 4

5y 2 2 22
i%-(J3) —2-i3ar | 123407 ({3)
= ;M + ;) =
(=3-2:i-y/3+1 g 1+243-3 2_ —2-2.i-[3 g —2+42.i/3 2_
- 4 B R 4 ’ 4 -
~2-(1+i4/3) ’ ~2-(1-i/3) ? ~2-(1+i4/3) ? ~2-(1-i-y/3) ’
- 4 " 4 - 4 " 4 -
(B (=B 3 e)
- 2 2 52 2
2 2
142043+ (i4f3)7 1-2:i-f3+(i-|[3)
= 1 + 1 =
L2 3+(i~ﬁ)2+1—2~i~ 3+(i~ﬁ)2_
2 ) 2 2 2
:1+2J-J§+(LJ§) +1—24-J§+(ﬁj§) :1+(LJ§) +1+@~J§) _
4 4

10



2 2
2+2~(i-ﬁ)2 2 (“(l V3) j 2'(“(*\5) j 1+(i ﬁ)z
- 4 - 4 - 4 - 2 -
2
_1+12.(ﬁ) N
- 2 S22 2
Odgovor je pod A.
Vjezba 227
Odmor!
Rezultat:

Zadatak 228 (Ines, maturantica)
Odredite kompleksni broj z prikazan na slici.

\

® WV

Im /
o
1.5 60° R
z

RjeSenje 228
Ponovimo!
Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i

jedinice
a-n a
, n#0 , n#l.

bon b
Neka je kompleksni broj z =x +y - i, z # 0 prikazan u Gaussovoj (kompleksnoj) ravnini tockom

I(x’ ))‘
I }{’ y

V

Re

11



Oznacimo s | z | udaljenost tocke T od ishodiSta koordinatnog sustava, a s ¢ kut Sto ga zatvaraju
pozitivni dio apscise (realna os) 1 polupravac to¢kom T i pocetkom u ishodiStu. Trigonometrijski
zapis kompleksnog broja z je

L= &

(cos@+i-sing).

N N
Im Im
®
‘ > >
\ 30° 60° 0 Re 30° 0 Re
1.5
7 1.5 2

Sa slika vidi se:

|z]=15 , ¢=180"+30°=210"
Tada je

2=15+(c0s210° +i-sin210°).

Pretvaranje stupnjeva s u radijane r.
— 4 .
180°
V4 ° T

r=——0.210"=—--210" =
180 180

r S.

17
_6 .

Sada je
z=1.5" [COST—” +i- sinT—”J.
6 6
Vjezba 228

Odredite kompleksni broj z prikazan na slici.

N

Im

2 ase Re

Rezultat: Z =2~(cos225 ° +i-sin225 O) ili z= 2~[cos¥+i~sin¥}

12



Zadatak 229 (Nikola, maturant)
Koliki je imaginarni dio kompleksnoga broja z ako je 5+3-z+6-i—4-i-z=11-27-i?

A.—-13 B. _¥ C.-3 D. e
5 5

RjeSenje 229
Ponovimo!
a c_a-c 2 a=-b _a b 1_ n m_ n+m
——= , [ =-1, =——— , a =a , a -a =a .
b d b-d n n n
Kompleksan broj je broj oblika
Z=x+y-i,

gdje su x 1y realni brojevi, a i imaginarna jedinica. Broj x zove se realni dio kompleksnog broja z, a
broj y imaginarni dio kompleksnog broja z. PiSemo:

x=Rez , y=Imz
Standardni ili algebarski oblik kompleksnog broja je oblika

Z=x+y-i,

gdje su x 1y realni brojevi.
Za kompleksne brojeve x +y - i1 x —y - i kaZemo da su kompleksno konjugirani jedan drugome.
Simbol konjugiranja jest povlaka iznad broja koji se konjugira:

Z=x+yi = ;zx—_y-i.

Umnozak dvaju konjugirano kompleksnih brojeva realan je broj i nenegativan broj:
(x+y~i)~(x—y~i):x2 +y 2
Progiriti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka pomnoZiti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice
a a-n

—=—yn#0, n#l.
b bn
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(19+c)=a-19+a-c , a-19+a-c=a-(19+c).

Dva su kompleksna broja jednaka ako i samo ako su im medusobno jednaki realni dijelovi i
medusobno jednaki imaginarni dijelovi, tj.

a+b-i=c+d-i © a=c , b=d.

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

a-n a

—=—,n#0, n#l.

b-n b

MnoZenje zagrada
(a+19)-(c+d)za-c-i-a-d-i-b-c-i-b-d.

1.inacica
543-2+6-i—4-i-z2=11-27-i = 3-z2-4-i-2=11-27-i-5-6-i =
= (3-4i)-2=6-33-i = (3-4-i)-2=6-33-i /- . =6_33'.l =
3-4-i 3-4-i
6-33.7 3+4.i (6-33-i)-(3+4-i) 18-99.i +24.i—132.i 2
- = . > = = =
3-4.i 3+4-i (3—4-i)-(3+4-i) 32,42
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18—99~i+24~i—132~(—1) 18—-99-i+24-i+132 150-75-1
= = = = =

= Z = Z
9+16 25 25
z=@—7—5~i = z=@—§~i = z=6-3-i = Im(z)=-3.
25 25 25 25
Odgovor je pod C.
2.inacica

Neka je z=x + y - i. Tada je y imaginarni dio od z.
543-2+46-i—-4-i-z=11-27-i = [z=x+y-i]| =
= 543 (x+y-i)+6-i—4-i-(x+y-i)=11-27-i =

o 543 x43-y it 6i—doxi—doy-iZ=11-27-i =

= 543 x+3-y-i+6-i—4-x-i—4-y-(-1)=11-27-i =
= 5+3-x+3-y-i+6-i—-4-x-i+4-y=11-27-i =
= 3 x+3-y-i-4-xi+4-y=11-27-i-5-6-i = (3-x+4-y)+(-4-x+3-y) i=6-33-i =
{ jednakost kompleksnih} N 3-x+4-y=6 } {metoda suprotnih} N
—4-x+3-y=-33 koeficijenata

brojeva

3-x+4-y=6/-4 } 12-x+16-y=24

= = = 25-y=-75= 25-y=-75/:25 = y=-3.
—4-x+3-y=-33/-3 -12-x+9-y=-99

Odgovor je pod C.
Vjezba 229
Koliki je realni dio kompleksnoga broja zako je 5+3-z+6-i—4-i-z=11-27-i?

AT B:6 C.-3 D.g

Rezultat: B.

Zadatak 230 (NBA, maturant)

S S +1
Kompleksni brojevi z za koje vrijedi Rez—. =0 lezZe:
-l

A.na kruinicix2+y2+x—y=0 B. unutar kruZnice x2+y2—x—y=0

C.izvankruinicex2+y2—x+y=0 D. na pravcu x+y=1
Rjesenje 230
Ponovimo!
a ¢ a-c 2 a-b a b 1 n o m n+m
— .= , 1 =-1 1, = , a =a , a -a =a .
b d b-d n n n

n n on b
MnoZenje zagrada
(a+19)-(c+d)za-c-i-a-d-i-b-c-i-b-d.
Kompleksan broj je broj oblika
Z=x+Yy-i,
gdje su x i y realni brojevi, a i imaginarna jedinica. Broj x zove se realni dio kompleksnog broja z, a
broj y imaginarni dio kompleksnog broja z. PiSemo:
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x=Rez , y=Imz
Standardni ili algebarski oblik kompleksnog broja je oblika
2=x+y-i,
gdje su x iy realni brojevi.
Za kompleksne brojeve x +y - 11 x —y - 1 kaZemo da su kompleksno konjugirani jedan drugome.
Simbol konjugiranja jest povlaka iznad broja koji se konjugira:
Z=x+yi = ;zx—_y-i.

Umnozak dvaju konjugirano kompleksnih brojeva realan je broj i nenegativan broj:
(x+y~i)~(x—y~i):x2 +y 2

Progiriti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka pomnoZiti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

a a-n
—=—— ., n#0, n#l.
b b-n
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(b+c)=a-b+a-c , a-b+a-c=a-(b+c).

KruZnica je skup svih tocaka u ravnini jednako udaljenih od zadane tocke te ravnine (sredista).
Ako je S(p, q) srediSte kruZnice, a r polumjer, tada srediSnja jednadzba kruznice glasi:

(x=p) +(y=a)" =r2

Opc¢a jednadzba kruZnice:

x2+y2—2-1)-x—2~q-y+c=().

Neka je z = x +y - i. Najprije podijelimo Z—H

Z—1
z+1_x+y~i+1_(x+1)+y~i_(x+1)+y~i.x—(y—1)~i_((x+1)+y~i)~(x—(y—l)~i)
=i x+y-i—-i x+(y-1)-i x¥(y-1)-i x—(y-1)-i (x+(y-1)di) (x=(y-1)-i)

=x~(x+l)+x~y~i—(x+1)~(y—1)~i—y~(y—1)~i2=
xz+(y—1)2
:x~(x+l)+x~y~i—(x+1)-(y—l)~i—y-(y—l)~(—1)=x~(x+1)+x-y-i—(x+l)~(y—1)-i+y~(y—1)=
x2+(y—1)2 x2+(y—1)2
:x'(x—i—l)—i-y'(y—l)-i—(x'y—(x—i—l)'(y—l))'i:x~(x+1)+y'(y—1)+x'y—(x—i—l)'(y—l)'i:
x2+(y—1)2 x2+(y—1)2 x2+(y—1)2
- ez+1zx'(erl)er'(y—l)
= 2 2a(y-1t

1z uvjeta zadatka slijedi:

ez+1_x'(erl)er'(y—l)

R
=i 2 2 (x+1)+y(y—1
x“+(y-1) = x(xz) y(g )=O:x~(x+1)+y~(y—1)=02
ReZ+1,=O o +(y_1)
7—1
:>x2+x+y2—y=0=>x2+y2+x_)’=0-
Odgovor je pod A.
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Vjezba 230
Odmor!
Rezultat:

Zadatak 231 (Natalija, srednja Skola)

IzraCunaj: (1 —i)2 ~(2—i)2.

A —8-6-1 B.8+6-i C.8-6-i D.—8+6-i
RjeSenje 231
Ponovimo!

.2 1 n m n+m n ,n n
i"=—-1 , a =a , a -a =a , a b z(a-b).

(a—b)2 =a2 —2-a-b+192.
MnoZenje zagrada
(a+b)-(c+d) =a-ct+a-d+b-c+b-d.

Kompleksan broj je broj oblika

z=x+y-Ii,
gdje su x i y realni brojevi, a i imaginarna jedinica. Broj x zove se realni dio kompleksnog broja z, a
broj y imaginarni dio kompleksnog broja z. PiSemo:

x=Rez , y=Imz

Standardni ili algebarski oblik kompleksnog broja je oblika

Z=x+y-I,
gdje su x iy realni brojevi.
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.

a-(b+c)=a-b+a-c J a-b+a-c=a-(b+c).
l.inacica

(1—i)2~(2—i)2 =(1—2~i+i2)~(4—4~i+i2)=(1—2~i—1)~(4—4~i—1)=

—(1-2i1)-(3-4-i)=-2-i-(3-4-i)=—6-i+8-i > =—6-i+8-(~1)=

=—6-i-8=-8-6-i.

Odgovor je pod A.

2.inacica
2
(1—1')2-(2—1')2 =((1—i)-(2—i))2 =(2—i—2~i+i2) =(2—i—2-i—1)2 =
—(1-3-)2 =1-6-i+(3-i)F =1-6-i+9-i > =1-6-i+9-(~1)=

=1-6-i-9=-8-6-i.

Odgovor je pod A.

Vjezba 231

Izradunaj: (i—l)2 ~(2—i)2.
A —8-6-i B.8+6-i C.8—-6-i D.—8+6-i
Rezultat: A.
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Zadatak 232 (Natalija, srednja Skola)
U Gaussovoj ravnini prikaZzi skup svih to¢aka koje su zadane uvjetom

(1-i)-z=(1+i)-z, z=x+y-i.
Rjesenje 232
Ponovimo!

.2 1 n m n+m
i"=-1 , a =a , a -a =a .

MnoZenje zagrada
(a+b)-(c+a’) =a-ct+a-d+b-c+b-d.
Kompleksan broj je broj oblika '
z=x+y-Ii,
gdje su x i y realni brojevi, a i imaginarna jedinica. Broj x zove se realni dio kompleksnog broja z, a
broj y imaginarni dio kompleksnog broja z. PiSemo:
x=Rez , y=Imz
Standardni ili algebarski oblik kompleksnog broja je oblika
z=x+y-i,
gdje su x i y realni brojevi.
Za kompleksne brojeve x +y - i1 x —y - i kazemo da su kompleksno konjugirani jedan drugome.
Simbol konjugiranja jest povlaka iznad broja koji se konjugira:
Z=x+yi = ;zx—y-i.
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(b-i—c) =a-b+a-c , a-bfa-c za-(b+c).
JednadZba pravca oblika
y =k¥+1
naziva se eksplicitni oblik jednadZbe pravca ili krace, eksplicitna jednadZba pravca. Broj k naziva se
koeficijent smjera pravca. Broj 1 nazivamo odsjécak pravca na osi y.

(1-i)-z=(1+i)z = {

=qky-i
l:>(1—i)~(x—y~i)=(1+i)~(x+y~i):>
:x—y-l
. . .2 . . .2 . : .2 . . 2
= x—y-i—x-i+y-i " =x+y-it+x-i+y-i° > x-y-i-x-i+y-i =x+y-i+x-i+tyi =
= —y-i—x-i=y-itxi=—-yi—x-i-yi—xi=0=-2-x-i-2-y-i=0 =
= —2-xi-2-yi=0/:(-2) = x-i+yi=0 = (x+y)i=0 = x+y=0 =
= y=-—x
Pravac je simetrala II. i IV. kvadranta.
Vjezba 232
Odmor!
Rezultat:

Zadatak 233 (Domagoj, gimnazija)

Kompleksni broj 7 =-5 3+5-i jedno je rjeSenje jednadzbe z* = w gdje je w kompleksni
broj. NapiSite preostala dva rjeSenje te jednadzbe.
RjeSenje 233

Ponovimo!

(a-b)nzan-bn , (a—b)3=a3—3-a2-b+3-a-b2—b3 , (\/;) =a.
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Kompleksan broj je broj oblika
Z=x+Yy-i,

gdje su x iy realni brojevi, a i imaginarna jedinica. Broj x zove se realni dio kompleksnog broja z, a
broj y imaginarni dio kompleksnog broja z. PiSemo:

x=Rez , y=Imz
Standardni ili algebarski oblik kompleksnog broja je oblika

Z=x+y-I,
gdje su x iy realni brojevi.
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(b+c)=a-b+a-c , a-b+a-c=a-(b+c).

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

an_4 , n#0 , n#l.

b-n b
Svaki se kompleksan broj

Z=x+y-i
moZe prikazati u trigonometrijskom obliku
z= r-(cos¢+i-sin(p),

pri ¢emu je r modul kompleksnog broja

2 2
=KI= X +y s

e

a kut ¢ argument kompleksnog broja za kojeg vrijedi

(pzarcrgl ili (pzrg_l[yj , 0<p<2- 7.
X X
Oznaka je
@ =argz.

Kompleksne brojeve predocujemo u koordinatnoj ravnini koju zovemo kompleksna ili Gaussova
ravnina.
Moivreova formula za izraCunavanje korijena kompleksnog broja

n Z:nﬁ.(msmﬂ.smwj L k=0,1,2, .., n—1.
n

n

Zadano rjeSenje uvrstimo u jednadzbu i odredimo kompleksni broj w.

w=z> = [c=—5-/3+51] = w=(-5- 3+5~i)3 - w=(—5~(\/_3—i))3 -

= w=(—5)3~(ﬁ—i) = w=—125~((\/§) —3~(ﬁ)2~i+3~ 3~i2—i3j =

= w=-125:(3/3-9-i-3. 3+i) = w=-125:(3-/3-9.i-3. 3+i) -

3 3

= w=-125-(-8-i) = w=1000-i.
Mozemo preoblikovati jednadZbu.

3
23w = 27210007 = 20210007 / Y = z=3/10001 = z=2/1000-3/i =
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= 7=103/i.

Najprije nademo trigonometrijski prikaz broja v =1.
Odredimo modul

v=i => v=0+1-i = }:>r= 02+12 = r=1.
y

Odredimo argument

p="
X
Im/\
i
S
>
0
Re
v=r-(cos@+i-sing) = v=l~(cos5+z~sm5j = v=cos5+z~s1n—.
Tada je
i 3 3 Ti2kx N N Ti2kx
\/_z\ﬁz\/T cos2—— +i-sind——<f=1.| cos2——+i-sin2———
3 3 3 3
k=0,1,2.

Uvrstavaju¢i redom za k = 0, 1, 2 dobivamo

L4207 Zi207x z z
e [=0,v,=1- cos%+i~sin2— =1- cosl+i~sin% =
. 301 3 1.
=coS—+i-Sin—=—~—+j-—=~—+—-]
2 2 2 2
Tiolx T2z Tiox Tiox
o kzl,v1=l~ cos +1i-sin =1-| cos +1i-sin =
57 57
=Cos 2 +1i-sin 2 =cos5.7r+i~sin5—”=——3+i~l=—£+—z
3 3 6 2 2 2
221 Ti2ox Tidr Trdx
) k:2,v2=l~ cos -2 3 +i~sin2 =1-| cos-2 +i-sin
9-x 9-x
2 . . 2 . . . .. 97 3.7 . . 37w
=cos +i-sin =cosT+z~s1nT=cosT+z~s1n—=cos—+z~s1n—=
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=0-i=—i.
Konacna rjesenja jednadZbe su:

3
zo=10~vo=10~[£+l~iJ=5~ 3+5-1
2 2
3
z1=10~v1=10~[—£+1~iJ=—5~ 3+5-1
2 2
z2=10~v2=10~(—i)=—10~i.
Vjezba 233
Odmor!
Rezultat:

Zadatak 234 (Felix, maturant)

. 1-i . . .
Ako je z= l—l +3+5-i, onda je apsolutna vrijednost broja z jednaka:
+1
A4 B.1+./34 C.5 D.2
RjeSenje 234

Ponovimo!

n a ¢ _a-d+b-c 1 n.m n+m 2

n=— s —t—= . a =da . a N — 5 l = _1
1 b d b-d

@ c_ac , ﬁ: 4 , (a—]9)2=a2—2-a-b+192
bd bd Jo \b

Kompleksan broj je broj oblika

28X+ y-,
gdje su x i y realni brojevi, a i imaginarna jedinica. Broj x zove se realni dio kompleksnog broja z, a
broj y imaginarni dio kompleksnog broja z..PiSemo:

X=Rez , y=Imz

Standardni ili algebarski oblik kompleksnog broja je oblika

z=x+y-Ii,
gdje su x i y realni brojevi.
Za kompleksne brojeve x +y - i1 x —y - i kazemo da su kompleksno konjugirani jedan drugome.
Simbol konjugiranja jest povlaka iznad broja koji se konjugira:

Z=x+yi = ;=x—_y-i.

UmnoZak dvaju konjugirano kompleksnih brojeva realan je broj i nenegativan broj:
(x+y~i)~(x—y~i):x2 +y 2
Modul ili apsolutna vrijednost kompleksnog broja z = x + y - i definira se formulom

2 2
=y x +y".

<

2]
|v]

<

w
Progiriti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka pomnoZiti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice
a a-n
—=—— ,n#0, n#l.
b b-n
MnoZenje zagrada
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(a+b)-(c+d) =a-c+a-d+b-c+b-d.
Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

a-n a
—=—,n#0, n#l.
b-n b
1.inacica
. . y l—it(345.i)-(14i
z=1—l+3+5~i = Z=Q+3+5 Lo g= i+ (3+51)-(1+i) =
1+ 1+1 1 1+
Z_l_i+3+3.i+5.i+5.i2 o 1—i+3+43-i+5-i+5-(- ) 1-i4+3+3-i+5-i-5
1+i 1+i 1+i
—1+7-i —1+7-i | —1+7- 1| 2,42 /1+4
T = |z|= 1+i = lzl= |1+ / 4/ -
+

50 50 50
S |z|=% S FENE |z|=\E L e|=35 = |2]=5.

Odgovor je pod C.

2.inacica
1— 1-i 1- (1_i)2
z=—+3+5 i = z=—:- —+3+5 i = 27— +3+5-i =
1+ 1+i 1-i (1+z)~(1—1)
.2 . .
= z=%+3+5~i S e S N 1E TP D SN b L S TP RN
17 +1 1+1 2
—2-1 . —2-1 . . . . .
= z=—— 43450 = z=——+3+5i > z7=—i+3+5-i = z=3+4-i = |z|=|3+4.i| =
= |z|=43% 4425 [2]=49+16 = || =25 = |z|=5.
Odgovor je pod C.
Vjezba 234
Odmor!
Rezultat:

Zadatak 235 (Matija, maturant)
. 1 . o
Nekaje f(z) =—3. Izracunajte koliko je f(«/ 2 —3—i).
7+

RjeSenje 235

Ponovimo!

2 a+b a b a ¢ a-c
W) =a o Z2=040 - S va

n n n
Kompleksan broj je broj oblika

z=x+y-Ii,
gdje su x i y realni brojevi, a i imaginarna jedinica. Broj x zove se realni dio kompleksnog broja z, a
broj y imaginarni dio kompleksnog broja z. PiSemo:

x=Rez , y=Imz
Standardni ili algebarski oblik kompleksnog broja je oblika
z=x+y-I,

gdje su x iy realni brojevi.
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Za kompleksne brojeve x +y - 11 x —y - i kaZemo da su kompleksno konjugirani jedan drugome.
Simbol konjugiranja jest povlaka iznad broja koji se konjugira:

=Xty = ;=x—_y-i.
Umnozak dvaju konjugirano kompleksnih brojeva realan je broj i nenegativan broj:

(x+y~i)~(x—y~i):x2+y2

Progiriti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka pomnoZiti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

]—=I— , nz0 , n#l.
D DN
1 1 1
re=r5= fY2-3-i)= 23-i43 f(ﬁ_3_l):ﬁ 3543
1 1 .\/3+1
= f 2—3—1)_—ﬁ_i = f(J2-3 l)_ﬁ—i ——
= f(J2-3-i)= 2+ = f(J2-3-i)= 22”

= (JE-3-)= 2 (2 3m)- \/;+i:f(ﬁ—3—i)=72+
Vjezba 235

Odmor!
Rezultat:

Zadatak 236 (Ines, maturantica)

2.z
Ako za kompleksni broj z vrijedi - =51, koliko je | Z |’?
1-2-i 142§
RjeSenje 236
Ponovimo!
a =a , a -a =a , I =—1 , —+-—= , —=

n m_ n+m .2 a b a+b a +Ja

n o n n b
C

Kompleksan broj je broj oblika

Z=x+Yy-i,
gdje su x iy realni brojevi, a i imaginarna jedinica. Broj x zove se realni dio kompleksnog broja z, a
broj y imaginarni dio kompleksnog broja z. PiSemo:

x=Rez , y=Imz

Standardni ili algebarski oblik kompleksnog broja je oblika

Z=x+Yy-i,
gdje su x iy realni brojevi.
Za kompleksne brojeve x +y - 11 x —y - 1 kaZemo da su kompleksno konjugirani jedan drugome.
Simbol konjugiranja jest povlaka iznad broja koji se konjugira:

Z=x+y'1i = ;=x—_y-i.

Umnozak dvaju konjugirano kompleksnih brojeva realan je broj i nenegativan broj:

(x+y~i)~(x—y~i):x2+y2
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Dva su kompleksna broja jednaka ako i samo ako su im medusobno jednaki realni dijelovi i
medusobno jednaki imaginarni dijelovi, tj.

a+b-i=c+d-i & a=c , b=d.
Modul ili apsolutna vrijednost kompleksnog broja z = x + y - i definira se formulom

2 2
=\ Xx +y .

<

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice
a-n _a

—=— ,n#0, n#l.
b-n b
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(b+c)=a-b+a-c , a-b+a-c=a-(b+c).

MnoZenje zagrada
(a+b)-(c+d)=a-c+a-d+b-c+b-d.

Neka je z=x +y - i. Tada vrijedi:
z 2z o x+yed 2(x—yi)

=5 =

= =5i=
1-2-i 1+2-i 1-2-i 14+2-i

x+y-i 2(x—y-i)
1-20 142
= (x+y-i)-(1+2-i)=2-(x=y-i)-(1-2-0)=5-i- (1= 2-i)-(1+2+i) =

= x+2~x~i+y~i+2~y~i2—(2~x—2~y~i)~(1—2~i)=5~i~(12+22) =

=50/ (1-27) (1+2-i) =

= x+2~x~i+y~i+2~y~(—1)—(2~x—4~x~i—2~y~i+4~y~i2)=5~i~(1+4) =

= x+2~x~i+y~i—2~y—2~x+4~x~i+2~y~i—4~y~i2=5~i~5 =
= Xx+2-x-i+yi-2-y-2-x+4-x-i+2-y-i—4-y-(-1)=25-i =
= x+2-x-i+y-i-2-y-2-x+4-x-i+2-y-i+4-y=25-i =

jednakost

. . : —x+2-y=0
:>(—x+2~y)+(6~x+3~y)~z=0+25~z:> kompleksnih | = =
. 6-x+3-y=25
brojeva
metoda
. —x+2-y=0/-6 —6-x+12-y=0
= | suprotnih = = = 15-y=25 =
o 6-x+3-y=25 6-x+3-y=25
koeficijenata
25 25
=15 y=25/:15 => y=— = y=— = y=—,
g T T TS TS
Racunamo x.
=3 1 10 10 10
Y73 = —x+2-==0=> —x+—=0=> —x=—— = —x=— /- (1) > x=—
3
-x+2-y=0
Sada je

23



/ 10 ’100 25 /125
z= x+yz:>z——+—z |Z|— |= ?3

SRR CER |z|=—ﬁ3ﬁ - |z|:¥ = |2=35
Vjezba 236

Odmor!
Rezultat:

Zadatak 237 (Alan Ford, maturant)

Ako ze C zadovoljava jednakost z~2—z—| z|2 =2—i, onda je z jednako:
A z=2-i B.z=-2-i C.z=1+2-i D.z==-2+i
Rjesenje 237

Ponovimo!
() =a

Z=x+y-i,

Kompleksan broj je broj oblika

gdje su x iy realni brojevi, a i imaginarna jedinica. Broj x zove se realni dio kompleksnog broja z, a
broj y imaginarni dio kompleksnog broja z. PiSemo:

x=Rez , y=Inog
Standardni ili algebarski oblik kompleksnog broja je oblika

Z=x+0J,

gdje su x iy realni brojevi.
Za kompleksne brojeve x +y - 11 x —y - i kaZemorda su kompleksno konjugirani jedan drugome.
Simbol konjugiranja jest povlaka iznad broja koji se konjugira:

b o R ;zx—y-i.
Umnozak dvaju konjugirano kompleksnih brojeva realan je broj i nenegativan broj:

(x+y~i)~(x—y~i):x2+y2

Dva su kompleksna broja jednaka ako i samo ako su im medusobno jednaki realni dijelovi i
medusobno jednaki imaginarni dijelovi, tj.

a+b-i=c+d-i & a=c , b=d.
Modul ili apsolutna vrijednost kompleksnog broja z = x + y - i definira se formulom

2 2
=\ x " +y".

Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(b+c)=a-b+a-c , a-b+a-c=a-(b+c).

Neka je z=x +y - i. Tada vrijedi:
2
- 2
Z~Z—z—|z| =2—i:>(x+y~i)~(x—y~i)—(x+y~i)—(\/x2+y2J =2-i =

= x2+y2—x—y~i—(x2+y2)=2—i = x2+y2—x—y~i—x2—y2=2—i =

24



jednakost
2 2 .22 . . . .
= x +y —=x-y-i-x -y =2-i = —-x-y-i=2-i = | kompleksnih | =

brojeva
—x=2 —x=2/(—1) x=-2
= = = .

Z=x+yi = z=—2+i.

Kompleksan broj z glasi:

Odgovor je pod D.
Vjezba 237
Odmor!

Rezultat:

Zadatak 238 (Bodo, maturant)

>
IzraCunajte apsolutnu vrijednost kompleksnog broja w = Tél
i
RjeSenje 238
Ponovimo!
n
— =nN.
1
Kompleksan broj je broj oblika
Z=x+Yy-i,

gdje su x i y realni brojevi, a i imaginarna jedinica. Broj X zove se realni dio kompleksnog broja z, a
broj y imaginarni dio kompleksnog broja z. PiSemo:
x=Rez(\s y=Imz
Standardni ili algebarski oblik kompleksnog broja je oblika
z=x+y-i,
gdje su x iy realni brojevi.
Modul ili apsolutna vrijednost kompleksnog broja z = x + y - i definira se formulom

2 2
Z|=yx +Yy
Svojstva modula:
i B < 7I’l|_ ~ n
wi w1
i |2-i] 22 4( 1)2 J4+1
_l - -
|w|= 2021 | = |W|_‘ 2021‘ - |i|2021 - |W|:12021 -
= |w|=$ = |W|=\/g
Vjezba 238
Odmor!
Rezultat:
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