Zadatak 041 (Danijel, gimnazija)

Rijesi sustav nejednadzbi: —1< 2x-l <1.
2-x+1
Rjesenje 041
Ponovimo!
< >0 <0
a<x<b:>a Xl , a>()2a 1 “ l
x<bJ b b>OJ b<OJ
Transformiramo sustav nejednadZzbi:
X — “x— —(2-x+1)—(2-x-1
. L 2x-l o2l g (2-x+1)—(2-x )<O
1< X <] = 2-x+1 - 2-x+1 2-x+1 -
2-x+1 2-x-1 2-x-1 2-x—1-(2-x+1)
<1 -1<0 <0
2-x+1 2-x+1 2. x+1
—2-x—1—2~x+1<O —2~x—l—2-x+l< —-4-x <0/:(-4) X 2o
, 21-x;1 1 N , ‘21-x;1 1 N 2~x2+1 N 2~)i+1
el A Y el " = _<0/:(-2) >0
2-x+1 2-x+1 2-x+1 2-x+1
Svaku nejednadZbu sustava rijeSimo zasebice:
X
. >
2-x+1

1. slucaj

X x>0 x>0 preSJek
>0 = = = :>x>0:>xe(0,+oo>.
2-x+1 2-x+1>0 2-x>—1/:2 x>—— skupova

Y

Y
N

o 1 0 v
2
2. slucaj
X x<0 x<0 x<0 presjek 1 1
>0 = = = 1= = X<—— = X€( —00, —— ).
2-x+1 2-x+1<0 2-x<-1/:2 x<—5 skupova 2 2
<
~
<
N
oo 1 0 4 oo
2
Konacno rjesenje nejednadzbe
T >0
2-x+1

je unija rjeSenja oba slucaja:

>0
2-x+1



Budu¢i da je brojnik pozitivan broj, slijedi:

1 1>0
0=
2:x+1>0

>
2-x+1

} =2 x+1>0= 2-x>-1/:2 = x>—% = xe<—%,+oo>.

Konacno rjesenje zadanog sustava nejednadzbi je presjek rjesenja

Vjezba 041

Rijesi sustav nejednadzbi: —1<

Rezultat: x> 0.

xe<—oo,—%>U<O,+oo> i x€<—%,+oo>:

(<_m,_%>u(o,+m>jm<_%,+m>:<o,+m>.

Zadatak 042 (Zeljko, gimnazija)

Rijesi sustav jednadzbi: =

Rjesenje 042
Ponovimo!

Transformiramo sustav jednadZzbi:

xy 1 x+y
5| xy
x-z 1 x+z
x+z 6 xz
Yz 1| y+z_
y+z 7 vz

Zbrojimo dobivene jednadZbe:

Xy
1 1
S4-=6
X Z
I 1
—+==7
y z

Od ove jednadZbe oduzmemo prvu jednadZbu iz sustava:

l+l+1=9
X y z
l+l 5
Xy

1-2-x
<l1.
2-x+1
xy 1 x-z 1 vz 1
x+y 5 x+z 6 y+z 7
a_c_b_d —on_ o ath_a b
b d a ¢ 1 ’ I n o n
N T S N~ S (S AR RS SN SRS BN SR s
1 Xy Xx-y X5y X)) y X Xy
¢ S A S S S :>l+l=6 :>l+l=6
1 X-Z Xz Xz Xz z X X z
Ty Ay g L, L1
1 y-Z ¥z y-z y-z z )y y z
zbrojimo
oromo 1 L L L L si6i72202 25
jednadzbe Xy x z y z x y z
:>g+z+g=18/:2:>l+l+l=9.
Xy < Xy z
od
vamemo 1 1 1 1 1 g s L L T g 5
jednadzbe Xy z x Yy Xy zZ X )
1
:>—=4:>z=l.
Z 4

Ostale nepoznanice iznose:




1
_:4
z LI 1 6-4 T, 2t
11 X X X 2
—+—=6;, = | = ) = ) = e
’1‘ i —+4=7 —=7-4 —=3 y=—
2.1 Yy Yy Yy 3
y z
RjeSenje sustava glasi:
1 1
X, Vo 2)=| = =5 —
(3.9)=(33.5]
Vjezba 042
Rijesi sustav jednadzbi: Xy :l , Tz :l DA :l
x+y 7 x+z 5 y+z 6

Rezultat: (x, ¥, 2) :(% i %]

Zadatak 043 (Ante, Visoka Skola za sigurnost)
Rijesi radunski i graficki sustav jednadzbi: y =3 - x, y = X" + 2.

Rjesenje 043
Ponovimo!
Kako rijesiti sustav linearne i kvadratne jednadzbe:

a-Xx+b-y+c=0,
A-X+B-x-y+C -y +D:x+E-y+F=0?
Iz prve (linearne) jednadzbe izracunamo vrijednostjedne nepoznanice i uvrstimo u drugu (kvadratnu)
jednadZzbu. Na taj nacin dobivamo kvadratnu jednadZbu po jednoj nepoznanici. RijeSimo je i rjeSenja
uvrstimo u izracunatu vezu. Ako je zadan sustaviovog oblika

y=k-x+I
2
y=a-x +b-x+c,
najjednostavnije je u€initi eliminaciju nepoznanice y:

k-x+l=a~x2+b-x+c.

Nakon sredivanja dobivamo kvadratnu jednadZbu po nepoznanici x:

a~x2+(b—k)-x+c—l =0.
Ona moZe imati dva, jedno ili nijedno realno rjesenje.
Koji je geometrijski smisao ovih jednadzbi?

Prva jednadzba
y=k-x+I

jednadzba je pravca.
Druga jednadzba
2
y=a-x +b-x+c
jednadzba je parabole.
Presjek pravca i parabole su tocke (najvise dvije) ¢ije koordinate dobivamo rjesavajuci sustav

y=k-x+I
y=a-x2+b-x+c.



y=3-x

y=x2+2

2
x93 = 22 34020 = ¥ T3 x+2=0 N
a=1’ =_3,C=2

a=1,b=-3,c=2

X; = = X, =
. , 2.1 1,2 1,2 2
1,2 2.4
3+1 4
Xy =— Xy =— —
3+1 1 5 19 =
= N2= =
’ 2 3-1 2 Xy =1
Xy =— Xy =—
27 2 27
Sada raCunamo nepoznanicu y, na primjer, iz jednadzbe y = 3 - x:
x1=2
L = y1=3-2 = y1=6.
=3y
x2=1
° = Yy, =3-1= y,=3.
Yp=3:%p

Rjesenja su:

(g 3)=(26) (. 3)=(13)

Graficki!
y=3-X
X
>
Vjezba 043
Rijesi ra¢unski sustav jednadzbi: y=—-x+1,y=x"-2-x— 1.
Rezultat: xL,yN=-12) , X2,y2)=2,-1).

Zadatak 044 (Tonka, srednja Skola)
Akojea+b=5,b+c=8,c+a=7,kolikojea-b-c?
Rjesenje 044
l.inacica
Buduéi da je zadan sustav od tri jednadZbe sa tri nepoznanice a, b i ¢, a svaka se nepoznanica
pojavljuje dva puta, zbrojit ¢emo sve tri jednadZbe.
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a+b=5
b+c=8 :>{
c+a="7

zbrojimo
= a+b+b+c+c+a=5+8+7 = 2-a+2-b+2-c=20 =
jednadzbe

= 2-(a+b+c)=20/:2 = a+b+c=10.

Sada svaku nepoznanicu rac¢unamo iz sljedecih sustava jednadzbi:
® nepoznanica c

a+b=>5 a+b=5 metoda
= = = 5+¢=10 = ¢=10-5 = ¢=5.
a+b+c=10 (a+b)+c=10 supstitucije

® nepoznanica a

b+c=8 } b+c=8 } [ metoda
=

= = a+8=10 = a=10-8 = a=2.
a+(b+c)=10

a+b+c=10 | supstitucije |

® nepoznanicab

cta=17 cta=7 [ metoda
=

= = b+7=10 = b=10-7 = b=3.
b+(c+a)=10

a+b+c=10 | supstitucije |

RjeSenje sustava jednadzbi je
(a,b,0)=1(2,3,5)
pa je
a-b-c=2-3-5 = a-b-c=30.
2.inacica
Iz jedne jednadzbe sustava izra¢unamo jednu nepoznanicu i njezinu vrijednost uvrstimo u preostale
jednadzbe sustava gdje se ta nepoznanica pojavljuje.

a+b=5 o a+b=5 = a=5-b
na primjer, iz prve metoda
b+c=8; = | , = b+c=8 = =
jednadzbe izra¢udamo a supstitucije
cta=7 cta=7

b+c=8 b+c=8 b+c=8 metoda suprotnih
= = = = =
c+5-b=7 -b+c=7-5 -b+c=2 koeficijenata

= 2:c=10 > 2:¢c=10/:2 = c=5.
Sada ra¢unamo nepoznanicu b:
c=5 metoda
= = b+5=8 = b=8-5 = b=3.
b+c=8 supstitucije
Nepoznanica a iznosi:
b=3 metoda
= | > a=5-3 = a=2
a=5-b supstitucije
RjeSenje sustava jednadzbi je
(a,b,¢)=(2,3,5)

paje
a-b-c=2-3-5 = a-b-c=30.

Vjezba 044
Akojea+b=8,b+c=7,c+a=5,kolikojea-b-c?

Rezultat: 30.



Zadatak 045 (Tonka, srednja Skola)
Akojea+2-b=3,b+2-c=5,c+2-a=7,kolikojea+b+c?
Rjesenje 045
l.inacica
Budu¢i da je zadan sustav od tri jednadZbe sa tri nepoznanice a, b i ¢, a svaka se nepoznanica
pojavljuje dva puta, zbrojit ¢emo sve tri jednadzbe.

a+2-b=3
zbrojimo
b+2.-c=5; = = a+2-b+b+2-c+c+2-a=3+5+7 = 3-a+3:-b+3-c=15 =
jednadzbe
c+2-a=7
= 3-(a+b+c)=15/:3 = a+b+c=5.
2.inacica

Iz jedne jednadZbe sustava izra¢unamo jednu nepoznanicu i njezinu vrijednost uvrstimo u preostale
jednadZbe sustava gdje se ta nepoznanica pojavljuje.

a+2-b=3 a+2-b=3 = a=3-2-b
na primjer, iz prve metoda
b+2-c=5; = | ) = b+2-c=5 = I
jednadzbe izraCunamo a supstitucije
c+2-a=7 c+2-a=7
b+2-c=5 b+2-c=5 b+2-c=5 b+2-c=5
= = = =
c+2-(3-2:b)=7 c+6-4-b=7 —4-b+c=7-6 —4-b+c=7-6

b+2-c=5} {metodasuprotnih} b+2-c=5/-4} 4-b+8-c=20}
= =

= =
—4-b+c=1 koeficijenata “4.b+c=1 —4.-b+c=1

21 7
= 9.¢c=21 = 9-¢=217/:9 = C=E = c=§.

Sada raCunamo nepoznanicu b:

7
=3 metoda 7 o § 1
c 3 :[ i 'l:b+2.§:5:b+?:53b:5_?:b=§.
b+2.c=5 supstitucije

Nepoznanica a iznosi:

b=— metoda 1 5 ;
> - itucti :>a=3_2'§:>a=3—§:>a=§.
a=3-2-b supstitucyje
Tada zbroj iznosi:
7 1 7 15
3 3 3 3
Vjezba 045
Akojea+2-b=7,b+2-c=3,c+2-a=>5,kolikojea+b+c?
Rezultat: 5.

Zadatak 046 (Tonka, srednja Skola)

Zbrajanjem po dva od tri broja a, b i ¢ dobijemo brojeve 3, 6, 19. Odredi brojeve a, b, c.
Rjesenje 046

l.inacica
Budu¢i da zbrajanjem po dva od tri broja a, b i ¢ dobijemo brojeve 3, 6, 19, piSemo sustav jednadZbi:



a+b=3
b+c=6
a+c=19

Zbrajanjem sve tri jednakosti dobije se:

a+b=3 B
zbrojimo
b+tc=6 = | | = a+b+b+c+a+c=34+6+19 = 2.-a+2-b+2-c=28 =
19 jednakosti
a+c=

= 2-(a+b+c)=28 = 2-(a+b+c)=28/:2 = a+b+c=14.
Racunamo broj a:

b+c=6 b+c=6 metoda
= = = a+6=14 = a=14-6 = a=8.
a+b+c=14 a+(b+c)=14 supstitucije

Racunamo broj b:

a+c=19 a+c=19 metoda
= = = b+19=14 = b=14-19 = b=-5.
a+b+c=14 b+(a+c)=14 supstitucije

Racunamo broj c:

a+b=3 a+b=3 metoda
= = =.3+c=14 = ¢=14-3 = c=11.
a+b+c=14 (a+b)+c=14 supstitucije
Rezultat je:
(a, b, ¢)=(8"=5, 11).
2.inacica

Iz jedne jednadZbe sustava izra¢unamo jednu nepoznanicu i njezinu vrijednost uvrstimo u preostale
jednadzbe sustava gdje se ta nepoznanica pojavljuje.

a+b=3 o a+b=3 = b=3-a
na primjer, iz prve metoda
b+c=6 ) ' = b+c=6 = =
jednadzbe izraCunamo b supstitucije
a+c=19 c+a=19

3—a+c=6 —-a+c=6-3 —a+c=3 metoda suprotnih
= = =
c+a=19 a+c=19 a+c=19

koeficijenata
= 2:c=22 = 2.¢=22/:2 = c=11.
Sada ra¢unamo nepoznanicu b:
c=11 metoda
= = b+11=6 = b=6-11 = b=-5.
b+c=6 supstitucije
Nepoznanica a iznosi:
b=-5 metoda
= = a-5=3 = a=3+5 = a=8.
a+b=3 supstitucije
Rezultat je:
(a, b, c)=(8, =5, 11).
Vjezba 046
Zbrajanjem po dva od tri broja a, b i ¢ dobijemo brojeve 6, 12, 38. Odredi brojeve a, b, c.
Rezultat: (a, b, c) = (16, -10, 22).



Zadatak 047 (Klarchy Rokerica, srednja Skola)

Frane i Duje brodovima prevoze turiste na cjelodnevni izlet do obliZnjeg otoka. Frane je cijenu
izleta po osobi naplacivao za 80 kn viSe od Duje. Kada su to uocili, Frane je smanjio cijenu izleta za
10%, a Duje povecao za 15%. Nakon promjene cijena, izlet Dujinim brodom je za 8 kn po osobi
skuplji od izleta Franinim brodom. Kolike su nove cijene izleta?

Rjesenje 047

Ponovimo!

Stoti dio nekog broja zove se postotak. Postotak p je broj jedinica koji se uzima od 100 jedinica neke
veli¢ine. PiSe se kao razlomak s nazivnikom 100. Na primjer,

3= | 29%=2 | pu=L
100 100 100
Kako se ra¢una p% od a? Odgovor je: % -a.

Neka je a pocetna cijena. Ako se poveca p%, konacna cijena je:

a+i~a: 1+L -d.
100 100

Neka je a pocetna cijena. Ako se smanji p%, konacna cijena je:

a-L a=[1-L |.a
100 100

Zapisimo sljedece reCenice u obliku matematickih izraza:
® broj x je za a manji od broja y:
x+a=y ili y—x=anili x=y-a
® broj x je za a veci od broja y:

x—a=y ili w=y=a ili x=y+a.

™ Frane Duje &

l.inacica
Oznacimo slovom x Franinu cijenu izleta po osobi, a slovom y Dujinu cijenu izleta po osobi. Frane je
cijenu izleta po osobi napla¢ivao za 80 kn viSe od Duje pa to piSemo u obliku jednadZbe:

x=y+80 = x—y=80.
Frane je smanjio cijenu izleta za 10% pa vrijedi:

10
x——x=x-0.1-x=0.9-x.
Duje je povecao cijenu izleta za 15% pa slijedi:

15
+— = +115 —115 .
Y 100 v ' ’

Nakon toga je izlet Dujinim brodom za 8 kn skuplji od izleta Franinim brodom pa to zapisujemo
sljede¢om jednadZbom:
09-x+8=1.15-y = 09-x-1.15-y=-8.

Iz sustava od dvije linearne jednadZbe sa dvije nepoznanice dobiju se x iy.
x—y=280 } [metoda suprotnih} x—y=80/- (—0.9) }
= = =

09-x—-1.15-y=— koeficijenata 09-x-1.15-y=-8



-09-x+09-y=-72
=
09-x-1.15-y=-8
Sada racunamo x.

} = —0.25-y=-80/:(-025) = y=320.

y =320

= x-320=80 = x=80+320 = x=400.
x—y=280
Nove cijene izleta po osobi su:

¢ Franina cijena
0.9-x=0.9-400 kn =360 kn,

¢ Dujina cijena
1.15-y=1.15-320 kn =368 kn.
2.inacica
Oznacimo slovom x Franinu cijenu izleta po osobi. Budu¢i da je Franina cijena po osobi naplacena za
80 kn vise od Dujine, slijedi da je Dujina cijena
x—80.
Frane je smanjio cijenu izleta za 10% pa vrijedi:

x—ﬂ-x=x—0.1-x=0.9-x.
00

Duje je povecao cijenu izleta za 15% pa slijedi:
15
x—80+ﬁ~(x—80) =x-80+0.15-(x—80) = x—80+0.15-x—12=1.15-x—92.

Nakon toga je izlet Dujinim brodom za 8 kn skuplji od-izleta Franinim brodom pa to zapisujemo
sljedec¢om jednadZbom:
0.9 -x+8=115-x-92.

Rijesimo dobivenu linearnu jednadzbu.
09-x+8=1.15-x-92 = 09-x-1.15x=-92-8 = —-0.25-x=-100 /: (—0.25) = x=400.
Nove cijene izleta po osobi su:

¢ Franina cijena
0.9-x=0.9-400 kn =360 kn,
¢ Dujina cijena
1.15-x—-92=1.15-400 kn—92 kn =368 kn.
Vjezba 047
Frane i Duje brodovima prevoze turiste na cjelodnevni izlet do obliZnjeg otoka. Duje je cijenu

izleta po osobi naplacivao za 80 kn manje od Frane. Kada su to uocili, Frane je smanjio cijenu izleta za
10%, a Duje povecao za 15%. Nakon promjene cijena, izlet Franinim brodom je za 8 kn po osobi
jeftiniji od izleta Dujinim brodom. Kolike su nove cijene izleta?

Rezultat: 360 kn , 368 kn.

Zadatak 048 (Tonka, srednja Skola)
Nadi parametar a ako je uredeni par (2, 1) rjeSenje sustava jednadzbi
a-x—b-y=5
b-x+y=3.
Rjesenje 048
l.inacica
Budué¢i da je uredeni par (2, 1) rjesenje zadanog sustava, uvrstit ¢emo umjesto x i y vrijednosti 21 1, i
tako dobiti sustav jednadZbi u kojem su nepoznanice a i b:



(x.y)=(21)

a-2-b-1=5 2-a-b=5 2-a-b=5 2-a-b=5
ax-b-y=5; = } } } } =

f— - sy
b-2+1=3 2:b+1=3 2:b=3-1 2:b=21/:2
b-x+y=3

2-a-b=5 metoda
= = = 2-a-1=5 = 2-a=5+1 = 2-a=6/:2= a=3.
b=1 supstitucije
2.inacica
Budu¢i da je uredeni par (2, 1) rjesenje zadanog sustava, uvrstit ¢emo umjesto x i y vrijednosti 21 1, i
tako dobiti sustav jednadZbi u kojem su nepoznanice a i b:

(xy)=(21)

a-2-b-1=5 2-a-b=5 2-a-b=5 2-a-b=5
ax-b-y=5; = = = = =

b-2+1=3 2-b+1=3 2:b=3-1 2:b=2
b-x+y=3
metoda suprotnih 2-a-b=5/-2 4.a-2-b=10
= = = = 4.a=12/:4 = a=3.
koeficijenata 2:b=2 2:b=2
Vjezba 048
Nadi parametar b ako je uredeni par (2, 1) rjeSenje sustava jednadzbi
a-x—=b-y=5
b-x+y=3.
Rezultat: 1.

Zadatak 049 (Malena, gimnazija)

1
Rijesi u skupu R nejednadzbu i skup rjesenja skiciraj na brojevnom pravcu: — > 5.

X
Rjesenje 049
Ponovimo!
a>b , c>0 = a-c>b-¢c , a>b, c<0 = a-c<b-c , aeR\{O} = a2>0.
a>01 a<( a a>01 a<(
a-b>0 & ili , —>0 & ili .
b>0[ " b<0 b b>0[ " b<0
1.inacica
Uoc¢imo da x ne smije biti jednak nuli:
x#0.
1 1 1-5-
—>5= —-5>0= *>o.
by X by
Ova nejednakost ispunjena je u dva slucaja.
1.slucaj
1
1-5-x 1-5-x>0 —-5-x>-1 -5-x>-1/:(-5) x<—
>0 = = = = 5¢ =
X x>0 x>0 x>0
x>0

trazZimo presjek, 1 1
= o = xe{0,-) = 0<x<-.
zajednicki dio 5 5
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xX<—
5
/'OO
= o N + oo
0 1
5
x>0
+ oo
N
~® & = >
~ >
0 1
5
1
xe<0,g> = 0<x<—
ke e Ne + 00
o 1
5
2.slucaj
1-5-x 1-5-x<0 —5-x<-1 —5-x<—1/:(75) x>l
>0 = = = — 5 -
X x<0 x<0 x<0
x<0
trazimo presjek;
R Q. =  , prazan skup.
zajednicki dio
/-oo +oo\
< > prazan skup < >,
0 1
5

Rjesenje je, dakle,
1
xe(0,— ).
< 5 >

x#0.

2.inacica
Uoc¢imo da x ne smije biti jednak nuli:

1
—->5 =
X

= —>5/~x2 = x>5-x2 = x—5-x2>0 =

mnoZzimo nejednakost
X

pozitivnim brojem x
= x-(1—5~x) >0.

Ova nejednakost ispunjena je u dva slucaja.
1.slucaj

1-5-x>0 -5-x>-1 =5-x>-1/:(-5) x<l
x(1-5-x)>0 = = = = 50 =
x>0 x>0 x>0
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trazimo presjek, 1 1
= o = xe{0,-) = 0<x<-.
zajednicki dio 5 5

1
xX<—
5
/'OO
| o Ny + oo
~ »
0 1
5
x>0
+ oo
N
- 0o < S >
0 1
5
1
xe<0,g> = 0<x<—
il n/ \“ + oo
o 1
5
2.slucaj
1-5-x<0)  —5hp<ll —5ex<—1/:(=53) ot
x(1-5x)>0 = = = = 5=
x<0 x<0 x<0
x<0
trazimo presjek,
e =  , prazan skup.
zajednicki dio
/-oo -|-oo\
< > prazan skup < >,
0 1
5

Rjesenje je, dakle,
1
xe( 0, — ).
< 5 >

1
Rijesi u skupu R nejednadZbu i skup rjeSenja skiciraj na brojevnom pravcu: — > 3.
X

Vjezba 049

1
Rezultat: X€E < 0, g >

Zadatak 050 (Sena, gimnazija)

Ako se brojniku nekog razlomka doda 3, dobije se 2, a ako se od brojnika istog razlomka
oduzme 5, dobije se 1. Koji je to razlomak?
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Rjesenje 050

Oznacimo traZeni razlomak sa 1.
y
l.inacica
Postavimo sustav jednadzbi.
"Ako se brojniku nekog razlomka doda 3, dobije se 2..."

+3
al =2, y#0,
Yy
"... ako se od brojnika istog razlomka oduzme 5, dobije se 1."
-5
al =1, y%0.
y
1z sustava jednadzbi slijedi:
x+3=2 x+3=2/.)_
y y x+3=2-y x=2-y=-3 metoda suprotnih
x=5 x=5 x—5=y x—y=5 koeficijenata
=1 =1/
y Yy
x=2-y==-3/ (—l) -x+2-y=3 y=38
= = y=8 =
x—y=5 x—y=5 x—y=5
= x—8=5 = x=5+8= x=13.
13
TraZeni razlomak iznosi E
2.inacica
Postavimo sustav jednadzbi.
"Ako se brojniku nekog razlomka doda 3, dobije se 2..."
+3
al =2, y#0,
Yy
"... ako se od brojnika istog razlomka oduzme 5, dobije se 1."
-5
al =1, y%0.
y
1z sustava jednadzbi slijedi:
x+3 —9 x+3 x+3
y podijelimo y 2 y x+3
= = = =D —=2 = =2 =
x=5 | jednadzbe x=5 1 x=5 x=5
y y y
x+3
= 5:2/. (x=5) = x+3=2(x-5) = x+3=2-x-10 = x-2-x=-10-3 =
X—
=1 1343 16
+
= —x=-13/(-1) = x=13 = x+3 =2 = —2=2/2 = y=8
=2 y y 2
y

. . .13
Trazeni razlomak iznosi —.
8

13



Vjezba 050
Ako se brojniku nekog razlomka doda 1, dobije se 3, a ako se od brojnika istog razlomka
oduzme 1, dobije se 2. Koji je to razlomak?

5
Rezultat: —.
2

Zadatak 051 (YeEaAhH, elektrotehnicka Skola)
2-a-3-b—-c=4

1
Rijesi sustav jednadZbi: 5 a=2-b —5 c=0

a+b+c=0.
Rjesenje 051
2-a-3-b—c=4 2-a-3-b—c=4 g3 h—c=d
%~a—2~b—§-c=0 = %~a—2~b—§-c=0/-6 = 3-a-12-b-2-c=0
a+b+c=0 a+b+c=0 atbte=0

U nekoj jednadzbi izraCunat ¢emo jednu nepoznanicu. Uvijek nastojimo naci nepoznanicu uz koju
stoji najmanji koeficijent po apsolutnoj vrijednosti. Vrijednost za nadenu nepoznanicu uvrstavamo u
druge jednadzbe. Na primjer, iz tre¢e jednadzbe izracunat ¢emo nepoznanicu c i njezinu vrijednost
uvrstiti u prvu i drugu jednadzbu.

2-a-3-b—c=4 2-a-3-b—c=4
2-a-3-b—(-a-b)=4
3.a-12-b-2-¢=0p = 3-a-12-b-2-c=0} = =
3-a-12:b-2-(-a-b)=0
a+b+c=0 c=—a->b

2-a=-3-b+a+b=4 3-a=2:b=4 3-a-2-b=4 3-a-2-b=4
= = = = .
3-a-12-b+2-a+2-b=0 5<a=10-b=0 5:a=-10-b=0/:5 a-2-b=0
Dobili smo sustav od dvije jednadzbe sa dvije nepoznanice a i b. RijeSit ¢emo ga metodom suprotnih
koeficijenata. U obje jednadZbe uz istu nepoznanicu nastojimo dobiti suprotne koeficijente. To su dva

broja ¢€iji je zbroj jednak 0. Da bismo dobili suprotne koeficijente moramo ili jednu ili obje jednadZbe
pomnoZiti odgovaraju¢im brojevima.
3-a-2-b=4 metoda suprotnih 3-a-2-b=4 3.a-2-b=4
= = =
a-2-b=0 koeficijenata a-2-b=0/ (-1) —a+2-b=0
3-a-2-b=4
= = 2-a=4 = 2.a=4/:2 = a=2.
—a+2-b=0

Nepoznanicu b nademo tako da a = 2 uvrstimo u drugu jednadzbu

—a+2-b=0
5 = -2+42:b=0 = 2:b=2 = 2:b=2/:2 = b=1.
a=
Sada raCunamo nepoznanicu c.
c=—a-b
a=2 = c=-2-1 = ¢c=-3.

b=1

Rjesenje sustava jednadzbi je uredena trojka:
(a, b, c) =(2, 1, —3).
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Vjezba 051
5ca=b—-c=0
Rijesi sustav jednadzbi: { a+2-b+3-c=14
4-a+3-b+2-c=16.

Rezultat: (a, b, c) = (1, 2, 3).

Zadatak 052 (Kiki, gimnazija)
Rijesi sustav jednadZzbi:

Rjesenje 052
Ponovimo!
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju

a-(b+(7):a~b+a-c s a~b+a~c‘:a~(b+c).

1.inacdica

+—j=o.3+x—l+o.4+x+— -
5 5

jednadibe 23

1
_'(g_a:mﬂh% broji 1
zbrojimo 1
[ J } (x YJ (X y y

= L 22 I o034 x- 2104404205 2. 2 I 2034 - 4044212 >
2 3 5 5 212 3 2 3 5 5

1 1
= E-x=0.7+2-x = E-x=0.7+2~x/- 2 =2 x=14+4-x = x—4-x=14 =

1.4 14 7
= -3.x=14 = -3-x=14/:(-3) = XS-—S D a=o D x=—

30 15
Vrijednost nepoznanice x uvrstimo u jednu jednadzbu da bismo izracunali y. Na primjer,
uvrstit ¢emo u drugu jednadzZbu.
7
s |- 7 7 47
1 = —- _15+Z :0.4——+z = -(——+XJ:———+X =
R U N 21 2 3 30 3) 10 15 5
2\2 3 5
7 2 7 7
L I A

———+=/-60 = =T7+10-y=24-28+12-y =
60 6 5 15 5 60

2 7 vy
5 15 5

3
= 10-y-12-y=24-28+7 = —-2-y=3 = -2-y=3/:(-2) = y==3-
Rjesenje sustava je uredeni par:

2.inacica
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1(x y y 1 (x yj y Xy 2.y
————— =03+x-2 — 22034022 X_y_ I
2 (2 3) 5 2 (2 3 5 5Ty 062
1 1 2y [T
. .

S P [ Y A — 24l 044242/ 2 Zi2o08+2. 0422
2 2 (2 23 5

*_Y_ e

53 06 2xm == /30 15-x=10-y=18+60-x—12-y

- 2 TS x+10- y = 24460 x+12
§+%:0.8+2-x+?y/-30 = ey

15-x+10-y—-60-x—-12-y=24 —45-x-2-y=24
Dobili smo sustav od dvije jednadzbe sa dvije nepoznanice x i y. RijeSit ¢emo ga metodom suprotnih
koeficijenata. U obje jednadZbe uz istu nepoznanicu imamo suprotne koeficijente. To su dva broja
¢iji je zbroj jednak 0.

15-x-10-y—60-x+12-y =18 } —45.x+2-y=18 }
= .

—45.-x+2-y=18 42 7
Y > 90 x=42 = —90-x=42/: (~90) = x=-2 = x=——L.
Nepoznanicu y nademo tako da x uvrstimo u drugu jednadzbu.
7
s 1 -~ 1 (7 4 7
1 = —| DBl |ca-L4 il —.(-—+l)=—-—+l =
LX) Coasrs? 21 2 3 15 -5 2 3 3) 10 15 5
2\2 3 5
7 2 7 7 2 7
—y2 o LY L Y2 Y 60 = 7410y =24-28412y =
60 6 5 15 5 60 6 515 5
3
= 10-y-12-y=24-28+7 => 2. y=3 = -2.y=3/:(-2) = y==7.

Rjesenje sustava je uredeni par:

Vjezba 052

2 Y 06+2x-22
Rijesi sustav jednadzbi: 3 25
o842 0422
23 5
7
Rezultat: (x, y)= __’_g )
15 2

Zadatak 053 (Ljiljana, srednja Skola)
Odredi sve vrijednosti parametra a € R tako da svako rjeSenje x, y sustava jednadzbi

x+y=a
{ 2-x-y=3
zadovoljava uvjet x >y.
Rjesenje 053
Ponovimo!

Parametar: veli¢ina o kojoj ovisi funkcija ili oblik krivulje.
Rijesimo sustav jednadzbi.
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xX+y=a metoda suprotnih a+3
= . = 3-x=a+3 = 3-x=a+3/:3 = x=
2-x—y=3 koeficijenata 3
Sada raCunamo nepoznanicu y.
+ =
= metoda a+3 a+3 3-a—(a+3)
a+3 ¢ = L = +y=a = y=a-— = y=— =
xX= supstitucije 3
3
3-a-a-3 2-a-3
= y: =

Bududi da x i y moraju zadovoljavati uvjet x >y, slijedi:

a+3 2-a-3
x: N =
3 Y 3

a+3 2-a-3 a+3 2-a-3
> = > /
3 3 3 3

3 => a+3>2a-3 =
x>y

= a-2-a>-3-3 = —a>-6 = —a>-6/-(~1) = a<6 = ae(-,6).

o & I + oo

6

L.
L8

Vjezba 053
Odredi vrijednost parametra a € R tako da rjesSenje x, y sustava jednadzbi

x+y=a
2-x-y=3
zadovoljava uvjet x =y.

Rezultat: a=06.

Zadatak 054 (Rocky, gimnazija)

Rijesi sustav jednadzbi:
36
50

56.

x(y+z2)
y-(z+x)
z-(x+y)

Rjesenje 054
Ponovimo!

at p" = (a~b)n .
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju
a~(b+c) =a-bt+ta-c , ab+a-c =a~(b+c).
Zbrojimo jednadZbe i od dobivenog zbroja oduzmemo posebno svaku jednadZbu.
x-(y+2)=36
zbrojimo
y(z+4x)=50¢ = | =
jednadZbe
z-(x+y)=56

= x-(y+z)+y-(z+x)+z-(x+y)=142 = x-y+x-z+y-z+y-x+z-x+z-y=142 =

= 2. x-y+2:-x-z4+2-y-z2=142 = 2-x-y+2-x-z24+2-y-2=142/:2 = x-y+x-z+y-z=71L
x-y+x-z+y-z=T71 x-y+x-z+y-z=171 oduzmemo
= =
x~(y+z)=36

X-y+x-7=36 jednadzbe

17



= xy+xz+yz_xy—x2=35 s ,\*y+x:+yz—/\”y—/\”1=35 = yz=35
X-y+x-z+y-z=71 x-y+x-z+y-z=71 [ oduzmemo |
= =
y-(z+x)=50

= x-y+x-z+y-z—-y-z—-y-x=21 = x-y+x-z+y-z—-y-z—y-x=21 = x-z=2L

y-z+y-x=50 | jednadZbe |

=
2-x+z-y=56

x-y+x-z+y-z=T71 x-y+x-z+y-z=171 [ oduzmemo |
=
z:(x+y)=56
= Xytx-ztyz-zx-zy=15 = xytxoztyz-za-zy=15 = xy=15.

| jednadZzbe |

Dobili smo ekvivalentan sustav jednadzbi.

y-z2=35
z-x=21
x-y=15
TraZimo rjeSenja sustava.
1.inacica
y-z=35 »
pomnozimo 27 2 2
z-x=21 ) = y-z:z2-x-x-y=3521'15=> x" -y~ -z7 =11025 =
jednadzbe
x-y=15

=3 (x-y-z)2=11025 = (x-y-z)2=11025/\/— = x-y-z=+,11025 = x-y-z=%105.

Rjesenja sustava glase.
® Prvorjesenje

== =-3 = x,=-3,
| jednadzbe Pz 35 vz 1

x-y-z=-105 [ podijelimo | X YRz 105 X Y-z
= =
y-z=35

. = = = =-5= y1=—5,
| jednadzbe ] 7-X 21 7-X

x-y-z=-105 [ podijelimo | X-y-z 105 X-y-z
=
z-x=21

. = = = =-7 = z1=—7.
_Jednadibe ) X-y 15 X-y

x-y-z=-105 :_podijelimo_ x-y-z 105 x-y-z
x-y=15
Rjesenje sustava je uredena trojka
(330 91 ) = (=3, =5, 7).

® Drugo rjesenje

x-y-z=105 [ podijelimo | x-y-z 105 XYz
= | =5 == :3:x2:3,

y-z=35 | jednadZbe | y-z 35 y-z

x-y-z=105 [ podijelimo | Sy 105 oy
y :>I?J o Xy 106 xy =5 = y, =5,

7-x=21 | jednadZzbe | 7-X 21 X

x-y-z=105 [ podijelimo | x-y-z 105 X y-z
= 1. = = = =7 = z,=T.

x-y=15 | jednadZzbe | X-y 15 x-y

Rjesenje sustava je uredena trojka
(1290 2)=(3.5.7).
2.inacica
Prvu jednadZbu sustava podijelimo sa drugom i treCcom jednadzbom.
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y-z=35 yz_35 yz_3 y_3 Xzé/ ¢ y:é.
z-x 21 z-x 3 x 3 x 3 3
z-x=217 = = = = =
s y-z_35 )f"Z_7 z 7 z 7/ 7
Yy x-y 15 x-y 3 x 3 x 3 : 3
Racunamo nepoznanicu x.
x~(y+z)=36 metoda 5 7 12 2
5 7 = =2 x=x+=x|=36 > x—-x=36 > 4-x =36 =
y=—:Xx, z=—:X supstitucije 3 3 3
3 3

x=-3
:>4~x2=36/:4:>x2=9:>x2=9/f:>x12=+ 9 = | }

Racunamo nepoznanicu y.
5 5
- ==(-3 =2.(-3 _
x=-3 s =33 =7y =5
= | y=—X| = = = .
Xy = 3 3 5
3

Racunamo nepoznanicu z.

Rjesenja sustava su uredene trojke:

(xl, yl, Zl) :(_3, _5, —7) P’y (x2, y2, Z2) :(3, 5, 7)
Vjezba 054
Rijesi sustav jednadZzbi:
x~(y+z)=5
y-(z+x)=8
Z-(x+ y)=9.
Rezultat: (xl, L Zl) =(—1, -2, —3) s (xz, DY z2)=(1, 2, 3).

Zadatak 055 (Rocky, gimnazija)
Rijesi sustav jednadZzbi:
X- (x +y+ Z) =6
12

y(x+y+z)
z-(x+ y+z) =18.
Rjesenje 055
Ponovimo!
Drugu i tre¢u jednadZbu sustava podijelimo sa prvom jednadZbom.
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x-(x+y+z)=6 yo(xty+e) 12 y'(x+y+z)=2
x~(x+y+z) 6 x~(x+y+z)

y(x+y+z)=12 = z~(x+y+z)_18 = z~(x+y+z)_ =

z(x+y+z)=18 T —s e
y-(A+y+z)

N x.(x+y+z)_2 - %=2 . §=2/ ! N y=2 x}
Z-(x+y+z)=3 2.3 2.3/, z=3-x
x-(x+y+z) X X
Racunamo nepoznanicu x.
x(x+y+z)=6
y=2-x = {metoéa . } = x-(x+2-x+3-x)=6 = x-6x=6 = 6-x2=6 =
supstitucije

z=3-x
2 2 2 4 x=-1
= 6:x =6/:6=>x =1=>x =1/ 2961’2——«/12 .

Racunamo nepoznanicu y.

Rjesenja sustava su uredene trojke:

(o v )= (-1 =2.-3) o (3. 990 25) = (1. 2.3).
Vjezba 055
Rijesi sustav jednadzbi:
x~(x+y+z)=12
y-(x+y+z)=48

z-(x+y+z)=72.

Rezultat: (xl, Ap Zl) =(—2, -4, —6) , (xz, Yo 12)=(2, 4, 6).

Zadatak 056 (Rocky, gimnazija)
Ne rjesavajudi sustav jednadzbi nadi x - y - z.
x+y+z=1
2 2 2
x4y +z =2
3 3 3
x 4y +z7 =3
Rjesenje 056
Ponovimo!
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2 3
(a+b) =c12-4-2~a~b-i-b2 s (a+b) =a3+3-az~b+3-a-bz+b3.

Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju
a~(b+c) =a-bt+a-c , a~b+a-c‘:a-(b+c‘).

Izvedimo identitet pomocu kojega raunamo umnoZak x - y - z.

(x+y+z)3 =((x+y)+z)3 =(x+y)3+3~(x+y)2-z+3-(x+y)~zz+z

=x3+3-x2-y+3-x-y2+y3+3-(x2+2-x-y+y2)-z+3-(x+y)-z2+z =
=x3+3~x2~y+3~x~y2+y3+3~x2~z+6~x~y~z+3~y2~z+3~x~z +3-y-z +z" =

=x3+y3+z3+3-x2-y+3-x-y2+3-x2-z+3-y

3,3, 3 2 2 2 2 2 2
=(x"+y " +z7 |43 xT y+xy T Hx T z4y 24 xz T +yzT [+6-x-y-2=

3,.3,.3 2 2 2 2 2 2
=(x"+y +z7 | +3 | x T y+x T2y T x+y Tz x+z Ty |+6-x-y-z=

=(x3+y3+z3)+3~x2(y+z)+y2(x+z)+zz(x+yﬂ+6uvy~z—
_x+y+z=l = y+z=1-x

=l x+y+z=1 = x+z=oy |=

| xty+z=1 = xfyp=1-z
=(x3+y3+13)+3~[x2~(1—x)+y2~(1—y)+z2~(1—z)]+6~x~y-z=
3..3,°3 2.3 2 3. 2 3
=(x"+y 27| +3 | xS =Ty T -y T+ -z |46 x-y-z=
3..3,°3 2 2 2 3.3, 3
=lx"+y +z7 | +3 | xT+y +z | x +y +z | |[+6x-y-z
Iz dobivenog identiteta raunamo umnoZak x - y - z.
3 3.3 3 2 2 2 3,3 3
(x+y+z) =lx"+y +z7 |43 | xT+y +z - |x +y +z | |[+6xy-z =
= 13=3+3-[2—3]+6-x-y-z = 1=3+3-(-1)+6-x-y.z = 1=3-3+6-x-y-z =
1
= 1=3-34+6xy-z > 1=6-xy-7 = 1:6~x~y~z/lg = x~y~z=g.
Vjezba 056
Ne rjesavajudi sustav jednadzbi nadi x - y - z.
x+y+z=2
x2+y2+z =4

x3+y3+z3=6.

Rezultat: —.
3
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Zadatak 057 (Klarchy Rokerica, gimnazija)

Opseg jednakokracnog trokuta jest 31 cm. Razlika duljine kraka i osnovice jest 5 cm. Kolike
su duljine stranica?
Rjesenje 057

Ponovimo!
Trokut koji ima dvije sukladne stranice zove se jednakokracni trokut. Sukladne stranice su kraci, a
treca stranica zove se osnovica trokuta. Opseg jednakokracnog trokuta iznosi:

O=a+2b,
gdje je a duljina osnovice, b duljina kraka.
Neka je x duljina osnovice, a y duljina kraka jednakokracnog trokuta. Postavimo sustav jednadZbi.
"Opseg jednakokrac¢nog trokuta jest 31 cm."

x+2-y=31.
"Razlika duljine kraka i osnovice jest 5 cm."

y—x=35.

Rijesimo sustav jednadzbi.

x+2-y=31 x+2-y=31 metoda suprotnih
= = 3.y=36 = 3-y=36/:3 =

y—x=5 —x+y=5 koeficijenata
x+2-y=31
= y=12 = o = x+2:12=31 = x+24=31 = x=31-24 = x=7.
y:

Duljina osnovice je 7 cm, a kraka 12 cm.
Vjezba 057

Opseg jednakokracnog trokuta jest 22 cm. Razlika duljine kraka i osnovice jest 2 cm. Kolike
su duljine stranica?

Rezultat: 6 cm, 8 cm, 8 cm.

Zadatak 058 (Klarchy Rokerica, gimnazija)
Opseg jednakokracnog trokuta jest 45 cm, a duljina kraka tog trokuta je 2 puta veca od duljine
osnovice. Kolike su duljine stranica tog trokuta?
Rjesenje 058
Ponovimo!
Kako zapisati: broj a je dva puta veci od broja b?

a a
a=2-b , —=2 , —=b.
b 2
Kako zapisati: broj a je n puta veci od broja b?
a a
a=n-b , —=n , —=bh
b n

Trokut koji ima dvije sukladne stranice zove se jednakokracni trokut. Sukladne stranice su kraci, a
treca stranica zove se osnovica trokuta. Opseg jednakokracnog trokuta iznosi:

O=a+2b,
gdje je a duljina osnovice, b duljina kraka.
Neka je x duljina osnovice, a y duljina kraka jednakokracnog trokuta. Postavimo sustav jednadZzbi.
"Opseg jednakokracnog trokuta jest 45 cm, ..."

x+2-y=45.
"..., a duljina kraka tog trokuta je 2 puta veéa od duljine osnovice."

y=2-x

Rijesimo sustav jednadzbi.
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x+2-y=45} [metoda
=

5 } = x+2-2.x=45 = x+4.-x=45 = 5-x=45 =
y=2-x

supstitucije

y=2-x
= 5x=45/:5 = x=9 = 5 = y=2.9 = y=18.
xX=
Duljina osnovice je 9 cm, a kraka 18 cm.
Vjezba 058
Opseg jednakokracnog trokuta jest 25 cm, a duljina kraka tog trokuta je 2 puta veca od duljine
osnovice. Kolike su duljine stranica tog trokuta?

Rezultat: 5 cm, 10 cm, 10 cm.

Zadatak 059 (Ava, uciteljska akademija)

Ivan, Marko i Jelena zajedno su ustedjeli 720 kuna. Ivan ima 2 puta vise ustedevine od Marka
i Jelene zajedno. Marko ima tri puta manje ustedevine od Jelene. Koliko je svaki od njih ustedio?

Rjesenje 059
Ponovimo!
Kako zapisati: broj a je dva puta veci od broja b?

a=2b , Z=2 , Zop,
b 2
Kako zapisati: broj a je tri puta manji od broja b?
3-a=b

Oznacimo slovima X, y i z redom ustedevine:

x je Ivanoya uStedevina,
y je Markova ustedevina,
z je Jelenina ustedevina.
Postavimo sustav jednadZzbi.
" Ivan, Marko i Jelena zajedno su ustedjeli-720 kuna. "

x+y+z="720.
" Ivan ima 2 puta viSe ustedevine od Marka i Jelene zajedno. "
x=2-(y+z).
" Marko ima tri puta manje ustedevine od Jelene. "
3-y=1z
Rjesavamo sustav od tri linearne jednadZbe sa tri nepoznanice.
x+y+2z=720
x=2- (y + z)
3-y=z
l.inacica
x+y+2z=720 x+y+2z=720 iz tre¢e jednadZbe

) ) x+y+3-y=720
x=2-(y+z) = x=2-y4+2-z ; = |zuvrstimou prvui| =

. . x=2-y+2:3-y
3-y=z 3-y=z drugu jednadzbu

x+4~y=720} x+4-y=720} {metoda
= = =

= 8 y+4-y=720 = 12-y=720 =
x=2-y+6-y

x=8-y supstitucije

= 12:y=720/:12 = y=60.

Racunamo z.
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3-y=z
= 3.60=z = 180=7z = z=180.
y =60

Racunamo x.

x=2(y+z) } = x=2-(180+60) = x=480.
y=180 , z=60
Ivan je ustedio 480 kn, Marko je usStedio 60 kn, a Jelena je ustedjela 180 kn.
2.inacica
x+y+z=720 x+y+z=720

iz druge jednadzbe 2-y4+2-z+y+2=720
x=2-(y+z) = x=2-y+2-7 = = =

X uvrstimo u prvu 3-y=z

3y=z 3-y=z
3-y+3-2=720 3-y+3-2=720/:3 y+z=240 metoda suprotnih
= = = = =
3-y-2=0 3-y=2=0 3-y=2=0
= 4.y=240 = 4-y=240/:4 = y=060.

koeficijenata

Racunamo z.
3-y=z2
= 3-60=z = 180=z7 = z=180.
y=60
Racunamo x.
x=2-(y+z)

= x=2-(180+60) = x=480.
y=180, z=60
Ivan je ustedio 480 kn, Marko je ustedio 60 kn, a Jelenaje ustedjela 180 kn.
Vjezba 059
Ivan, Marko i Jelena zajedno su ustedjeli 720 kuna. Ivan ima 2 puta vise ustedevine od Marka
i Jelene zajedno. Jelena ima tri puta viSe ustedevine od Marka. Koliko je svaki od njih uStedio?

Rezultat: Ivan je uStedio 480 kn, Marko je ustedio 60 kn, a Jelena je ustedjela 180 kn.

Zadatak 060 (Filip, gimnazija)
2 2
Uredeni par (X, y) rjeSenje je jednadzbe (2 Xx+y-— 2) + (x— 2.y —1) =0. Tada je:
A) x-y=3 B) x-y=0 C)x-y=6 D) x-y=1

Rjesenje 060
Ponovimo!

a2+b2=0 < a=b=0.

Budu¢i da je zbroj kvadrata jednak nuli ako i samo ako su oba pribrojnika jednaka nuli, dobije se
sustav od dvije jednadZbe sa dvije nepoznanice koji rijeSimo metodom suprotnih koeficijenata.

2 2 2:x+y-2=0 2-x+y=2 metoda suprotnih
(2-x+y—2) +(x—2-y—1) =0 > Y = Y = P =
x=2-y=-1=0 x=2-y=1 koeficijenata
2-x+y=2/-2 4.-x+2-y=4 x=1
= = = 5x=5=5x=5/5 = x=1= =
x—=2-y=1 x=2-y=1 2-x+y=2

= 2:11+y=2 = 2+y=2 = y=2-2 = y=0.
Tada je:
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Odgovor je pod B.
Vjezba 060
Uredeni par (X, y) rjeSenje je jednadzbe (3-x—2 -y —1)2 + (x— 2.y —3)2 =0. Tada je:
A) x-y=1 B) x-y=3 C)x-y=2 D) x-y=4
Rezultat: C.
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