Zadatak 041 (Josip, gimnazija)

12 13
Koliki je zbroj svih koeficijenata polinoma f (x)= (x LI 2) : (x 2 5.x4 3) ?
RjeSenje 041
Ponovimo!
Ako je zadan polinom n — tog stupnja
P(x)za xtva o x"+a -xn_2+...+a -x2+a “x+a
n n n—1 n—2 2 1 0

tada je
P, (1)=a, ta, _ta, o+ .. ta,ta ta,.

Buduc¢i da je zbroj svih koeficijenata polinoma P(x) jednak P(1), slijedi:

N 12 13
f(x)=(x2—2'x+2)12~(x2—5~x+3)13 3f(1)2(12—2'1+2) ~(12—5~1+3) =

12(

= rm=(1-—2+22(1-5+3)P = r)=12. )P = r)=1.(-1) > F(1)=-1.

Vjezba 041
2 8 (2 4
Koliki je zbroj svih koeficijenata polinoma f (x)= (x -2-x+ 2) : (x -5-x+ 3) ?

Rezultat: 1.

Zadatak 042 (Neira, gimnazija)
Odredi realne brojeve m i n tako da polinom p(x)'=2 - x*+5-x* = 17 - x> + m - x + n bude
djeljiv sa polinomom f(x) =2 - x* — x — 6.
Rjesenje 042
Ponovimo!
Poucak o nul-polinomu
Za polinom bilo kojeg stupnja vrijedi ova tvrdnja: Ako je za svaki realan broj x, p(x) = 0, onda su svi
koeficijenti polinoma p(x) jednaki nuli.
Poucak o djeljivosti polinoma
Kada dijelimo polinom f(x) polinomom g(x) traZimo takav polinom q(x) da je

f(x) = g(x) - q(%).
Ako takav polinom q(x) postoji, kaZzemo da je polinom f(x) djeljiv polinomom g(x). U opéem slucaju
bit ¢e
f(x) = g(x) - (%) +1(x),
gdje je r(x) ostatak dijeljenja polinoma f(x) polinomom g(x). Ostatak r(x) je uvijek za bar jedan
stupanj niZi polinom od g(x).
Promatramo dijeljenje polinoma

2-x4+5~x3—17~x2+m~x+n):(2-x2—x—6).

Polinome koje dijelimo piSemo po padaju¢im potencijama. Dijelimo prvi ¢lan djeljenika, 2 - x”, prvim
¢lanom djelitelja, 2 - x”.

2x 4 :2x 2 X 2.
Koli¢nik x* zatim pomnoZimo djeliteljem, 2 - x* — x — 6, i umnoZak potpisujemo pod odgovarajuce
potencije djeljenika.

(2-x4+5~x3—17~x2+m~x+n):(2-x2—x—6)=x2



Potpisanim ¢lanovima 2 - x* — x* — 6 - x* promijenimo predznake i zbrojimo s odgovarajuéim
¢lanovima djeljenika. SpuStamo sljedeci ¢lan djeljenika, m - x.

2~x4+5~x3—17~x2+m~x+n):(2-x2—x—6)=x2

—2~x4 $x3 $6~x2

-i—6-x3 —ll~x2+m~x
Ponovno prvi ¢lan djeljenika, 6 - x* — 11 - x* + m - x, dijelimo prvim ¢lanom djelitelja, 2 - x°.
6x3 :2x2 =3-x

Koli¢nik 3 - x zatim pomnoZimo djeliteljem, 2 - x* — x — 6, i umnoZak potpisujemo pod odgovarajuée
potencije djeljenika.

2~x4+5~x3—17~x2+m~x+n ):(2-x2—x—6)=x2+3~x

—2~x4 :Fx3 :F6~x2

+6~x3 —ll~x2+m~x

Potpisanim ¢lanovima 6 - x* — 11 - x* + m - x promijenimo predznake i zbrojimo s odgovarajuéim
¢lanovima djeljenika. SpuStamo sljedeci ¢lan djeljenika, n;

2~x4+5~x3—17~x2+m~x+n ):(2-x2—x—6)=x2+3~x

—2~x4 :Fx3 :|I6~x2

+6~x3 —11~x2+m~x

+6-x0 T3 x2 118 x

—8-x2+(m+18)~x+n

Ponovno prvi ¢lan djeljenika, — 8 - x* + (m + 18) - x + n, dijelimo prvim ¢lanom djelitelja, 2 - x°.

—8x2 :2x2=—4.

Koli¢nik — 4 zatim pomnoZimo djeliteljem, 2 - x* — x — 6, i umnoZak potpisujemo pod odgovarajuée
potencije djeljenika.



2~x4+5~x3—17~x2+m~x+n ):(2-x2—x—6)=x2+3~x—4

—2~x4 :Fx3 :|I6~x2

+6~x3 —11~x2+m~x

+6-x0 £3.x2 18 x

—8-x2+(m+18)~x+n
—8-x2 +4-x+24

Potpisanim ¢lanovima — 8 - x* + 4 - x + 24 promijenimo predznake i zbrojimo s odgovarajuéim
¢lanovima djeljenika.

2~x4+5~x3—17~x2+m~x+n ):(2-x2—x—6)=x2+3~x—4

—2~x4 :Fx3 :|I6~x2

+6~x3 —11~x2+m~x
3

+6-x0 £3.x2 118 x

—8~x2+(m+18)~x+n

ZF8~x2 4. x+24

(m+18—4)-x+n—24=(m+14)- x+n—24 ostatak

Ostatak je polinom prvog stupnjar(x) = (m + 14) - x + n — 24.
Budu¢i da su polinomi djeljivi, ostatak mora biti jednak nuli, tj. mora biti nul-polinom. Zbog teorema
o nul-polinomu koeficijenti ostatka, polinoma r(x) = (m + 14) - x + n — 24 jednaki su nuli:

(m+14)~x+n—24=0} m+14=0} m=—14}
= .

=
za svaki xe R n—24=0 n=24

Polinom p(x) =2 - x*+5 - x> = 17 - x>+ m - X + n glasi:
px)=2-x*+5-x*-17-x* - 14 x + 24.
Vjezba 042
Odredi realne brojeve m i n tako da polinom p(x) =2 - x*+5 - x> =17 - x* + m - x + 3 - n bude
djeljiv sa polinomom f(x) =2 - x* — x — 6.
Rezultat: m=-14 , n=8.

Zadatak 043 (Zvonko, maturant)
Odredi realne brojeve a i b tako da polinom P(x) = x> + 2 - x> —a - x + b pri dijeljenju s
Qi(x) = x — 2 daje ostatak 2, a pri dijeljenju s Q»(x) = x + 1 ostatak 3.
Rjesenje 043
Ponovimo!
Kada dijelimo polinom f(x) polinomom g(x) traZimo takav polinom q(x) da je

f(x) = g(x) - q(x).

3



Ako takav polinom q(x) postoji, kazemo da je polinom f(x) djeljiv polinomom g(x). U opéem slucaju
bit ¢e
f(x) = g(x) - (%) +1(x),
gdje je r(x) ostatak dijeljenja polinoma f(x) polinomom g(x). Ostatak r(x) je uvijek za bar jedan
stupanj niZi polinom od g(x).
Pretpostavimo da pri dijeljenju polinoma P(x) polinomom Q;(x) dobijemo koli¢nik qi(x) i ostatak 2.
To ovako zapisujemo:
3 2
P(x)=q1(x)~Q1(x)+2 = x +2-x —a~x+b=q1(x)~(x—2)+2.
Pretpostavimo da pri dijeljenju polinoma P(x) polinomom Q»(x) dobijemo koli¢nik g»(x) i ostatak 3.
To ovako zapisujemo:
P(x)=q2(x)~Q2(x)+3 = x3 +2~x2—a~x+b=q2(x)~(x+l)+3.
U jednadzbu
3 2
X" +2-x —a~x+b=ql(x)~(x—2)+2
uvrstimo x = 2 da se X — 2 ponisti:
2342.22 —a-2+b=¢;(2)(2-2)+2 = 8+8-2-a+b=¢(2):0+2 = 16-2-a+b=0+2 =
= 16-2-a+b=2 = -2-a+b=2-16 = -2-a+b=-14.
U jednadzbu
3

2
X" +2-x —a~x+b=q2(x)~(x+l)+3
uvrstimo x = — 1 da se x + 1 ponisti:
(<142 (<) —a-(=1)+b=q, (<1)-(-141)+ 3= —142+a+b=q,(~1)-0+3 =
= 1+a+b=0+3 = 1+a+b=3 = a+b=3-1= a+b=2.
Iz sustava jednadzbi dobiju se vrijednosti za a‘ib:

—2~a+b:—14} {metodasuprotnih} —2~a+b=—14/-(—1)} 2~a—b:14}
= = = =

at+b=2 koeficijenata a+b=2 at+b=2
16 a—E 16 16 10
= 3.4=16/:3 > a=— = 3 = —+4bh=2 = bhb=2—— = hb=—"—.
3 3
a+b=2

Vjezba 043
Odredi realne brojeve a i b tako da polinom P(x) = x* + 2 - x> —a - x + b pri dijeljenju s
Qi(x) = x — 2 daje ostatak 1, a pri dijeljenju s Q»(x) = x + 1 ostatak 4.

Rezultat: a=6 , b=-3.

Zadatak 044 (Iva, gimnazija)

Polinom f(x) =2 - x* — 3 - x + 5 razvij po potencijama od x — 2.
Rjesenje 044

Ponovimo!
Poucak o jednakosti polinoma:
Dva polinoma jednaka su ako i samo ako su istog stupnja i ako su im koeficijenti uz iste potencije
jednaki.

(a—b)2 =a2 —2-a-19+192

Budu¢i da je zadani polinom drugog stupnja, razvoj po potencijama od x — 2 glasi:

2~xz—3~x+5=A~(x—2)2 +B-(x-2)+C.
Potrebno je odrediti koeficijente A, B i C:



222 3.x45=A-(x-2) 2 +B-(x-2)+C = 2~x2—3~x+5=A~(x2—4~x+4)+B~(x—2)+C -

— 2. x2 3 x45=A-x2—4-A-x+4-A+B-x—2-B+C =

2 x2 3 x45=Ax2

+(—4-A+B)-x+(4-A-2-B+C).
Prema poucku o jednakosti polinoma dobije se sustav jednadZzbi:
A=2
-4-A+B=-3

—4~2+B=—3} —8+B=—3} B=-3+8 }
4-A-2-B+C=5

= = =
4.2-2-B+C=5 8§-2-B+C=5 8§-2-B+C=5

B=5
=
8—-2-B+C=5
Rezultat glasi:

} = 8-2-5+C=5=8-10+C=5= C=5-8+10 = C=T7.

2~xz—3~x+5=2~(x—2)2 +5-(x=2)+7.
Vjezba 044
Polinom f(x) = 3 - x* + 8 - X razvij po potencijama od x + 1.

Rezultat: 3~x2+8~x=3~(x+1)2+2~(x+1)—5.

Zadatak 045 (Dragan, srednja Skola)

Ako je polinom p(x) = x* +a - x* + b - x + 2 djeljiv polinomom q(x) = x* — 1, izradunaj a* — b’.
Rjesenje 045

Ponovimo!
Poucak o jednakosti polinoma:
Dva polinoma jednaka su ako i samo ako su-istog stupnja i ako su im koeficijenti uz iste potencije
jednaki.
Kada dijelimo polinom f(x) polinomom g(x) traZimo takav polinom q(x) da je

f(x) = g(x) - q(x).
Ako takav polinom q(x) postoji, kazemo da je polinom f(x) djeljiv polinomom g(x). U opéem slucaju
bit ¢e
f(x) = g(x) - (%) +1(x),

gdje je r(x) ostatak dijeljenja polinoma f(x) polinomom g(x). Ostatak r(x) je uvijek za bar jedan
stupanj niZi polinom od g(x).

l.inacica
Pri dijeljenju polinoma p(x) = x> + a - x> + b - x + 2 polinomom q(x) = x* — 1 dobijemo koli¢nik,
polinom prvog stupnja x + ¢ pa vrijedi:

x3+a~x2+b~x+2=(x2—l)~(x+c) = x3+a~x2+b~x+2=x3+c~x2—x—c =

3 2 3 2 2 2 jednakost
= x 4+ax +b-x+2=x"+4+cx —x-c = a-x +b-x+2=cx —-x-c = ) =
polinoma
=c =c 5
a=- 2 2
= b=—-1¢ = b=-1 =, 1}:»612—192:(—2) -(-1)" =
2=—c c=-2 B



2.inacica
Pri dijeljenju polinoma p(x) = x> + a - x> + b - x + 2 polinomom q(x) = x* — 1 dobijemo koli¢nik,
polinom prvog stupnja x + ¢ pa vrijedi:
x3 +a~x2+b~x+2=(x2—1)~(x+c).

Racunamo za koje vrijednosti od x se polinom q(x) = x* — 1 ponisti, tj. koje su njegove nultocke:
x, =1
22o1=0 = x2=1/Y = ! }

Sada je:
e zax=1

x3+a~x2+b~x+2=(x2—l)~(x+c) = 13+a~12+b~1+2=(12—1)~(1+c) =
= l+a+b+2=(1-1)-(14c) = l+a+b+2=0-(14c) = l+a+b+2=0 =
= a+b=-1-2 = a+b=-3.
e zax=-1

Crax?ihxr2=(e7 1) (vhe) = (—1)3+a~(—1)2+b~(—1)+2=((—1)2—1)~(—1+c) =

= —l+a-b+2=(1-1)-(-1+c) => -1+a-b+2=0-(1+c) = -l+a-b+2=0 =

= —l+a-b+2=1-2 = a~-b=-1.

Rijesimo sustav jednadzbi:

a+b=—3} {metoda suprotnih

=

a=-2
= 2va=-4/2 > a=-2 = =
a-b=-1

koeficijenata
= -2+b=-3= b=-3+2 = b=-1

Zato je

a=-2 2 2

e } = az—b2=(—2) -(-)" = al-br=4-1= a’>-p* =3
Vjezba 045

Ako je polinom p(x) = x* +a - x* + b - x + 2 djeljiv polinomom q(x) = x* — 1, izradunaj a* + b*.

Rezultat: 5.

Zadatak 046 (Dino, maturant)
Neka su x i y realni brojevi. Koju najmanju vrijednost moZze imati izraz
2=X4+y —6-x+4-y+24?

Rjesenje 046
Ponovimo!
2 2
a2+2-a-19+192=(a+b) , a2—2-a-19+192=(a—b) , x22()za svaki x.
2 2
(x-y)"=0 = x-y=0 = x=y , (x+y) =0= x+y=0 = x=—y.

z=x2+y2—6~x+4~y+24 = z=x2—6-x+y2+4~y+24.

Najprije nadopunimo izraze x> — 6 - x i y* + 4 - y na pune kvadrate.
¢ Nadopunjavamo izraz x* — 6 - x na puni kvadrat.
l.inacica
Rabimo formulu



a2—2~a~b+b2=(a—b)2.

Sada je
) izraz ne smije mijenjati vrijednost ) )
x —6-x=x"-2-3-x= =x =-23-x+3"-3" =
. 2 .2
pa ga nadopunimo sa +3~ -3
2 2
=(x2—2~3~x+32)—32 =(x-3)" =32 =(x-3)" 9.

2.inacica

Rabimo formulu

a2—2~a~b+b2=(a—b)2.

Sada je

x2—6~x x2—6-x a=x 1

) (2 o [ = 2:xb=6-x/-— = b=3.
a”=2-a-b+b a”=2-a-b+b 2a-b=6-x X
Buduéi da izraz x* — 6 - X ne smije mijenjati vrijednost, nadopunimo ga sa + 3? — 3 pa dalje slijedi:

2 2 2
x2—6~x 362—6~x+32—32 (x —6-x+3 )_3
= =
2 2
a2—2~a~b+b2=(a—b) a2—2~a~b+b2=(a—b) a2—2~a~b+b2=(a—b)2
2 2
= (x2—2~3~x+32)—32 = (x-3)523% = (x-3)°-o.

¢ Nadopunjavamo izraz y* + 4 - y na puni kvadrat.
l.inacica
Rabimo formulu
2
at+2abrb? =(a+b)".
Sada je

2

izraz he smije mijenjati vrijednost ) )
=y +2-2-y+27-2" =

y2+4~y=y2+2~2~y=
. 2 .2
pa ga nadopunimo sa +2 -2

=(y2+2~2~y+22)—22=(y+2)2—22 —(y+2)* -4

2.inadica
Rabimo formulu

a2+2~a~b+b2=(a+b)2.

Sada je
2 2
y +4y y o4y a=y 1
) (2 o S = 2-yb=4-y/ - — = b=2
a”+2-a-b+b a”+2-a-b+b 2-a-b=4-y 2-y
Buduéi da izraz y* + 4 - y ne smije mijenjati vrijednost, nadopunimo ga sa + 2* — 2* pa dalje slijedi:
2 2 2
y2+4~y yz+4~y+22—22 (y +4-y+2 )_2
= =
2 2
a2+2~a~b+b2=(a+b) a2+2~a~b+b2=(a+b) a2+2.a-b+b2=(a+b)2

= (y2+2~2~y+22)—22 = (y+2)2 22 = (y+2)* -4



Nakon sredivanja izraz glasi:
z=x2+y2—6~x+4~y+24 = z=x2—6-x+y2+4-y+24 =

= z=(x—3)2—9+(y+2)2—4+24 = z=(x—3)2+(y+2)2+11.

Najmanju vrijednost izraz poprima ako su izrazi u zagradama jednaki nuli:
x=3=0 x=3
= .
y+2=0 y=-2

z=(3—3)2+(—2+2)2+11 = z=0+9+11 = z=11.

Tada je njegova vrijednost jednaka:

Vjezba 046

Neka su x i y realni brojevi. Koju najmanju vrijednost moZze imati izraz
2=X+y' —4-x-6-y+23?
Rezultat: 10.

Zadatak 047 (Nicky, maturantica)
Zadan je polinom f(x) = (5 - x* = 7 - x + 1)**°. Napigemo li taj polinom u kanonskom obliku,
tj. f(X) = an - X"+ an1 - X" + ... + a1 - X + ag tada ée zbroj svih koeficijenata tog polinoma biti jednak:

A. 54018—72009+1 B. 52009+72009 C. 1 D. -1
Rjesenje 047
Ponovimo!
(_1) 2-n—1 DY
Zbroj svih koeficijenata polinoma u kanonskom obliku
f(x)=a, x" +a, ~xn_1+ vt xtag

glasi:
S=apt+a, |+ .. +apta,.
Uocimo da za polinom
n 1
f(x)=a, x ta, |-x + o tapxta,
vrijedi

n—1

f(l):anln+an_ll + ... +al~l+a0 f— f(l):an+an_l+ . +a1+a0.

Zato je
s=f(1).

Dakle, zbroj svih koeficijenata polinoma dobijemo ako za argument uzmemo 1, tj. x = 1.
Zbroj koeficijenata zadanog polinoma jednak je:

> 2009 2009
f(x):(S'x _7'“1) = s=(5~12—7~1+1) = s=(5-7+1) 2 5
s=£(1)
s=(—1)2009 = s=-1.
Odgovor je pod D.



Vjezba 047
Zadan je polinom f(x) = (6 - x* — 7 - x + 1)**°. NapiSemo li taj polinom u kanonskom obliku,
tj. f(X) = an - X"+ an1 - X" + ... + a1 - X + ag tada ée zbroj svih koeficijenata tog polinoma biti jednak:

A. 0 B. 2 C. 1 D. -1
Rezultat: A.

Zadatak 048 (Maturanti, HTT)
Koliki je zbroj nultocaka polinoma f (x) = (x+1) . (x—2) . (x—l—2~i) . (x—l+2~i) ?
Rjesenje 048
Ponovimo!
Funkcija oblika
. n n—1 n—2 2
jn(x)zan-x ta, X ta, 5-x t o tayx o tapxta
zove se polinom n — tog stupnja.
Broj X0 je nultocka polinoma f;, (x) ako je f; (xo) =0. Op¢enito vrijedi da polinom n — tog
stupnja ima n nultoCaka (one mogu biti realni ili kompleksni brojevi). Polinom
n n—1 n—2 2
fn(x)=a, x ta, X ta, 5-x t o tayx o tapxtag
moZemo faktorizirati:

fn(x):an.(x_xl).(x—xz).(x—x3). -(x—xn),

gdje su xi, X2, X3, ..., X, nultocke polinoma.
Uocimo da je zadani polinom cetvrtog stupnja pa ima Cetiri nultocke.

f(x)=(x+1)-(x=2)-(x=1=25i) - (x—1+2i)
F4 ()= (2= (r—xp o fx =5 ) (=)

=

£ ()= (e (1) (x22) (x=(1+2:1))-(x=(1-2:4))

T A= (i) (o) () -
F)=(x=(=1))-(x=2)-(x=(1+2-1))-(x=(1-27))

T )= (o) () () () -

x1=—1
x2=2
X3 =14+2-i
Xy =1-2.i

Zbroj nultocaka iznosi:
X)Xy + X3+, ==1+24+142-i+1-2-i=-14+2+1+2-i4+1-2-i =3.
Vjezba 048
Koliki je zbroj nultocaka polinoma f (x) = (x+1)~(x—2)~(x—1—5~i)~(x—1+5~i)?
Rezultat: 3.
Zadatak 049 (Marina, gimnazija)
x2 —-x+1

Skrati razlomak dijeljenjem polinoma u brojniku i nazivniku: .
x T +x-1



Rjesenje 049
Ponovimo!
Funkcija oblika
! ()_ N .ﬁn—1+ .ﬁn—2+ N .ﬁ2+ e
falx)=a, x a, 1°x a, 5 X e Ty X a-x+a
zove se polinom n — tog stupnja. Eksponent n naziva se stupanj polinoma. Koeficijenti polinoma su
realni brojevi an, an.1, an-, ... , &, a1, 8. Koeficijent a, # 0 naziva se vodeci koeficijent.
Kada dijelimo polinom f(x) polinomom g(x) traZimo takav polinom q(x) da je
f(x) = g(x) - q(x).
Ako takav polinom q(x) postoji, kaZemo da je polinom f(x) djeljiv polinomom g(x). U opéem slucaju
bit ¢e
fx) = g(x) - q(x) +1(x),
gdje je r(x) ostatak dijeljenja polinoma f(x) polinomom g(x). Ostatak r(x) je uvijek za bar jedan
stupanj nizi polinom od g(x).
Polinom u nazivniku moZemo podijeliti polinomom u brojniku jer je veceg stupnja.
Budu¢i da u polinomu
X +x-1
nedostaju ¢lanovi uz potencije x*, x* i x, njihovi koeficijenti jednaki su nuli. U polinomu éemo
ostaviti prostor na odgovarajuéem mjestu radi lakSeg potpisivanja. Podijelit ¢emo polinome. Da bismo
nasli koli¢nik, odredit ¢emo najprije njegov prvi ¢lan. Njega dobijemo kao koli¢nik prvih ¢lanova ovih
dvaju polinoma.
X xr=x7
Prvi ¢lan koli¢nika bit ¢e x*. S tim ¢lanom pomnofZi se djelitelj i rezultat oduzme od djeljenika.
Rezultat zapisujemo u obliku tablice.
Promatramo dijeljenje polinoma
&’ +Xx=D:x=x+1).
Polinome koje dijelimo piSemo po padaju¢im potencijama. Dijelimo prvi ¢lan djeljenika, x’, prvim
¢lanom djelitelja, x”.
X xr=x7
Koli¢nik x* zatim pomnoZimo djeliteljem, x> — x + 1 i umnoZak potpisujemo pod odgovarajuée
potencije djeljenika.

( xs +x—l):(x2—x+l)=x3

+X5—X4+X3

Potpisanim ¢lanovima +x° — x* + x* promijenimo predznake i zbrojimo s odgovaraju¢im ¢lanovima
djeljenika. Spustamo sljedeci ¢lan djeljenika, x.

( x5 +x—l):(x2—x+l)=x3

3
X —-x +x
Ponovno prvi ¢lan djeljenika, x* — x* + x dijelimo prvim ¢lanom djelitelja, x> —x + 1.
xtixr=x%

Koli¢nik x* zatim pomnoZimo djeliteljem, x> — x + 1, i umnoZak potpisujemo pod odgovarajuée
potencije djeljenika.
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( x5 +x—1):(xz—x+1)=x3+x2

3.2
X —x +x

Potpisanim ¢lanovima x* — x* + x* promijenimo predznake i zbrojimo s odgovarajuéim ¢lanovima
djeljenika. Spustamo sljedeci ¢lan djeljenika, — 1.

(xs +x —1):(362—x+1)=x3+x2
ix5$x4ix3
4 3
X —Xx +x
ix4 ixSixz
—x2+x -1

Ponovno prvi ¢lan djeljenika, — x* + x — 1 dijelimo prvim ¢lanom djelitelja, x* — x + 1.
2.2
-x":x"=-1

Koli¢nik — 1 zatim pomnoZimo djeliteljem, x* — x + 1, i umnozak potpisujemo pod odgovarajuce
potencije djeljenika.

(xs +x —1):(x2—x+1)=x3+x2—1
ix5$x4ix3
4 3
X  —x +x
ix4 ixSixz
—x2+x -1
—x2+x -1
Potpisanim ¢lanovima — x* + x — 1 promijenimo predznake i zbrojimo s odgovaraju¢im ¢lanovima
djeljenika.
(xs +Xx —1):(x2—x+1):x3+x2—1
ix5$x4ix3
x4 —x3 +x
4 3, .2

-x +x -1
ixzix F1
0

Ostatak dijeljenja je nula. Dakle, polinom x° + x — 1 djeljiv je polinomom x* — x + 1 pa moZemo
zapisati:
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x5 +x—1=(xz—x+1)~(x3 +x2—1).
Sada kratimo razlomak:

x2—x+1_ x2—x+1 _ x2—x+1 1

= - — —.
x5+x—1 (xz—x+1)~(x3+x2—l) (xz—x+1)~(x3+x2—l) x3+x -1
Vjezba 049

3.2
—x +x"+2
Skrati razlomak dijeljenjem polinoma u brojniku i nazivniku: AR

x =2-x+2

Rezultat: X 2 +x+1.

Zadatak 050 (Boris, gimnazija)
Odredite realne brojeve a i b tako da polinom f bude djeljiv polinomom g, ako je

f(x)=x3+2~x2+a~x+b , g(x)=x2+x+a~b.
RjeSenje 050
Ponovimo!

Funkcija oblika

. - n n—1 n—2 2
jn(x)—an-x ta, X ta, 5-x t o tayx o tapxta

zove se polinom n — tog stupnja. Eksponent n naziva se stupanj polinoma. Koeficijenti polinoma su
realni brojevi an, an.1, an-, ... , &, a1, 8. Koeficijent a, # 0 naziva se vodeci koeficijent.
Kada dijelimo polinom f(x) polinomom g(x) traZimo takay-polinom q(x) da je
f(x) = g(X)q(x).
Ako takav polinom q(x) postoji, kaZemo da je'pelinom f(x) djeljiv polinomom g(x). U opéem slucaju
bit ¢e
f(x) =g(x) - q(x) +1(x),
gdje je r(x) ostatak dijeljenja polinoma‘f(x) polinomom g(x). Ostatak r(x) je uvijek za bar jedan
stupanj niZi polinom od g(x).
Da bi umnozak bio jednak nuli, dovoljno je da jedan faktor bude jednak nuli.
a-b=0 a=01ili b=01ili a=b=0.
Podijelit ¢emo polinome. Da bismo nasli koli¢nik, odredit ¢emo najprije njegov prvi ¢lan. Njega
dobijemo kao koli¢nik prvih ¢lanova ovih dvaju polinoma.
X} xr=x.
Prvi ¢lan koli¢nika bit ¢e x. S tim ¢lanom pomnoZi se djelitelj i rezultat oduzme od djeljenika.

Rezultat zapisujemo u obliku tablice.
Promatramo dijeljenje polinoma

(x3+2~x2+a~x+b) : (x2+x+a~b).

Polinome koje dijelimo piSemo po padaju¢im potencijama. Dijelimo prvi ¢lan djeljenika, x’, prvim
¢lanom djelitelja, x”.

X} x?=x.
Koli¢nik x zatim pomnoZimo djeliteljem, x* + X + a - b i umnoZak potpisujemo pod odgovarajuce
potencije djeljenika.

(x3 + 2~x2+ a-x + b):(x2+x+a~b)=x

x3 + x2 + ab-x
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Potpisanim ¢lanovima x* + X + a - b - x promijenimo predznake i zbrojimo s odgovaraju¢im ¢lanovima
djeljenika. Spustamo sljedeci ¢lan djeljenika, b.

(x3 + 2~x2+ a-x + b):(x2+x+a~b):x+l

tx

x2 +(a—a~b)~x+b
Ponovno prvi ¢lan djeljenika, x” + (a—a - b) - x + b dijelimo prvim ¢lanom djelitelja, x* + x +a - b.
2..2_
x:x“=1.
Koli¢nik 1 zatim pomnoZimo djeliteljem, x> + X + a - b, i umnoZzak potpisujemo pod odgovarajuée
potencije djeljenika.

(x3 + 2~x2+ a-x + b):(x2+x+a~b):x+l

tx

Potpisanim ¢lanovima x* + X + a - b promijenimo predznake i zbrojimo s odgovarajuéim ¢lanovima
djeljenika.

(x3 + 2~x2+ a-x + b):(x2+x+a~b):x+l

tTx

(a—a~b—1)~x +b—-a-b

Ostatak dijeljenja je polinom prvog stupnja(a—a-b—1)- x + b—a- b. Da bi ostatak bio jednak nuli
za svaki x, mora biti ispunjeno:

a-a-b-1=0

b—a-b=0 }
RjeSavamo sustav jednadzbi.

a—a-b=1
a—a~b—1=0} a—a~b:1} a—a-b=1 }

= = = b=0
b—a-b=0 b—a-b=0 b-(1-a)=0
1-a=0
1.slucaj
a—a-b=1
b0 = a-a-0=1= a-0=1= a=1= (a,b)=(1,0).
2.slucaj

a-a-b=1 a-a-b=1 a—-a-b=1 a-a-b=1
= = = = 1-1'b=1=1-b=1 =
1-a=0 —a=-1 —a=-1/-(-1) a=l1

= —b=1-1= -b=0 = b=0 = (a,b)=(1,0).
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Vjezba 050
Odredite realne brojeve a i b tako da polinom f bude djeljiv polinomom g, ako je

f(x)=x3+5~x2+a~x+b , g(x)=x+3.
Rezultat: a=7,b=3.

Zadatak 051 (Nina, gimnazija)
Cemu je, nakon sredivanja, jednak izraz: (2-x—1)-(x-3)-(x+2)?

A.2~x3—3~x2—11~x+6 , B.2~x3—3~x2+11~x+6
C.2~x3—x2—11~x—6 , D.2~x3—x2+13~x—6
RjeSenje 051
Ponovimo!
alza ’ M an:am-i-n

MnozZenje zagrada:
(a+b)-(c+d) =a-c+a-d+b-c+b-d.
Svaki ¢lan prve zagrade pomnoZimo svakim ¢lanom druge zagrade.
1.inalica
Najprije pomnoZimo prve dvije zagrade medusobno.

(2~x—1)~(x—3)~(x+2)=((2~x—1)~(x—3))~(x+2)=(2~x2—6~x—x+3)~(x+2)=

=(2~x2 —7~x+3)~(x+2)=2~x3 14222722 {4 x+3246=2-x7—3.x 2 —11-x+6.
Odgovor je pod A.
2.inacica
Najprije pomnoZimo zadnje dvije zagrade medusobno.

(2~x—1)~(x—3)~(x+2)=(2~x—1)~((x—3)~(x+2))=(2~x—1)~(x2+2~x—3~x—6)=

=(2~x—1)~(x2—x—6)=2~x3—2~x2—12~x—x2+x+6=2~x3—3~x3—11~x+6.

Odgovor je pod A.
Vjezba 051
Cemu je, nakon sredivanja, jednak izraz: (1-2-x)-(3—x)-(x+2)?

A.2~x3—3~x2—11~x+6 , B.2~x3—3~x2+11~x+6
C.2~x3—x2—11~x—6 , D.2~x3—x2+13~x—6

Rezultat: A.

Zadatak 052 (Den, gimnazija)

Odredi najmanju vrijednost polinoma P(x) =x 4 —4-x 3 +6-x 2 —4-x+2.

Rjesenje 052
Ponovimo!
2 2 m .
(a—b) =a2—2-a-b+b2 , (a+b) =a2+2-a-19+192 , (an) :anm.
. 4
a2 nZ() , aeR (a—b) =a4—4-a3-b+6-a2-/92—4-a-l93+b4

Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
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a-(b-l—c):a-b-i-a-c , a-b-l—a-c:a-(b-i-c).
1.inacica
P(x):x4—4-x3+6-x2—4'x+2 = P(x):x4—4-x3+6~x2—4'x+2 =

= P(x)=x4—4'x3+4-x2+2-x2—4-x+2 = P(x)=(x4—4-x3+4'x2)+(2~x2—4'x)+2 =

2

= P(x)z(x4—4-x3+4-x2)+2-(x —2-x)+2 =

kvadrat zbroja

= P(x)=(x2—2-x)2+2-(x2—2-x)+2 = P(x) (x2—2-x)2+2-(x2—2-x)+2 =

2

2 2 2 2 2
= P(x)z(x —2-x) +2-(x —2-x)+1+1 = P(x)z(x —2-x) +2-(x —2-x)+1+1 =

kvadrat zbroja

2 2 2 2 2
= P(x)z((x —2-x)+1) +1 = P(x)z(x —2-x+1) +1 = P(x)z x =2-x+1 +1 =
\—.\/—/
kvadrat zbroja
2 2 4
:>14x)=ux_1)) i1 = P(x)=(x-1)" 1.

Uocimo da je
(x-1)*20
za svaki realni broj x pa zato vrijedi:
P(x)= (x—l)4 +1>1.
Za x =1 postiZe se najmanja vrijednost polinoma P(x) i iznosi:

P(xl)z(x_1)4+121} = P(1)=(1-1)*+1 = P(1)=0+1 = P(1)=1.
x=
2.inadica
Transformacijom polinoma
P(x):x4—4-x3+6-x2—4.x+2
na oblik
P(x):x4—4'x3+6'x2—4-x+1+1

prepoznajemo formulu

4 4 4

(a-b) =a —4a> b+6a’ b —deab +b

pa vrijedi:
P(x):x4—4'x3+6'x2—4-x+1+1 = P(x):(x4—4'x3+6'x2—4-x+1)+1 =

Uoc¢imo da je

za svaki realni broj x pa zato vrijedi:



Za x =1 postiZe se najmanja vrijednost polinoma P(x) i iznosi:

P(x)z(x‘1)4+121} = P(1)=(1-1)" +1 = P(1)=0+1 = P(1)=1.

X =

Vjezba 052
Odredi najmanju vrijednost polinoma P (x) =X 4 -4-x 3 +6-x 2 —4-x+3.

Rezultat: P(l) =2.

Zadatak 053 (Nikola, gimnazija)
Jednakost 4- x 2 -3.x-1= (a-x+b)'(c'x+d), gdje su a, b, c 1d cijeli brojevi, jest
identitet. Tada je:

Ara-b-c-d=-1 B.a-b-c-d=-2 C.ab-c-d=-3 D.a-b-c-d=-4
RjeSenje 053
Ponovimo!
al —a an.am:an-m.

Skup cijelih brojeva je skup koji ukljucuje prirodne brojeve, nulu i negativne cijele brojeve.
Oznacavamo ga velikim slovom Z
z={..-3-2,-1,0,1,2,3,..}.
MnoZenje zagrada
(a+b)-(c+d) =a-c+a-d+b-c+b-d.
Dva polinoma su jednaka ako i samo ako su istog stupnja i ako su im koeficijenti uz iste potencije
jednaki.
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(b+c) =a-b+daw , a-b+a-c :a-(b+c).

Transformiramo zadanu jednakost.

4'x2—3'x—1:(a-x+b)'(c'x+d) = 4'x2—3'x—1:a-c-x2+a'd'x+b'c'x+b'd =

jednakost
= 4-x2—3-x—1:a'c'x2+(a-d+b'c)'x+b-d = {J } =

polinoma

a-c=4

pomnozZimo prvu i
= a-d+b-c=-3{ = . = acbd=4-(-1) = abc-d=-4
treCu jednakost
b-d=-1
Odgovor je pod D.

Vjezba 053

Jednakost 4-x > =3 x—0.25 = (a-x+b)-(c-x+d), gdjesua,b,cid cijeli brojevi, jest
identitet. Tada je:

A.a-b-c-d=-1 B.a-b-c-d=-2 Cabcd=-3 D.a-b-c-d=-4
Rezultat: A.

Zadatak 054 (Mihaela, gimnazija)

Ostatak pri dijeljenju polinoma f s polinomom x — a je 1, a s polinomom x — b je r,. Koliki
je ostatak dijeljenja polinoma f's g(x) =(x—a) - (x—b)?

Rjesenje 054
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Ponovimo!

o n a ¢ _a-d-b-c
A
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(17+c):a-17+a-c , a-17+a-c:a-(17+c).

Kada dijelimo polinom f(x) polinomom g(x) traZimo takav polinom q(x) da je
f(x) = g(x) - q(x).

Ako takav polinom q(x) postoji, kaZzemo da je polinom f(x) djeljiv polinomom g(x). U opéem slucaju
bit ¢e

f(x) = g(x) - q(x) + r(x),
gdje je r(x) ostatak dijeljenja polinoma f(x) polinomom g(x). Ostatak r(x) je uvijek za bar jedan
stupanj niZi polinom od g(x).
Poseban slucaj je dijeljenje polinoma f linearnim polinomom x — ¢, ce€ R (c je element skupa R):

f(x)=(x=c)-q(x)+r.
Ta jednakost vrijedi za sve xe R, posebno za x =c:

fle)=(c=c)-q(c)+r = f(c)=0-g(c)+r = f(c)=r
Zapamtimo!
f(x)=(x=c)-q(x)+£(c).
Pri dijeljenju polinoma f s (x — ¢) ostatak je f(c).
e Kada se polinom f dijeli polinomom prvog stupnja x—a ostatak je polinom najviSe stupnja
nula, tj. konstantni polinom ri, ne R. Neka je qi(x) koli¢nik. Tada je:
()= (x=a) gy () 1.

Uoc¢imo da za x = a vrijedi:

X=a

f(X)=(x—a)~ql(x)+r1} = f(a)=(a=a)-q(a)+r = f(a)=0-q)(a)+5 =

= f(a)=0+r1 = f(a)=rl.
e Kada se polinom f dijeli polinomom prvog stupnja x — b ostatak je polinom najviSe stupnja
nula, tj. konstantni polinom rz, € R. Neka je q2(x) koli¢nik. Tada je:
f(x)=(x=b)-q(x)+7.
Uoc¢imo da za x = b vrijedi:

x=b

f(x)=(x—b)'612(x)+r2} = f(0)=(b-b)-q, (b)+r, = f(b)=0-,(b)+1, =

= f(b)=0+r2 = f(b)=r2.

e Kada se polinom f dijeli polinomom drugog stupnja (x — a) - (x — b) ostatak je polinom najvise
prvog stupnja, tj. linearna funkcija r3(x) = a- x + B, @, f€ R. Neka je q3(x) koli¢nik. Tada je:

f(x)=(x=a)-(x=b)-g5(x)+ 13 (x) = f(x)=(x-a) (x=b)-g5(x)+a-x+p.
Za x = a dobije se:

f(a)=(a=a)-(a=b)-g3(a)+a-a+p = f(a)=0-(a=b)-g3(a)+a-a+p =
zbog

f (a) =1

= f(a)=0+a-a+B = fla)=a-a+p = l: :I = r1=0(~a+,3 = 0(~a+,3=r1.
Za x =b dobije se:
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F(b)=(b=a)-(b-b)-q5(b)+a-b+B = f(b)=(b-a)-0-q5(b)+a-b+S =
zbog

= f(b)=0+a-b+p = f(b)=a b+p =
f(b)zr2

:I = n=ab+f = ab+f=r,

Iz sustava jednadzbi odrede se koeficijenti a1 f.

a-a+f=n } {metoda suprotnih} 0!~a+ﬂ=r1/-(—l)} —a~a—ﬂ=—r1}
= = = =

a-b+p=r, koeficijenata a-b+f=r, a-b+pf=r,
(b=a) (b=a) 21
= ab-aa=r,-r > a-(b-a)=r,—r, > a-\b-a)=r,—1, /- = o= .
21 21 21 oy b—-a
Racunamo f.
0{~a+,6'=r1 ,6'=r1—0(~a
B 271 p=1_27"
Ty —F = Ty —F = p=r- a = f=—- a =
b-a b-a
r (b—a)— hy—r)-a rn-b-r-a-r,-a+r-a rn-b—r-a-ry-atr-a
:>,3=1 (2 1) :>,3=1 1 2 1 :>,3=1 1 2 1~
b-a b-a b-a
rn-b-r,-a
1 2
= f="—"—""—
g b-a
TraZeni ostatak dijeljenja polinoma glasi:
r3(x)=0(~x+ﬂ J AR r,-b—ry-a T~ —T b-r,—a-r
2.1 1 2 2 1 1 2
- b—r1, - = Khilx)= -x+ = nix)= X+
a:rz 1 , =w 3( ) b—a b—a 3( ) b—a b—a
b-a b-a
Ii:
f(b)=f(a) _ b-fla)=a-f(b)
r(x)= x+
b-a b-a

Vjezba 054

Ostatak pri dijeljenju polinoma f s polinomom x — 1 je 7, a s polinomom x — 3 je 5. Koliki
je ostatak dijeljenja polinomafs g(x) =(x-1) - (x-3)?
Rezultat: -x+8.

Zadatak 055 (Anita, gimnazija)

Koliki je ostatak pri dijeljenju polinoma f(x) = x* — x — 2 polinomom g(x) = x> - 1?
RjeSenje 055

Ponovimo!

n m n—m 1 0 n m n+m
a :a =a , a =a , a =1, a -a =a .

Kada dijelimo polinom f(x) polinomom g(x) traZimo takav polinom q(x) da je
f(x) = g(x) - q(x).
Ako takav polinom q(x) postoji, kaZzemo da je polinom f(x) djeljiv polinomom g(x). U opéem slucaju
bit ¢e
f(x) = g(x) - (%) +1(x),
gdje je r(x) ostatak dijeljenja polinoma f(x) polinomom g(x). Ostatak r(x) je uvijek za bar jedan
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stupanj niZi polinom od g(x).
1.inacica
Promatramo dijeljenje polinoma
x'=x=2):(x"=1).

Polinome koje dijelimo piSemo po padaju¢im potencijama. Dijelimo prvi ¢lan djeljenika, x", prvim
¢lanom djelitelja, x”.

Koli¢nik x* zatim pomnoZimo djeliteljem, x> — 1, i umnoZak potpisujemo pod odgovarajuée potencije

djeljenika.
(x4 —x—2):(x2—1)=x2

+ x4 -Xx
Potpisanim ¢lanovima x* — x? promijenimo predznake i zbrojimo s odgovaraju¢im ¢lanovima
djeljenika. Spustamo sljedeci ¢lan djeljenika, — x.

[ )P

ix4 F x2

2

X =X
Ponovno prvi ¢lan djeljenika, x” — x dijelimo prvim ¢lanom djelitelja, x”.

x2:xr=1,
Koli¢nik 1 zatim pomnoZimo djeliteljem, x> — 1, i umnozak potpisujemo pod odgovarajuée potencije
djeljenika.
( x4 —X —2):(x2—1)=x2+1
t x4 Fx 2
2
X =X
X 2 -1
Potpisanim ¢lanovima x* — 1 promijenimo predznake i zbrojimo s odgovaraju¢im ¢lanovima
djeljenika.
( x4 —-X —2):(,x2—1)=x2+1
t x4 Fx 2
2
X =x
tx 2 F1

—x —1 — ostatak
Ostatak je polinom prvog stupnja
r (x) =-x-1.
2.inadica
Polinom g(x) je drugog stupnja. Kada se polinom f(x) dijeli polinomom drugog stupnja g(x) ostatak
moZe biti polinom prvog stupnja ili polinom nultog stupnja (konstanta). Pretpostavimo da je ostatak
polinom prvog stupnja
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r(x)=a~x+b.

Tada, prema teoremu o dijeljenju polinoma, vrijedi jednakost

f(x)= (x2—1)~q(x)+r(x) = x4—x—2=(x2 —1)~q(x)+a~x+b
koja je ispunjena za svaki realni broj x. Uvrstimo li za x vrijednosti 11— 1, dobit ¢emo jednakosti:

x=1
[ )

R U
1 -1-2=[1"-1)-¢q(1 ‘1+b
x4—x—2=(x2—1)~q(x)+a~x+b = q()+a =

= 1-1-2=(1-1)-q(1)+a+b = 1-1-2=0-¢g(1)+a+b = -2=0+a+b =
= —-2=a+b = a+b=-2.

x=-1
) x4_X—2=(x2—1)'q(X)+a~x+b = (_1)4_(_1)_2:((_1)2—1)'q(—1)+a~(—1)+b -
= 1+1-2=(1-1)-q(-1)—-a+b = 1+1-2=0-q(-1)—a+b = 0=0-a+b =

= 0=-a+b = a-b=0.
Iz sustava jednadZbi dobije se:

at+b=-2 metoda suprotnih
=
a-b=0

= 2a=-2 = 2-a=-2/:2 = a=-1.
koeficijenata
Racunamo b.
a=-1

= —1+b==2)= b=-2+1 = b=-1.
at+tb=-2

Ostatak pri dijeljenju polinoma f polinomom g je polinom prvog stupnja
e=- QT } = r(x)=—x—1.
r(x)=a-x+b
Vjezba 055
Koliki je ostatak pri dijeljenju polinoma f(x) = x* + x + 2 polinomom g(x) = x* — 1?
Rezultat: X+ 3.

Zadatak 056 (Jenny, gimnazija)

Pokazati da je polinom P(x) =Xx z (x 2 +10) + (x 2 +1) . (1—6~ x) potpuni kvadrat nekog
polinoma.
RjeSenje 056
Ponovimo!
m .
an.am:anﬁ-m ’ alza ’ (a-b)n:an-bn ’ (an) :an m.

Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(19+c)=a-19+a-c , a-19+a-c=a-(19+c).
MnoZenje zagrada
(a+b)-(c+d) =a-c+a-d+b-c+b-d.
Kvadrat trinoma

2
(a+b+c) =az+bz+c2+2-a-b+2-a-c+2-b-c.
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Teorem o jednakosti polinoma

Polinomi
' n n—1 . m m—1
f (r) =ap-x +a, ;X + oo tapxtag iog (r) =by, - x +bm_1 X + .. +b1 -x+b(),
a, #0, by, #0, jednaki su ako i samo ako vrijedi:
m=n, a; =bl- za svakii=0,1, 2, ..., n.

Polinom P(x) je polinom Cetvrtog stupnja.
P(x)=x2~(x2+10)+(x2+1)~(1—6~x) = P(x):x4+10~x2+x2—6~x3+1—6~x =

= P(x):x4—6~x3+11~x2—6~x+1.

Uoc¢imo da zadani polinom ¢etvrtog stupnja P(x) moZemo zapisati kao kvadrat polinoma drugog
stupnja.

2
x4—6~x3+11~x2—6~x+1=(a~x2+b~x+c) =
4 3 2 2)2 2 2 2 2
= x —-6-x +11-x —6~x+l=(a~x ) +(b~x) +c 4+2-a-x ‘b-x+2-a-x -c+2:b-x-c =

= x4—6'x3+11'x2—6'x+1=a2'x4+b2'x2+02+2'a'b'x3+2'a'c'x2+2'b'c'x =

= )c4—6-)c3+11')c2—6-)c+1=612-x4+2-a~b~x3+(l)2+2-a~c)')c2+2'b'c-x+c2

Prema teoremu o jednakosti polinoma slijedi:

a2=1 02=1 a2:1
2a-b=-6 2-a-b=567:(-2) a-b=-3
b2+2-a~c=11 :>b2+2-a-c=11 :>b2+2-a-c=11
2:b-c=-6 2:b-c=—6/:(-2) b-c=-3
=1 c? =1 ¢2=1

Dobili smo sustav od pet jednadZbi sa tri nepoznanice a, b i c. Takav se sustav zove preodreden sustav
jer ima viSe jednadZbi nego nepoznanica.
Promatrajmo samo tri jednadzbe.

a2:1 azzl/\/_ al’2=i\/7l al,2=il
a-b=-3 = a-b=-3 = a-b=-3 = a-b=-3
b-c=-3 b-c=-3 b-c=-3 b-c=-3

® Zaa=1 izraCunamo vrijednosti nepoznanica b i c.

a=1
metoda 1-b=-3 b=-3 metoda
a-b=-3; = = = = = —3.c=-3 =
5 3 supstitucije b-c=-3 b-c=- supstitucije
C=—

Provjerimo da rjeSenja
(a, b, c) = (1, -3, 1)

zadovoljavaju i preostale dvije jednadZzbe
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2
2 metoda (—3) +2-1-1=11 9+2=11 11=11
b "+2-a-c=11 = o = ) = = .
) supstitucije 1221 1=1 1=
c =1
Tada vrijedi:

a=1, b=-3, c=1

2
4 3 ) > 2+ = x4—6'x3+11'x2—6'x+1=(x2—3'x+1) .
x —6-x +11-x —6-x+1=(a-x +b'x+c)

® Zaa=-1izraCunamo vrijednosti nepoznanica b i c.
a=-1
metoda -1:b=-3 -b=-3 -b=-3/-(-1)
ab=-3}; = = = = =
b 3 supstitucije b-c=-3 b-c=-3 b-c=-3
C=—

b=3 metoda
= = = 3 c=-3=3c=-3/:3 = c=-1.
b-c=-3 supstitucije

Provjerimo da rjeSenja
(a, b, c) = (—1, 3, —1)

zadovoljavaju i preostale dvije jednadZbe
a=-1,b=3, c=-1

2
2 metoda 3742 (-1)(-1)=11
b " +2-a-c=11 = T = ) =
supstitucije _1)° =1
02=1 ( )
9+2=11 11=11
= = .
1=1 1=
Tada vrijedi:

a=-1,b=3, c=-1

2
4 3 ) 2 2+ = x4—6-x3+11-x2—6-x+1=(—x2+3'x—1) .
x —6-x +11-x —6-x+1=(a-x +b'x+c)

Vjezba 056
Pokazati da je polinom P(x) =x- (x 3 +10- x) - (x 2 +1) . (6 X —1) potpuni kvadrat nekog
polinoma.

2
x4—6'x3+11'x2—6'x+1=(x2—3~x+1) ,
Rezultat:

2
x4—6-x3+11-x2—6-x+1=(—x2+3'x—1) .

Zadatak 057 (Ana, gimnazija)

Ako je f(x)=x3—1, g(x)=x3+1, onda je f(a+1)—g(a—1) jednako :

A 2-a-3 B.6~a2 C.2-a+3 D.a-3

Rjesenje 057

Ponovimo!
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3 3
(a+b) =a3+3-az-b+3-a-bz+b3 , (a—b) =a3—3-a2-b+3-a-bz—b3.

a3—b3=(a—b)-(a2+a-b+bz) , (a+19)2=a2+2-a-19+192.
(a—b)-(a+19)=a2—192 , (a—b)2=a2—2-a-b+bz.
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(b+c)=a-b+a-c , a-b+a-c=a-(b+c).
1.inacica
3
flx)=x" -1
Fla+1)—g(a-1)= (%) . :((a+1)3_1)_((a_1)3+1):(a+1)3_1_(a_1)3_1:
g(x)zx +1

:a3+3'a2+3~a+1—1—(a3—3~a2+3~a—1)—1=

=a3+3~a2+3~a+1—1—a3+3~a2—3~a+1—1=

=a3+3~a2+3-a+1—1—a3+3~a2—3-a+1—1=3~a2+3~a2=6~a2.

Odgovor je pod B.
2.inacica
) f(x)=x>-1 ~ 3 30\ 3 3
Fla+1)—g(a-1)= o _((a+1) _1)_((a_1) +1)—(a+1) Ci—(a=1)-1=
glx)=x"+

=(a+1) ~(a=1)" ~2=((a+ 1) ~(@=D) { (@ 1)+ (a+1) (a=1) # (a-1)7 ) -2 =
=(a+l-a+1)-(@®+2-a+1+a’ —1+a’~2-a+1)-2=
=(a+1—a+1)-(a2+2-a+1+a2—1+a2—2-a+1)—2=(1+1)~(a2+a2+a2+1)—2=

=(a+1—a+1)'(a2+2-a+1+a2—1+a2—2-a+1)—2=2~(3~a2+1)—2=
=6~a2+2—2=6~a2+2—2=6~a2.
Odgovor je pod B.
Vjezba 057
Ako je f(x):x3—1, g(x):x3+1, onda je g(a—1)-f (a+1) jednako:

A —-2-a+3 B.—6~a2 C.—-2-a+3 D.—a-3

Rezultat: B.

Zadatak 058 (Ana, gimnazija)

Dan je polinom f(x):at'x5 —b-x3+c-x—1. Ako je f(-2)=5, onda je f(2) jednako:
A -1 B.-3 C.-5 D. -7
RjeSenje 058
Ponovimo!
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.

a-(b+c)=a-b+a-c , a-b+a-c=a-(b+c).

23



Ako je f(- 2) = 5, slijedi:
f(x)=a~x5—b~x3+c~x—1
f(=2)=s

= a-(-32)-b-(-8)+c-(-2)-1=5 = -32-a+8-b-2-c-1=5 =

= a(-2) —b-(-2) +e(-2)-1=5 =

= -32-a+8-b-2-c=5+1 = -32-a+8:b-2-c=6 = -32-a+8-b-2-c=6 /- (—1) =
= 32-a-8-b+2-c=-6.
Sada je:

_ 5 3
f(x =a-x —b-x +c~x—l} N f(2)=a~25—b-23+c~2—1 N
X
supstitucija
2)=32-a-8-b+2-c-1 2)=(32-a-8-b+2-c)-1
- f( ) ¢ e - f( ) ( ¢ " C) - {32-41—8-17-%2-(?:—6} -
= f(2)=-6-1= f(2)=-7.
Odgovor je pod D.
Vjezba 058
Dan je polinom f(x)=a~x5—b~x3+c~x—1. Ako je f(2)=—7, onda je f(—2) jednako :

Al B.3 C.5 D.7
Rezultat: C.

Zadatak 059 (4A, TUPS)

7 7
Polinom f (x) = (3 X+ 2) ~(x - 1) zapisan je u standardnom obliku. Koliko iznosi

koeficijent uz x u tome polinomu? Napomena: Standardni oblik polinoma je

()_ LN .n—1+ .n—2+ + .2+ et
fx)=a;, x a,_|°x a,_ X vty X tapxtag,
gdje su koeficijenti ao, ai, ... , a, realni brojevi.
A. -1307 B. —448 C. 348 D. 1207
Rjesenje 059
Ponovimo!

Polinom stupnja n je funkcija f : R — R definirana s

f(x)za x"+a -xn_1+a -xn_2+ +a -x2+a ‘x+a

‘ n n—l1 n-2 T2 1 0’
gdje su ao, ai, a, ..., a, realni brojevi, a, # 0. Brojeve ao, ai, as, ... , a, nazivamo koeficijentima

polinoma. Koeficijent a, nazivamo vode¢im koeficijentom, koeficijent ap slobodnim koeficijentom.
Gornji zapis nazivamo kanonskim (standardnim) oblikom polinoma jedne varijable.

Binomni poucak

Zasvaki a, be R, ne N vrijedi

n _ n _ n _
(a+b)n=an+(lj-an l-bl-k(zj-an 2-192+ +( 1}-al-bn 1+bn.
n—

Binomni koeficijent
Neka je n prirodan broj, a k prirodan broj ili 0 i k < n. Binomni koeficijent ozna¢avamo simbolom

n
(k} 1 definiramo
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k 1-2-3- ... -k

n n n 1 0
= , =n , a =a , a =1.
k n—k 1

Da bismo nasli koeficijent uz x u polinomu koji je umnoZak dvaju danih polinoma

h(x)=a, x" + L "2 vaxtha o+
X)=ap-x " +a, ;-x a, X oy x T daxta

(nj n-(n-1)-(n-2)- .. -(n—k+1).

-2

m—1 m 2
+bm_2~x +...+b2~x +b1-x+b()

g(x)=by, ~xm+bm_1 X
ne moramo mnoZiti te polinome. Lako je zakljuciti da ¢e ¢lanovi koji sadrZe x biti
(ag %) b i (b )
pa je koeficijent uz x jednak
(al ~x)~b0 +aO~(b1 ~x): a ~x~b0 +a, ~b1 X = (al ~b0 +ag ~b1)~x: (al ~b0 +ag ~b1)~x.
\—w——J
koeficijent
7 7
Ako faktore polinoma f (x) = (3 X+ 2) ~(x - 1) zapiSemo u standardnom obliku dobije se:

F(x)=(Gx+2) (x-1)] =

:[(3.x)7 + .. +(ZJ.(3.X)1.26+27)(;C7 + o +(Zj.x1.(—1)6+(—1)7j.

Sada rac¢unamo koeficijent uz x u polinomu f(x):

[Zj.(3.x)l.26~(_1)7+[7j~xl‘(_1)6'27 :Cj.3-x~26~(—1)7+(7J‘X‘1‘27 =

6

=7-3-x-64-(=1)+7-x-1-128 =-1344- x+896 - x = — 448 - x.
Odgovor je pod B.
Vjezba 059
7 7
Polinom f (x) = (3 X+ 2) ~(x — 1) zapisan je u standardnom obliku. Koliko iznosi slobodni

koeficijent u tome polinomu? Napomena: Standardni oblik polinoma je

f(x)—a x"va ~xn_1+a ~xn_2+ +a ~x2+a -x+a
Ton n—1 n—2 2 1 0
gdje su koeficijenti ao, ai, ... , a, realni brojevi.

A. —-128 B. 128 C. 348 D. -348

Rezultat: A.

Zadatak 060 (Ivan, gimnazija)

Dokazite da je polinom f (x) =x 4 +2-x 3 +2-x 2 + x djeljiv polinomom g (x) =x 2 + x.

Rjesenje 060
Ponovimo!
Polinom stupnja n je funkcija f : R — R definirana s
( )_ RO . n—l_l_ . n—2+ . 2+ e
flx)=a,- x a,_1-x a,_5-X vty X Fap-x+ag,
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gdje su ao, ai, a, ..., a, realni brojevi, a, # 0. Brojeve ao, ai, as, ... , a, nazivamo koeficijentima
polinoma. Koeficijent a, nazivamo vode¢im koeficijentom, koeficijent ap slobodnim koeficijentom.
Gornji zapis nazivamo kanonskim (standardnim) oblikom polinoma jedne varijable.

Kada dijelimo polinom f(x) polinomom g(x) traZimo takav polinom q(x) da je

f(x)=g(x)-q(x).

Ako takav polinom q(x) postoji, kaZzemo da je polinom f(x) djeljiv polinomom g(x). U opéem slucaju

bit ¢e

£(2)= g (x)-a(x)+r(x),
gdje je r(x) ostatak dijeljenja polinoma f(x) polinomom g(x). Ostatak r(x) je uvijek za bar jedan
stupanj niZi polinom od g(x).

1 n m n—m n o m n+m
a =a , a :a =a , a -a =a .

(_61)2-11—1_ a2-n—1 ’ (_61)2-11_612-11.

Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(b+c) =a-b+a-¢c , ab+a-c =a-(b+c).
Da bi umnozak bio jednak nuli, dovoljno je da jedan faktor bude jednak nuli.
a-b=0< a=01ili b=01ili a=b=0.

Nultocka polinoma
f (r) =da, X "y a, _q°x -l ta, 5-x -2 £y tay - x 2 +tap - xtay
je svaki kompleksni broj xo za koji je
f (5 0.

Ako je xo realan broj, onda se xo zove realna nultocka, a ako je xo kompleksan broj onda se xo zove
kompleksna nultocka.

l.inacica
Polinom f(x) podijelimo polinomom g(x). Ako je ostatak tog dijeljenja jednak nuli, tada je f(x) djeljiv
s g(x).
Promatramo dijeljenje polinoma

(x4+2~x3+2~x2+x) : (x2+x).

Polinome koje dijelimo piSemo po padaju¢im potencijama. Dijelimo prvi ¢lan djeljenika, x*, prvim
¢lanom djelitelja, x”.
2 2
X x T =x".
Koli¢nik x* zatim pomnoZimo djeliteljem, x* + X, i umnoZzak potpisujemo pod odgovarajuée potencije
djeljenika.
( x4 +2~x3+2~x2+x):(x2+x):x2

4 3
+x + X

Potpisanim ¢lanovima x* + x* promijenimo predznake i zbrojimo s odgovarajuéim ¢lanovima
djeljenika. Spustamo sljede¢i ¢lan djeljenika, 2 - x*.
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( x4+2~x3+2~x2+x):(x2+x):x2

4 3
tx £ x

X 3 +2-x
Ponovno prvi ¢lan djeljenika, x* + 2 - x* dijelimo prvim &lanom djelitelja, x°.
xTixT=x

Koli¢nik x zatim pomnoZimo djeliteljem, x* + 2 - x, i umnoZak potpisujemo pod odgovarajuée
potencije djeljenika.

( x4+2~x3+2~x2+x):(x2+x):x2+x

4 3
+x + x
X +2-x
3 2
x + x

Potpisanim ¢lanovima x* + x* promijenimo predznake i zbrojimo s odgovarajuéim ¢lanovima
djeljenika. Spustamo sljedeci ¢lan djeljenika, x.

( x4+2~x3+2~x2+x):(x2+x)=x2+x

4 3
+x + x
x’+2~x2
3 2
—x " +.x
2
X +Xx

Ponovno prvi ¢lan djeljenika, x” + X dijelimo prvim ¢lanom djelitelja, x”.

x2:x2=1.

Koli¢nik 1 zatim pomnoZimo djeliteljem, x> + X, i umnoZak potpisujemo pod odgovarajuée potencije
djeljenika.

( x4+2-x3+2~x2+x):(x2+x)=x2+x+l

4 3
+x + X
x +2-x
3 2
-x" 4+ x

2
X +Xx

2
x +x

Potpisanim ¢lanovima x* + X promijenimo predznake i zbrojimo s odgovarajuéim ¢lanovima
djeljenika.
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—

x4+2-x3+2~x2+x):(x2+x)=x2+x+l

Ostatak je 0. Dakle, vrijedi:
4 3 2 2 2
X +2-x7+2-x +x|=[x"+x)(x +x+1].
2.inacica
Da bismo dokazali da je polinom f(x) djeljiv polinomom g(x) faktoriziramo polinom f(x) tako da jedan
faktor bude polinom g(x).
f(x)=x4+2~x3+2~x2+x = f(x)=x4+x3+x3+x2+x2+x =

= f(x)=(x4+x3)+(x3+x2)+(x2+x) = f(x)=x2~(x2+x)+x~(x2+x)+(x2+x) =

= f(x)=x2 ~(x2 +x)+x'(x2 +x)+(x2 +x) = f(x)=(x2 +x)-(x2+x+l).
3.inacica
Ako je polinom f(x) djeljiv polinomom g(x), tada postoji polinom q(x) tako da je
[ =g(x)-q(x).
Uocimo ako je polinom f(x) djeljiv polinomom g(x), tada je svaka nultoc¢ka polinoma g(x) ujedno i

nultocka polinoma f(x). Obrat ne vrijedi.
Ako je xo nultocka polinoma g(x), tada je:

g (xO) =0, X~ nultocka polinom g

f(x)=2(x)-a(x)

= f(x)=2(x9)alxg) = 7(x)=04(x) =

= f(x0)=0 ., Xg T nultocka polinoma f.

Postupak se moZe provesti ako znamo nultocke polinoma g(x), tj. ako znamo rijesiti jednadzbu

g(x)=0.
Izratunamo nultocke polinoma g(x).
2 -
=x + x=0 x =0

g(x) * * = x2+x=0 = x~(x+1)=0 = } = 1 .

g(x):O x+1=0 x2=—l
Sada treba pokazati da je

f(x)=0 . rlx)=0
4 3 5 f(0)=04+2~03+2~02+0
f(x):x +2-x"+2-x +x = =

7= 42 (1) 42 (1) ()
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£(0)=0+2-0+2-0+0 £(0)=0+0+0+0 f(0)=0
- f(—1)=1+2-(—1)+2~1—1} - f(—1)=1—2+2—1} - }

Zbog toga je polinom f(x) djeljiv polinomom g(x).
Vjezba 060

[\

Dokazite da je polinom f (x) =x 4 -2-x 3 + x djeljiv polinomom g (x) =x —x

Rezultat: x4—2~x3+x=(x2—x)~(x2—x—1).
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