Zadatak 041 (Josip, gimnazija)
2 12 ) 13
Koliki je zbroj svih koeficijenata polinoma f (x)= (x -2-x+ 2) : (x -5 x+ 3) ?

Rjesenje 041
Ponovimo!
Ako je zadan polinom n — tog stupnja

n n n-2 2
By(x)=a, x + X+ + .. +ayxT ta;x+
n(") ap - X a, 1% a, o X ay X a -x+as,

tada je

B,(1)=ay, ta, ta, 5+ .. tay+a ta,.

Bududi da je zbroj svih koeficijenata polinoma P(x) jednak P(1), slijedi:

x=1 13

il s = 0l

12 1 1

= f(1)=(1-2+2) 3o =12 )P = p)=1 (1) = £1)=-1.

Vjezba 041

(1-5+3)

8 4
Koliki je zbroj svih koeficijenata polinoma f(x)= (x 2 oxs 2) -(x 2 5.0+ 3) ?

Rezultat: 1.

Zadatak 042 (Neira, gimnazija)

Odredi realne brojeve m i n tako da polinom p(x)=2 - x*+5-x* = 17 - x> + m - x + n bude
djeljiv sa polinomom f(x) =2 - x* —x — 6.
Rjesenje 042

Ponovimo!
Poucak o nul-polinomu
Za polinom bilo kojeg stupnja vrijedi ova-tvrdnja: Ako je za svaki realan broj x, p(x) = 0, onda su svi
koeficijenti polinoma p(x) jednaki nuli.
Poucak o djeljivosti polinoma
Kada dijelimo polinom f(x) polinomom g(x) trazimo takav polinom q(x) da je

f(x) = g(x) - q(x).
Ako takav polinom q(x) postoji, kazemo da je polinom f(x) djeljiv polinomom g(x). U opéem slucaju
bit ¢e
f(x) = g(x) - q(x) + 1(x),

gdje je r(x) ostatak dijeljenja polinoma f(x) polinomom g(x). Ostatak r(x) je uvijek za bar jedan
stupanj niZi polinom od g(x).
Promatramo dijeljenje polinoma

2-x4+5~x3—17-x2+m~x+n):(2-,v2—x—6).

Polinome koje dijelimo pi§emo po padajuéim potencijama. Dijelimo prvi &lan djeljenika, 2 - x”, prvim
&lanom djelitelja, 2 - x”.

2x4:2x2=x2.

Koli¢nik x* zatim pomnoZzimo djeliteljem, 2 - x> — x — 6, i umnoZak potpisujemo pod odgovarajuce
potencije djeljenika.



(2-)64+5-963—17-)(2+m-)c+n):(2~x2—x—6)=x2

2-x4 —x3 —6-x2
Potpisanim ¢lanovima 2 - x* — x> — 6 - x* promijenimo predznake i zbrojimo s odgovaraju¢im
¢lanovima djeljenika. Spustamo sljedeci ¢lan djeljenika, m - x.

3 2

( 2-x4+5-x —17-x2+m-x+n):(2-x2—x—6)=x

—2-x4 q:x?’ IF6-x2

+6‘}C3 —11~x2+m-x
Ponovno prvi ¢lan djeljenika, 6 - x’ — 11 - x> + m - x, dijelimo prvim ¢lanom djelitelja, 2 - x”.
6x3 : 2x2 =3-x
Koli¢nik 3 - x zatim pomnoZimo djeliteljem, 2 - x* — x — 6, i umnoZak potpisujemo pod odgovarajuée
potencije djeljenika.

2-x4+5-x3—17-x2+m-x+n ):(24,v2—x—6)=x2+3-x

—2~x4 :|:x3 :|:6~x2

+6~x3 —11-x2+m-x

Potpisanim &lanovima 6 - x> — 11 -+ x* + m - X promijenimo predznake i zbrojimo s odgovarajuéim
¢lanovima djeljenika. Spustamo sljede¢i ¢lan djeljenika, n.
2-x4 +5-x3—17~x2+m-x+n ):(24)(2 —x—6)=x2+3-x

—2-x4 :|:x3 IF6-x2

+6-x —11-x2+m-x

+6-x qi3-x22;:18~x

—84xz+(m+18)-x+n

Ponovno prvi ¢lan djeljenika, — & - x” + (m + 18) - x + n, dijelimo prvim ¢lanom djelitelja, 2 - x°.

_8x2ioxZ=_a,

Koli¢nik — 4 zatim pomnoZimo djeliteljem, 2 - x* — X — 6, i umnozak potpisujemo pod odgovarajuée
potencije djeljenika.



2-x4+5-x3—17-x2+m-x+n ):(2-x2—x—6)=x2+3-x—4

—2-x4 :|:x3 IF6-x2

+6-x3 —11-x2+m-x

i6~x3 13-x2¥18-x

—8~x2+(m+18)-x+n
_8.x? +4-x+24
Potpisanim ¢lanovima — 8 - x> + 4 - x + 24 promijenimo predznake i zbrojimo s odgovarajuéim
¢lanovima djeljenika.
2-x4+5~x3—17-x2+m~x+n ):(2-x2—x—6)=x2+3~x—4

—2-x4 :Fx3 IF6-x2

+6-x3 —11-x2+m-x

i6-x3 ¥3~x2¥18~x

—8-x2+(m+18)-x+n

8. x2 +d4 %+ 24

(m+18—4)-x+n—-24=(m+14)-x+n—24 ostatak

Ostatak je polinom prvog stupnjar(x) =(m + 14) - x + n — 24.
Budu¢i da su polinomi djeljivi, ostatak mora biti jednak nuli, tj. mora biti nul-polinom. Zbog teorema
o nul-polinomu koeficijenti ostatka, polinoma r(x) = (m + 14) - X + n — 24 jednaki su nuli:

(m+14)-x+n—24=0} m+14=0} m=—14}
= .

=
za svaki xe R n—24=0 n=24

Polinom p(x) =2 - x*+5-x’ =17 - x> + m - X + n glasi:
px)=2-x'+5-x—17-x* - 14 - x + 24.
Vjezba 042
Odredi realne brojeve m i n tako da polinom p(x) =2 - x* +5- x> = 17 - x>+ m - X + 3 - n bude
djeljiv sa polinomom f(x) =2 - x* — x — 6.
Rezultat: m=-14 , n=8.

Zadatak 043 (Zvonko, maturant)
Odredi realne brojeve a i b tako da polinom P(x) = x’ + 2 - X’ — a - X + b pri dijeljenju s
Qi(x) = x — 2 daje ostatak 2, a pri dijeljenju s Q,(x) = x + 1 ostatak 3.
Rjesenje 043
Ponovimo!
Kada dijelimo polinom f(x) polinomom g(x) trazimo takav polinom q(x) da je

f(x) = g(x) - q(x).

3



Ako takav polinom q(x) postoji, kazemo da je polinom f(x) djeljiv polinomom g(x). U opéem slucaju
bit ¢e

f(x) = g(x) - q(x) + r(x),
gdje je r(x) ostatak dijeljenja polinoma f(x) polinomom g(x). Ostatak r(x) je uvijek za bar jedan
stupanj niZi polinom od g(x).
Pretpostavimo da pri dijeljenju polinoma P(x) polinomom Q;(x) dobijemo koli¢nik q;(x) i ostatak 2.
To ovako zapisujemo:

P(x)=q1(x)-Q1(x)+2 = x3+2-x2—a-x+b=q1(x)-(x—2)+2.

Pretpostavimo da pri dijeljenju polinoma P(x) polinomom Q,(x) dobijemo koli¢nik q,(x) i ostatak 3.
To ovako zapisujemo:

P(x)zqz(x)~Q2(x)+3:x3+2~x2—a~x+b=q2(x)-(x+1)+3.
U jednadzbu
3 2
x7+2x" —a-x+b=q(x)(x-2)+2
uvrstimo x = 2 da se x — 2 ponisti:
274227 —a-24b=q((2)(2-2)+2 = 848-2-a+b=g,(2)- 042 = 16-2-a+b=0+2 =
=16-2-a+b=2 = -2-a+b=2-16 = -2-a+b=-14.
U jednadZzbu
3 2
X7 +2:x" —a-x+b=q,(x) (x+1)+3
uvrstimo x =— 1 da se x + 1 ponisti:
(<1 +2-(-1)7 =a-(~1) +b=g, (~1)-(-1+1)+35 —1+24a+b=q,(~1)-0+3 =
= 1+a+b=0+3 = 1+a+b=3 = a+b=3-1= a+b=2.
1z sustava jednadzbi dobiju se vrijednosti za a‘i.b:

—2-a+b=—14} {metoda suprotnih} —2-a+b=—14/~(—1)} 2~a—b=14}
= = =

-
a+b=2 koeficijenata a+b=2 a+b=2
16
316/ > a8 0T L6 s 16,10
3 3
a+b=2

Vjezba 043
Odredi realne brojeve a i b tako da polinom P(x) = x> + 2 - x> — a - x + b pri dijeljenju s
Qi(x) = x — 2 daje ostatak 1, a pri dijeljenju s Q,(x) = x + 1 ostatak 4.

Rezultat: a=6 , b=-3.

Zadatak 044 (Iva, gimnazija)
Polinom f(x) =2 - x* — 3 - X + 5 razvij po potencijama od x — 2.

Rjesenje 044
Ponovimo!
Poucak o jednakosti polinoma:
Dva polinoma jednaka su ako i samo ako su istog stupnja i ako su im koeficijenti uz iste potencije
jednaki.

(a—b)z :az —2-a-b+b2.
Budu¢i da je zadani polinom drugog stupnja, razvoj po potencijama od x — 2 glasi:

2323 x45=A-(x-2)% +B-(x-2)+C.
Potrebno je odrediti koeficijente A, B i C:



232 3 x45=A-(x-2) 2+ B-(x-2)4C = 2-x2—3-x+5=A-(x2—4-x+4)+B-(x—2)+C -

= 2~x2—3-x+5:A-x2—4~A-x+4-A+B~x—2-B+C =

= Z-xz—3-x+5=A-x2+(—4-A+B)-x+(4-A—2-B+C).

Prema poucku o jednakosti polinoma dobije se sustav jednadZbi:
A=2
-4-A+B=-3

—4-2+B=—3} —8+B=—3} B=-3+8 }
4-A-2-B+C=5

= = =
4.2-2-B+C=5 8-2-B+C=5 8-2-B+C=5

B=5
=
8§—2-B+C=5
Rezultat glasi:

} = 8-2-5+4C=5=8-10+C=5= C=5-8+10 = C="7.

2.2 324522 (x=2) 2 5 (x=2)+7.

Vjezba 044

Polinom f(x) = 3 - x> + 8 - X razvij po potencijama od x + 1.
Rezultat: 3~x2+8~x=3-(x+1)2+2-(x+1)—5.
Zadatak 045 (Dragan, srednja skola)

Ako je polinom p(x) = X’ + a - x> + b - x + 2 djeljiv polinomom q(x) = x" — 1, izradunaj a* — b*.
Rjesenje 045

Ponovimo!
Poucak o jednakosti polinoma:
Dva polinoma jednaka su ako i samo ako su.istog stupnja i ako su im koeficijenti uz iste potencije
jednaki.
Kada dijelimo polinom f(x) polinomom g(x) traZimo takav polinom q(x) da je

f(x) = g(x) - q(x).
Ako takav polinom q(x) postoji, kazemo da je polinom f(x) djeljiv polinomom g(x). U opéem slucaju
bit ¢e
f(x) = g(x) - q(x) + r(x),

gdje je r(x) ostatak dijeljenja polinoma f(x) polinomom g(x). Ostatak r(x) je uvijek za bar jedan
stupanj niZi polinom od g(x).

l.inacica
Pri dijeljenju polinoma p(x) = X’ + a - X° + b - x + 2 polinomom q(x) = x> — 1 dobijemo koli¢nik,
polinom prvog stupnja x + ¢ pa vrijedi:

x3+a~x2+b-x+2=(x2—1)~(x+c) = x3+a-x2+b~x+2=x3+c-x2—x—c =

3 2 3 2 2 2 jednakost
= x +a-x +b-x+2=x"+c-x —x—-c = a-x +b-x+2=c-x —-x-¢c = =

polinoma
a=c =c
= b=-1p = b=-1 :>a=—2}:>a2_b2:(_2)2_(_1)2:
2=—c c=-2 b=l



2.inacica
Pri dijeljenju polinoma p(x) = x> + a - x> + b - x + 2 polinomom q(x) = x> — 1 dobijemo koli¢nik,
polinom prvog stupnja x + ¢ pa vrijedi:
x3 +a-x2+b-x+2=(x2 —1)-(x+c).

Racunamo za koje vrijednosti od x se polinom q(x) = x> — 1 ponisti, tj. koje su njegove nultocke:
x =1
22120 = o221/ = }

Sada je:
e zax=1

x3+a-x2+b-x+2=(x2—1)-(x+c) = 13+a-12+b-1+2=(12—1)-(1+c) =
= l+a+b+2=(1-1)-(14¢c) = l+a+b+2=0-(1+c) = l+a+b+2=0 =

= a+b=-1-2 = a+b=-3.

e zax=-1
ra?vhr2= (e o1) (vre) = () e () e () r2= (1) P -1) (-140)

= —l+a-b+2=(1-1)-(-1+c) = —l+a-b+2=0-(1+c) = -1+a-b+2=0 =
= —-1+a-b+2=1-2 = a<-b=-1.
Rijesimo sustav jednadzbi:
a+b=—3} {metoda suprotnih
f—

a=-2
= 2va==4/:2 => a=-2 = =
a—-b=-1 -3

koeficijenata

= -2+b=-3= b=-3+2 = b=-1.

T } = a2 =) (-1)? = a2 -bP a1 at-bP=s

b=-1
Vjezba 045
Ako je polinom p(x) = x* + a - x> + b - x + 2 djeljiv polinomom q(x) = x> — 1, izradunaj a* + b’.
Rezultat: 5.

Zadatak 046 (Dino, maturant)
Neka su x i y realni brojevi. Koju najmanju vrijednost moZe imati izraz
Z=X 4y —6-X+4-y+24?

Rjesenje 046
Ponovimo!
2 2
a2+2~a~b+b2=(a+b) R c12—2~a~b+bz=(a—b) R x22() za svaki x.
2 2
(x—y) =0 = x—-y=0>=> x=y , (x+y) =0 = x+y=0 = x=—-y.

z=x2+y2—6-x+4-y+24 = z=x2—6-x+y2+4-y+24.

Najprije nadopunimo izraze x> — 6 - X i y* + 4 - y na pune kvadrate.
e Nadopunjavamo izraz x> — 6 - x na puni kvadrat.
1.inacica
Rabimo formulu



at-2-ab+b> =(a—b)2.
Sada je

) ) izraz ne smije mijenjati vrijednost
X —6-x=x-2-3-x= 5 |FXx —2:3:-x+3

2 5,2
2 —3 =
pa ga nadopunimo sa +3 "~ -3

=(x2—2-3-x+32)—32 —(x-3)2 3% =(x=3)% 2o,

2.inacica
Rabimo formulu

a2—2-a-b+b2=(a—b)2.

Sada je
x2—6-x x2—6-x a=x 1

5 5 = 5 5 = = 2-xb=6-x/-— = b=3.
a”=2-a-b+b a®=2-a-b+b 2ab=6-x 2x
Buduéi da izraz x* — 6 - x ne smije mijenjati vrijednost, nadopunimo ga sa + 3> — 3* pa dalje slijedi:

2 2 2
x2-6x 22 6x+3% 232 (x —6-x+3 )_3
= = =
2 2
a2—2-a-b+b2=(a—b) a2—2-a-b+b2=(a—b) az_z.a.b+b2=(g—b)2
- (x2—2~3~x+32)—32 = (x=3)%23% = (x-3)% o,

e Nadopunjavamo izraz y* + 4 - y na puni kvadrat,
1.inacica
Rabimo formulu
2
a 2+2~a-b+b2 =(a+b) .
Sada je

izraz he smije mijenjati vrijednost

5 :|=y2+2~2~y+22—22=

pa ga nadopunimo sa +2 -2

2 2

z(y2+2-2-y+22)—22 —(y+2) 7 =22 =(y+2)° -4
2.inacica
Rabimo formulu

a2+2-a-b+b2=(a+b)2.

Sada je

2 2

y +4-y y o +4-y a=y 1

) ) = ) ) = = 2-yb=4-y/-— = b=2.
a“+2-a-b+b a”+2-a-b+b 2-a-b=4-y 2-y
Buduéi da izraz y* + 4 - y ne smije mijenjati vrijednost, nadopunimo ga sa + 2> — 2* pa dalje slijedi:

2 2 2
y2+4-y y2+4-y+22—22 (y +4-y+2 )_2
= = =
2 2
a2+2-a-b+b2=(a+b) a2+2-a-b+b2=(a+b) a2+2-a-b+b2=(a+b)2

- (y2+2-2-y+22)—22 = (v+2)2 2% = (y+2)% -4



Nakon sredivanja izraz glasi:
Z=x2+y2—6-x+4-y+24 = Z=x2—6~x+y2+4~y+24 =

= z=(x—3)2—9+(y+2)2—4+24 = z=(x—3)2+(y+2)2+11.

Najmanju vrijednost izraz poprima ako su izrazi u zagradama jednaki nuli:
x=3=0 x=3
= .
y+2=0 y=-2

z=(3—3)2+(—2+2)2+11 = z=0+9+11 = z=11.

Tada je njegova vrijednost jednaka:

Vjezba 046

Neka su x i y realni brojevi. Koju najmanju vrijednost moZe imati izraz
z=xX"+y —4-x-6-y+23?
Rezultat: 10.

Zadatak 047 (Nicky, maturantica)
Zadan je polinom f(x) = (5 - x> = 7 - x + 1)**”. Napigemo li taj polinom u kanonskom obliku,
tj. f(x) = a, - X"+ ap1 - X" 4 ... + a; - X + a tada ¢e zbroj svih koeficijenata tog polinoma biti jednak:

A. 54018—72009+1 B. 52009+72009 C. 1 D. -1
Rjesenje 047
Ponovimo!
(1) 2",
Zbroj svih koeficijenata polinoma u kanonskom obliku
f(x) =ay, x *a, -xn_1 + o tapxtag

glasi:
S=dp+a,  + . +ap+ag.
Uoc¢imo da za polinom

f(x)zan~xn+an_1-xn_1+ e taypxtag

vrijedi
n n—1
f(D=ay 1" +a,_ 17 "+ o +a-1+ay = f(I)=ap+a, |+ .. +a;+a,.
Zato je

s=f(1).

Dakle, zbroj svih koeficijenata polinoma dobijemo ako za argument uzmemo 1, tj. x = 1.
Zbroj koeficijenata zadanog polinoma jednak je:

> 2009 2009
f(x)=(5-x _7'“1) = s=(5-12—7~1+1) = s=(5-7+1) 2 5
s=1(1)
s=(-1"% = s=o1.
Odgovor je pod D.



Vjezba 047
Zadan je polinom f(x) = (6 - x> = 7 - x + 1)**”. Napigemo li taj polinom u kanonskom obliku,
tj. f(x) = a, - X"+ an1 - X" + ... + a; - X + a tada ¢e zbroj svih koeficijenata tog polinoma biti jednak:

A 0 B. 2 C. 1 D. -1
Rezultat: A.

Zadatak 048 (Maturnati, HTT)
Koliki je zbroj nultocaka polinoma f (x) = (x+ 1) . (x—2) . (x—l— 2~i) . (x—1+ 2. i) ?
Rjesenje 048
Ponovimo!
Funkcija oblika
) n n-1 n—2 2
In (,x):ct”~,x ta, |-x ta, X o tayx T apxta
zove se polinom n — tog stupnja.
Broj X0 je nultocka polinoma f, (x) ako je fy (xo) =0. Opcenito vrijedi da polinom n — tog
stupnja ima n nulto¢aka (one mogu biti realni ili kompleksni brojevi). Polinom
n n—1 n—2 2
fn(x)=a, x ta, |-x ta, 5-x +o Fayx T tayxtag
moZemo faktorizirati:

fn(x):an -(,x—x1)~(x—,x2)~(x—x3)~ ~(x—xn),

gdje su xy, Xy, X3, ..., X, nultocke polinoma.
Uocimo da je zadani polinom Cetvrtog stupnja pa ima Cetiri nultocke.

f(x)=(x+1)-(x=2) (x=1=254)-(x—1+2-i)
f4(0)= (x5 ) (r= ) (=5 ) (=34 } -
()= (x=(=1))-(¢=2)-(x=(1+2:0))-(x- (1~ 21))}

" L0~ () )
F(x)=(x=(=1)) (x=2)-(x=(1+2:4)) - (x (121))}

T ()= (=) (=0, ) (5= (=) N

=

x1=—1
x2=2
X3 =1+2-
x4=1—2-i

Zbroj nulto€aka iznosi:
X+ Xy H X3+ 2y = =1+ 241420+ =200 =—1+2+1+2-i+1-2-71=3.
Vjezba 048
Koliki je zbroj nultocaka polinoma f(x) = (x+1)-(x—2)~(x—1—5~i)~(x—1+5-i)?
Rezultat: 3.



