Zadatak 001 (Ivan, tehni¢ka Skola)
Nadite ostatak r(x) pri dijeljenju polinoma f(x) = 3x* + 5x + 3 polinomom g(x) = x + 1.

Rjesenje 001
l.inacica
Kada dijelimo polinom f(x) polinomom g(x) trazimo takav polinom q(x) da je
f(x) = g(x) - q(x).
Ako takav polinom q(x) postoji, kaZzemo da je polinom f(x) djeljiv polinomom g(x). U opéem slucaju bit ¢e
f(x) = g(x) - q(x) +1(x),

gdje je r(x) ostatak dijeljenja polinoma f(x) polinomom g(x). Ostatak r(x) je uvijek za bar jedan stupanj niZi
polinom od g(x).

Promatramo dijeljenje polinoma
(3x” +5x+3): (x + 1).

Polinome koje dijelimo pisemo po padajuéim potencijama. Dijelimo prvi &lan djeljenika, 3x°, prvim ¢lanom
djelitelja, x.

3x%: x = 3x.

Koli¢nik 3x zatim pomnoZimo djeliteljem, x + 1, i umnoZak potpisujemo pod odgovarajuce potencije
djeljenika.

(327 +5x+3):(x+1)=3x
+3x° +3x

Potpisanim ¢lanovima +3x” + 3x promijenimo predznake-i-zbrojimo s odgovarajué¢im ¢lanovima djeljenika.
Spustamo sljedeci ¢lan djeljenika, 3.

(3x* +5x+3): (x+1)=3x

+3x7 +3x
+2x+3
Ponovno prvi ¢lan djeljenika, 2x + 3 dijelimo prvim ¢lanom djelitelja, x.
2x 1 x=2.

Koli¢nik 2 zatim pomnoZimo djeliteljem, x + 1, i umnoZak potpisujemo pod odgovarajuce potencije
djeljenika.
(13x* +5x+3):(x+1)=3x+2
+3x%+3x
+2x+3
+2x+2
1

Ostatak je 1.

2.inacica
Polinom g(x) je prvog stupnja. To znaci da ostatak r(x) moze biti realan broj r(x) = k. Prema teoremu o
dijeljenju polinoma:

f(x) = g(x) - q(x) + 1(x),
dobije se
3 +5x+3=(x+ 1) q(x) + 1(x),

3x*+5x+3=(x+1)-qx) +k
Za x =—1 dobiva se



3-(-1Y+5-(-D+3=(-1+1)-q(x) +k,
3-5+3=0-q(x) +k,

k=1 =>ostatak je 1.
Vjezba 001
Nadite ostatak r(x) pri dijeljenju polinoma f(x) = x> — 3x + 5 polinomom g(x) = x — 1.

Rezultat: 3.
Zadatak 002 (Kika, gimnazija)
Koliki je zbroj koeficijenata polinoma f(x) = (x*=2x +2) - (x* = 5x + 3)*?

Rjesenje 002
Promatrajmo polinom n—tog stupnja s realnim koeficijentima:

fx)=a, X"+ ap; X" +a, X4 . +a X +a X+ a.
Za x = 1 upravo se dobije zbroj koeficijenata:

f(x)=a,+a,;+a,,+...+a,+a; +a,.
Sada je:
f(x) = (x> = 2x +2)” - (X" = 5x + 3)’,

f()=(1"=2-1+2-(1>°-5-1+3°=(1-2+2-(1-5+3 =1 (-1)’=-1.
Vjezba 002
Koliki je zbroj koeficijenata polinoma f(x) = (3x” + 4x — 6)’ -+ (2x” + 5x — 5)*?
Rezultat: 4.
Zadatak 003 (Ana, gimnazija)
Zadan je polinom f(x) = X’ + x + 1. Provjeri da za svaki realan broj a vrijedi f(a) + f(-a) = 2.

Rjesenje 003
fX) =x>+x+ 1,
fla)+f(-a)=a’+a+ l4(-a)  +(-a)+ l=a’+a+1-a’—a+l =2.
Vjezba 003
Zadan je polinom f(x) = x* — 2x” + 1. Provjeri da za svaki realan broj a vrijedi f(a) — f(-a) = 0.

Rezultat: Tocno je.

Zadatak 004 (Ines, gimnazija)
Ako je polinom P(x) = x'+ax’ +bx +c¢ djeljiv polinomom Q(x) = (x — 1)?, koliko jea+b+c?

Rjesenje 004

Polinom P(x) = x* +ax’ + bx + ¢ je cetvrtog stupnja. Polinom Q(x) = (x — P =x-3x*+3x-1 je
polinom tre¢eg stupnja. Dijelimo polinom P(x) polinomom Q(x). Ostatak mora biti jednak nuli jer su
polinomi djeljivi.

(x4 + ax2 + bx +c):(x3—3x2+3x—1)=x+3
ix4 F3x i3x2 Fx
30 +(a-3)2% +(b+1)x  +c
+350 Tox2  +9x T3

(a+6)x>+(b=-81)x+(c+3)



Ostatak ¢e biti jednak nuli ako su svi koeficijenti jednaki nuli:
@+ 6)x*+(b-8)x+(c+3)=0,
a+6=0,b-8=0,c+3=0,

a=—-6,b=8,c=-3.
Sada je:
a+tb+c=—-6+8-3=-1.
Vjezba 004
Ako je polinom P(x) = x* + ax” + bx + ¢ djeljiv polinomom Q(x) = (x + 1)*, koliko je a + b + ¢?

Rezultat: a+b+c=-17.

Zadatak 005 (Ines, gimnazija)
Ako je ostatak prilikom dijeljenja polinoma P(x) = x* + ax”> + bx + ¢ polinomom Q(x) = (x — 1)’
jednak nuli, koliko iznosia - b - ¢?

Rjesenje 005

Polinom P(x) = x* + ax® + bx + ¢ je etvrtog stupnja. Polinom Q(x) = (x — 1)’ =x* = 3x* + 3x — | je
polinom treceg stupnja. Dijelimo polinom P(x) polinomom Q(x), a ostatak je prema uvjetu zadatka jednak
nuli:

(x4 + ax2 + bx +c):(x3—3x2+3x—1)=x+3
ix4 $3x3 i3x2 Fx
3x3 +(a—3)x2 +(b+1)x +c
+35° T9x2 +9x 33

(a+6)x>+(b=81)x+(c+3)

Ostatak ce biti jednak nuli ako su svi koeficijenti jednaki nuli:
(a+6)x*+(b-8)x+(c+3)=0,
a+6=0,b-8=0,c+3=0,
a=—-6,b=8,c=-3.

Sada je:

a-b-c=-6-8-(-3)=144.
Vjezba 005

Ako je ostatak prilikom dijeljenja polinoma P(x) = x* + ax® + bx + ¢ polinomom Q(x) = (x + 1)’

jednak nuli, koliko
iznosia-b-c?

Rezultat: a-b-c=-144.
Zadatak 006 (Goran, tehni¢ka Skola)
Koliki je koeficijent a ako je u polinomu f(x) = (ax* — 3x’ — 5x> + ax — 1) koeficijent uz x* jednak 9?

Rjesenje 006
Zadani polinom napiSemo kao umnoZak:

f(x) = (ax* - 3x> = 5x* +ax — 1) - (ax* = 3x’ = 5x* + ax — 1).

MnoZe¢i svaki ¢lan prve zagrade sa svakim ¢lanom druge zagrade dobit ¢emo 25 ¢lanova. Zanimaju nas
v . .. ~ .. 4 .. 4 .. v .
samo clanovi koji sadrze potenciju x". Potencija X" dobije se mnoZenjem:
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X s brojem
3
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1
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Zato ¢emo mnoZiti samo te ¢lanove zadanog polinoma:
fx)=ax' (- 1)-3x"ax—5x* - (- 5x) +ax - (-3x) -l -ax* + .. =
4 4 4 4 4 4 4 4
=—ax —3ax +25x - 3ax"—ax +..=-8ax" +25x" +...=(-8a+25) - X +....
Buduéi da je uz x* koeficijent 9, slijedi

-8a+25=9 => a=2.
Vjezba 006
Koliki je koeficijent a ako je u polinomu f(x) = (ax* — 3x’ — 5x> + ax — 1) koeficijent uz x* jednak 1?

Rezultat: a=3.

Zadatak 007 (Ines, gimnazija)
Za koji je realan broj a polinom f(x) = x° + x> + a djeljiv polinomom g(x) = X’ + x + a?

Rjesenje 007
Kako se dijele polinomi? Vidi Zadatak001

( x° +x° +a):(x3+x+a):x3—x+(l—a)

+x® +x* +taxt

—x* +(1—a)x3 +a

Tt Tx* Fax

(l—a)x3 +xXrtax+ a

+(1-a)x’ +(1-a)xta(l-a)

x +(a—1+a)x+a—a+a2 =x’ +(2a- l))cha2
Ostatak Ce biti jednak nuli ako su svi koeficijenti jednaki nuli. Ostatak je polinom drugog stupnja. Buduéi da
uz x* stoji koeficijent 1, ne postoji takav broj a za koji su polinomi f(x) i g(x) djeljivi.

Vjezba 007
Za koji je realan broj a polinom f(x) = x* + x + a djeljiv polinomom g(x) = x + a?

Rezultat: a=0.
Zadatak 008 (Ines, gimnazija)
Ako je x* - 3x + 5 = 0, koliko je x* — 6x° + 9x* — 7?

Rjesenje 008
Podsjetimo se formule za kvadrat trinoma:

(a+b+c)’=a’+b’+ ¢’ +2ab + 2ac + 2bc.
Kvadriramo zadanu jednakost:
xX*-3x+5=0/"
x+9x* +25-6x° + 10x* = 30x = 0.



Izdvojimo izraz €iju vrijednost traZimo:
X' —6xX’+9x° =7+ 7425+ 10x* = 30x =0,
(x'—6x’ +9x* = 7) + 10x* = 30x + 32 =0,
(x*—6x’ +9x* = 7) + 10x* = 30x + 50 — 18 = 0,
(x* = 6x* +9x* = 7) + (10x* = 30x + 50) — 18 = 0,
X' -6 +9X° =7+ 10 (x* = 3x+5)— 18 =0,
x' -6’ +9x°=7)+10-0-18 =0,
x'—6x’ +9x* -7 =18.

Vjezba 008
Ako je x* + x + 1 =0, koliko je x* + 2x* + x*?

Rezultat: 1.

Zadatak 009 (Ines, gimnazija)
Ako je x = 2 jedna nultodka polinoma P(x) = x’ — x> — x — 2, koliki je zbroj preostalih nultotaka?

Rjesenje 009
Uporabit ¢emo Vieteovu formulu za polinom treéeg stupnja. O Vieteovim formulama pogledaj
Zadatak012.

Za polinom treéeg stupnja P(x) = ax” + bx” + cx + d vrijedi:
X tX, X, =——

1z zadatka slijedi:
P(x) = x° — x*=X — 2,

a=l,b=-lc=-1,d=-2,
xl+x2+x3=—_T=1.

Budu¢i da je jedna nultocka poznata, x; = 2, piSemo:
24 %, +x,=1 = x,+x,=-1.
Vjezba 009
Ako je x = Sjedna nultotka polinoma P(x) = x” — x* — x — 2, koliki je zbroj preostalih nulto¢aka?

Rezultat: —4.

Zadatak 010 (Ines, gimnazija)
Broj — 2 dvostruka je nultocka funkcije f(x) = ax’ + bx + ¢. Ako jef(=1) +1(5) =25,
kolikojea+b+c=?

Rjesenje 010
Ako je broj x = — 2 dvostruka nultotka polinoma drugog stupnja f(x) = ax® + bx + ¢, zna¢i da tjeme
parabole leZi na x — osi pa je njegova apscisa jednaka — 2.

_ 12
r| -2 4=t} b ) (24) = b=da
2a 4a 2a



Budu¢i da je x = — 2 nultocka polinoma, vrijedi:
a-(=2’+b-(-2)+c=0,
4a-2b+c=0.
1z f(— 1) + £(5) = 25 slijedi:
a-(-1’+b-(-D+c+a-5+b-5+c=25,
a-b+c+25a+5b+c=25,
26a + 4b + 2c = 25.

Dobili smo sustav tri linearne jednadZbe s tri nepoznanice:
b=4a
4a-2b+c=0 ; =
26a+4b+2c =25
—4a+c=0 } c=4a

4a-2-4a+c=0 da—-8a+c=0
=
26a+4-4a+2c =25 26a+16a+2c =25

fr— f—
42a+2¢c =25 2a+2c=25

= 50a=25 = azézl = c:4-a=4-l=2, b=4-a=4-l:2.
50 2 2 2

} = 42a+2-4a=25 = 42a+8a=25 =

Zbroj je jednak:
1 9
atb+tc=—+2+2=—.
Vjezba 010
Broj 0 dvostruka je nultocka funkcije f(x) = ax” + bx +c¢. Ako je f(— 1) + f(5) = 52,
kolikojea+b+c=?

Rezultat: 2.

Zadatak 011 (Ines, gimnazija)
Koliko iznosi koeficijent a ako za kempoziciju polinoma P;(x) = ax + 1 i P,(x) = x* + 1 vrijedi
P1 OPZZPZOPI?
Rjesenje 011
Iz uvjeta P, o P, = P, o P, slijedi:
(BoP)()=(PoPR)(x) = B(B(x)=PF(A(X) = R +)=Pax+]) =
a-(x2 —i—l)—i—lz(ax—i-l)2 +1 = a-(x2 +1) =(ax+1)2.

Dobivena jednakost vrijedi za svaki realan broj x (Vxe R). Kako jednakost vrijedi za svaki x, to vrijedi i za
x=0:
a-(0+1)=(a-0+1)" = a=1.

Jednakost mora vrijediti i za bilo koji drugi realan broj x, na primjer, za x = 1:
a-(1+1)=(a-1+1) = 2a=(a+1)" = 2a=a’+2a+1 = a’=—-1 = a=/-1=i.
To je kontradikcija. Zakljucujemo da ne postoji a takav da bi jednakost kompozicije vrijedila za svako

x€ R.

Vjezba 011
Koliko iznosi koeficijent a ako za kompoziciju polinoma Py(x) =ax + [ i Py(x) =x + 1
vrijedi P, o P, =P, o P|?

Rezultat: a=1.



Zadatak 012 (Ines, gimnazija)

Dani su polinomi P(x) =x" - (x — 1) i Q(x) = x+x+ D™ Kojeg je stupnja produkt P(x) - Q(x)?
Rjesenje 012

Ponovimo!

m
n m n+m n nm
a -a =da N (Cl ) =a

Zadani polinomi su:
m

P(x)=xn-(x—1)=xn+1—xn , Q(x)=(2+x+1) —x2My

Polinom P(x) je stupnja n + 1. Polinom Q(x) je stupnja 2m.
Njihov umnozak P(x) - Q(x) je polinom stupnja 2m + n + 1:

P(x)-Q(x)= (xn+1 —-x" ) . (x2m + ) = x2mntl _amin
Vjezba 012
Dani su polinomi P(x) =x" - (x = 1)i Q(x) = X2+ x+ D™ Kojeg je stupnja produkt P(x) - Q(x)?
Rezultat: 8m+n+ 1.

Zadatak 013 (4A, hotelijerska Skola)
Ako polinom f(x) = ax’ — 2x — 2 ima dvostruki korijen, nadite f(1) + f(— 1).

Rjesenje 013
Graf polinoma drugog stupnja je parabola. Ona ¢e dirati x — os (tj. polinom ¢e imati dvostruki
korijen) ako je diskriminanta pripadne kvadratne jednadZbe jednaka nuli. Slijedi:

Y D=b2-4-a-¢c=0 ax2—2x—2:0 1
a=a, b=-2, c=-2 :>4—4-a-(—2)=0:>4+8a=0:>a=—5.

o| \// \x; D=b*-4.a.c=0
Konacno je:

_ L2, e t2 50 L
f@ =2 =2x=2 2 fO+ LD =15 =2:1-2-(-])

2 2. (-1)-2=

=—l—2—2—l+2—2=—5.
2 2
Vjezba 013
Ako polinom f(x) = ax® — 2x — 2 ima dvostruki korijen, nadite f(0) + f(2).
Rezultat: - 10.

Zadatak 014 (Ante, tehni¢ka Skola)
Ako je x = 1 jedna nultodka polinoma P(x) = x’ — 1, koliki je zbroj preostalih nultodaka?

Rjesenje 014
P(x)=(x-1)- (x2 +x+1).

Budu¢i da je x = 1 nultocka polinoma P(x), za zbroj preostalih nultocaka vrijedi:

2 4x+1=0 }

= [Vieteova formula] = Xy + Xy = —2 =-—1.
a=1, b=1, c=1

a
Vjezba 014

Ako je x = 2 jedna nultodka polinoma P(x) = x’ — 8, koliki je zbroj preostalih nultodaka?
Rezultat: -2

Zadatak 015 (Tomislav, gimnazija)
Koje je kratnosti nulto¢ka x = 1 polinoma P(x) = x* —4x> + 6x* — 4x + 1?

Rjesenje 015
Uocimo da se polinom pomoc¢u binomne formule moZe ovako zapisati:

7



P(x)=x4—4-x3+6-x2—4'x+1=(~\’_1)4'

Broj x =1 je nultocka kratnosti 4.

Vjezba 015
Koje je kratnosti nulto¢ka x = 1 polinoma P(x) = x> — 3x* + 3x — 1?
Rezultat: Kratnost je 3.

Zadatak 016 (Tomislav, gimnazija)
Koje je kratnosti nultocka x = 1 polinoma P(x)= B w412

RjeSenje 016
Rastavimo polinom na faktore:

P(x)=x3—x2—x+1=x3—x—x2+1=x-(x2—1)—(x2—1)=(x2—1)-(x—1)=

—(r=1)- (x4 1)-(x=1)=(x 1) - (x+1).
Broj x = 1 je dvostruka nultocka ili nultocka kratnosti 2.

Vjeiba 016
Koje je kratnosti nultocka x = — 1 polinoma P(x)= Ctx
Rezultat: Kratnost je 2.

2 _x-12

Zadatak 017 (Goga, gimnazija)
Nadite ostatak r(x) pri dijeljenju polinoma f(x) = x'® + x>+ x° + 1 polinomom g(x) = x + 1.

Rjesenje 017
Polinom g(x) je prvog stupnja. To znaci da ostatak r(x) moZe biti realan broj r(x) = k. Prema teoremu
o dijeljenju polinoma:

f(x) = g(x) - q(x) + r(x),
dobije se
X+ xFX+1=(x+ 1) -qx) +k
Zax =—1 slijedi:
EDC+ D+ + =141 qx) +k,

1-1-1+1=0-q(- 1) +k,

k=0 =>nema ostatka, vidimo da je polinom f(x) djeljiv sa g(x).
Vjezba 017
Nadite ostatak r(x) pri dijeljenju polinoma f(x) = x'® + x° + x° + 5 polinomom g(x) = x + 1.

Rezultat: 4.

Zadatak 018 (Goga, gimnazija)
Za koji a je ostatak r(x) pri dijeljenju polinoma f(x) = x* + x> + ax + 5 polinomom g(x) = x — 1
jednak 37

RjeSenje 018
Polinom g(x) je prvog stupnja. To znaci da ostatak r(x) moZe biti realan broj r(x) = k. Ako
podijelimo f(x) sa g(x) dobijemo ostatak r(x) = 3. Prema teoremu o dijeljenju polinoma:

f(x) = g(x) - q(x) + 1(x),
dobije se
X+x +ax+5=(x-1)qx) +3.
Zax =1 slijedi:
P+l’+a-1+5=(1-1-q)+3=>1+1+a+5=0-q(1)+3=>

=a+7=3=a=-4.



Vjezba 018
Za koji a je ostatak r(x) pri dijeljenju polinoma f(x) = x* + x> + ax + 5 polinomom g(x) = x — 1
jednak 6?7

Rezultat: a=-1.

Zadatak 019 (Goga, gimnazija)

Koji uvjet moraju zadovoljavati koeficijenti polinoma f drugog stupnja, tako da on bude kvadrat
nekog polinoma?
Rjesenje 019

Podsjetimo se da kvadratna jednad’ba ax® + bx + ¢ = 0 ima dvostruko realno rjeSenje ako je
diskriminanta jednaka nuli. Da bi polinom f(x) = ax® + bx + ¢ bio kvadrat nekog polinoma, mora biti:

{ b2 —4-a-c=0
a>0 , ¢>0.
Vjezba 019
Napisi polinom f(x) = 4x* + 20x + 25 kao kvadrat nekog polinoma.
Rezultat: f(x) = 2x + 5)%

Zadatak 020 (Goga, gimnazija)
Ako su brojevi 1 i 2 nultocke polinoma f(x) = 2x> + ax + b, izraunaj f(-1).

Rjesenje 020
F)=0)  2P+a1+b=0 | 2+a+b=0 a+b=-2 atb=-2/(-1)
= = = = =
f(2)=0 2.3 4.24b=0 16+2-a+b=0 2:a+b=-16 2-a+b=-16

—a—-b=2
-
2-a+b=-16
Racunamo f(-1):

a+b=x~

a=Mw

2
}:a:_m: }:—14+b:—2:b:12.

3
flx)=2x ‘14'“12} = (1) =2 (-1) 214 (-) 41222 414412224,
—

Vjezba 020
Ako su brojevi 11 2 nultoc¢ke polinoma f(x) = 2%’ + ax + b, izracunaj f(3).
Rezultat: 24.



