Zadatak 021 (XY, veleuciliste)
x+2-y+4-z=1
Rijesite sustav linearnih jednadzbi Gaussovom metodom eliminacije: § x+3-y—z=-2
2-x+7-y—-4-z=-1
Rjesenje 021
Linearni sustav od m jednadZbi s n nepoznanica zapisujemo u obliku:
a1 +a12 "Xy +a13 "Xy + .. +a1n “Xp =b1,

a21-x1+a22-x2+a23~x3+ +a2n~xn =b2,

A1 X T Xy F a3 Xyt Ay Xy = by

Koeficijenti a; 1 slobodni ¢lanovi b; su zadani realni brojevi, a xi, X, ..., Xa Nepoznanice sustava. RjeSenje
ovog sustava je svaka n — torka (xi, X2, ..., Xn) koja uvrStena u zadani sustav identicki zadovoljava sve
jednadZbe. Linearni sustav moZemo predociti u obliku proSirene matrice sustava:
a a a a [ b
11 12 13 1n 1
Gy Gy Gz v gy | D
a4y 43 o Amn | by

Pomocu elementarnih transformacija sustav se svede na ekvivalentan u kojemu matrica ima reducirani oblik.
Elementarne transformacije nad retcima matrice su:

o zamjena dvaju redaka
Primjer

zamjenjujemo
prviitreci redak

- o O
oS = O
oS O =
S O =
oS = O
- o O

2 mnoZenje ili dijeljenje retka skalaroni(brojem) razli¢itim od nule
Primjer
1 2 3 1 23
drugi redak
462~d”l.b.2~231.
01 1 ijelimo brojem 01 1

@ mnoZenje jednog retka odabranim skalarom (brojem) i dodavanje nekom drugom retku

Primjer
1 3 1 . .. 1 3 1 1 3 1
prviredak pomnoZimo s
210 ~( 5 doda q }~ -2-1+2 -2-3+1 -2:-1+0|~|0 =5 -2
00 1 —2 idodajemo drugom 0 0 | 0 0 1

Primjenom elementarnih transformacija moguce je matricu svesti na reducirani oblik koji je jedinstven. Tu
podrazumijevamo sljedeci oblik matrice:

@ Prvi ne-nul (koji nije nula) element (stoZer) svakog retka iznosi 1. Svi elementi u stupcu tog stozernog
elementa jednaki su nuli.

@ Svi retci koji sadrze samo nulelemente (ako takvih ima) nalaze se iza onih redaka koji sadrZe bar jedan
ne-nul element.

@ Svaki naredni stoZer (gledajuci po retcima) nalazi se desno (u retku s ve¢im indeksom) od prethodnog
stozera: ako stoZer u retku r; leZi u stupcu sj, a stoZer u retku r> > ry, leZi u stupcu sy, tada je sz > si.

Evo nekoliko primjera reduciranih formi:
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00140
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Transformacije se primjenjuju na prosirenoj matrici sustava. Rjesenje sustava postojat ¢e ako matrica i
prosirena matrica sustava imaju isti rang. Rang matrice je broj ne-nul redaka u reduciranom obliku matrice.
Najprije napiSemo prosirenu matricu sustava i pomoc¢u elementarnih transformacija svedemo na

reducirani oblik:

2 4 | 1 12 4 | 1 N
1 -5 | —3 ~01—5|—3]j+ ~
03 | 6] 1:3 |00 1 | 2 5 (-9
120|—7‘§+ 100 | —21
010 7 - ~[0 10| 7
001 2 001] 2

@
HVALA!

Kolega Tibor Peji¢, profesor matematike i informatike, rijesio je zadatak, napisao ga u LaTeXu i dopustio
da ga objavim na svojim stranicama.

Vjezba 021
4-x—y+z=5
Rijesite sustav linearnih jednadzbi Gaussovom metodom eliminacije: < 2-x+3-y—z=S5.
x+y+2-z=9
Rezultat: x=1,y=2z=3.

Zadatak 022 (Jelena, studentica)
Rijesi sustav jednadzba Cramerovom metodom:
X -z=-3
x+2-y+a-z=1 (aeR).
2-x4+a-y—z=-2
Rjesenje 022
Ponovimo!
al =a |, a.qa™ =a”+m s a2 —b2 =(a—b)-(a+b).
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a~(b+c) =a-b+a-c , a~h+a~c:a~(b+c).

Sustav od tri linearne jednadZbe s tri nepoznanice, obi¢no se nepoznanice oznacavaju s X, y i z, (ali moze
X1, X2, X3) elegantno se rjeSava pomocu Cramerova pravila. Neka sustav ima oblik



B 5 =)
a21-x+a22-y+a23-z=b2 . D

a31-x+a32-y+a33-z=b3

Najprije napiSemo determinantu sustava (nju ¢ine koeficijenti uz nepoznanice x, y i z):

Y91 Y2 Y3
D=lay) ay ay|
431 433 433

Sada racunamo tri determinante tre¢eg reda:

byay az| b 4y a3
Dy=|by ay a3 |=by ayy ap
by a3y a3 | | by a3y dgg
e D, je determinanta dobivena iz determinante D tako da se prvi stupac aii, az1, a31 zamijeni stupcem
b1, b, bs.
ap bz |y b3
Dy=lay; by apz|=|ay; by ap3|
a3y by azz| |43y by oasg
e D, je determinanta dobivena iz determinante D tako %@ drugi stupac a2, az, az zamijeni stupcem
by, by, bs. (b".
“r 4 Dl A Y b
Dz =| 4y '%2 S| %1 92 by
4 *%2 by| |a31 a3 by

® D, je determinanta dobivena iz deéminante D tako da se tre¢i stupac a3, a3, a3 zamijeni stupcem
b1, by, bs.

Rjesenje sustava (1) je dano sa

Formule (2) zovu se Cramerovo pravilo za rjeSavanje sustava.

Determinanta treceg reda ima oblik:

a, G O
Gy Gy Ay |-
a; 4p Gy
Specijalno se za racunanje determinante treceg reda rabi Sarrusovo pravilo:
¥ prva dva stupca prepiSu se iza treceg stupca
Ay G O |Gy Oy
Ay dp Gy 4y 4y

Ay Gy Ay | Ay Ay

3



¥ mnoZe se po tri broja koja se nalaze na istovrsnim dijagonalama, ali pri tome padajuce dijagonale
nose pozitivan predznak, a rastuce negativan predznak

+ o+ o+
“1 Y2 Y3 |91 95
Dl 2 || Y G o
431 933 933|431 dzp

=(o) gy ragy +agy ayyrayy oy ayy gy )= (ayy gy oy tagy gy ey agy iy apy)
RjeSavamo zadani sustav. Racunamo determinantu sustava D.

X —z=-3 » o I-x 0 —-12z=-3 racunamo

uocimo koeficijente .

x+2-y+a-z=1 = } ) = l-x+2-y+a-z=1 = | determinantu | =
) uz nepoznanice x, y i z

2-x+a-y-z=-— 2-x+a-y-1-z==-2 sustava, D
1 0 -1 . 1 0 -1|10
Sarrusovo pravilo!
= D=|1 2 = . =1 2 all?2=
Pogledati Zadatak 012
2 a 2 a -1|2a

=(1-2-(—1)+0-a-2+(—1)-1-a)—(2-2-(—1)+a-a-1+(—1)-1-0)=(—2—a)—(—4+a2)=

=—2-a+4-a’=2-a-a’=1-a+1-a’ =(1-a)+(1-a)-(1+a)=(1-a)-(1+1+a)=(1-a)-(2+a).

Sada racunamo tri determinante Dy, Dy, D,:

-3 0 -1 -3 0 -1 . -3 0 -1|-30
Satrusovo pravilo!
Y Dy=| 1 2 a|=D,=| 1 2 al= . = 2 a|l 12=
Pogledati Zadatak 012
-2 a -1 -2 a =1 -2 a -1|-2a

=(=3-2:(-1)+0-a-(-2)+(=1)-1-a)—((-2)-2:(-) +a-a-(-3)+(-1)-1-0) =

=(6—a)—(4—3-a2)=6—a—4+3-a2=2—a+3-a2.

1 -3 -1 1 -3 - . 1 -3 -1|1-3
Sarrusovo pravilo!
v Dy=|1 1 al=Dy=1 1 a|= . =1 1 all 1=
Pogledati Zadatak 012
2 -2 -1 2 =2 -2 -1|2-2

=(L1-(-1)+(=3)-a-2+(-1)-1-(-2)) = (2 1-(-1) +(=2) -a-1+(-1)- 1-(-3)) =

=(-1-6-a+2)-(-2-2-a+3)=-1-6-a+2+2+2-a-3=-1-6-a+2+2+2-a-3=—4-a.

1 0 -3 1 0 -3 . 1 0 -3]10
Sarrusovo pravilo!

Yy D,=|1 2 1|=>D,=|1 2 1]|= . =1 2 1|12=
Pogledati Zadatak 012

2 a -2 2 a -2 2 a -2|2a

=(1:2:(=2)+0-1-24(=3) 1-a)~(2:2:(=3) +a-1-14(~=2) 1-0) = (~4-3-a) ~(~12+a) =
=—4-3-a+12-a=8-4-a=4-(2-a).

l1-a#0 a#l
=
2+a#0 a#-2

Uz uvjet

rjeSenja sustava glase:



Vjezba 022
Rijesi sustav jednadZba Cramerovom metodom:
x+ y +z=5
x+2-y —z=2
2-x+ y+2-z=9
Rezultat: (x,y,2)=(2,1,2).



