Zadatak 061 (Dunja, Ivona, studentice)

X
Nadite derivaciju funkcije: y = e—2.
X
Rjesenje 061
Ponovimo!

Neka su f'i g derivabilne funkcije na istom intervalu 1. Funkcija f - g je derivabilna i vrijedi:

(f-g)'=f"-g+f-g'(derivacija umnoska).

Derivacija kvocijenta:
(%) ((x)-g(0)—f(x)-g'(®)
[f j:f W8 W 4
#(x) (2(x)
l.inacica
' xy 2 x (.2 '
- o ¥ . (e ) x"—e -(x ) Do x2_ex 2% '_ex ve(x=2)
y = _2 =Yy = 2 =Yy = 4 =Yy = 4 =
X ( 2) X X
X
Coe” (x=2) Cox x=2
=y = 3 =y =e 3
X X
2.inadica
e x =2 ' x - ' x\ -2 x (. -2
y=— = y=e -x = y=le -x :>y=(e)x +e” -|x =
X
'ox - X -3 '& - x -3 '
=S y=e x “+e (2)x T = y=ex =2 x T y=ex - (x=2)>
= y'=ex-x_32
X
Vjezba 061
X

Nadite derivaciju funkcije: y = ¢
X

Rezultat: e * x_—21
X

Zadatak 062 (Dunja, Ivona, studentice)
Nadite derivaciju funkcije: y = arctg (Inx)+In(arctg x).

Rjesenje 062
Ponovimo!
Derivacija zbroja: (f+g)'=f"'+g "

dy _dy du

Derivacija slozene funkcije: —=——-— ili y'(x)=y"'(u) u'(x).

dx  du dx

SloZena funkcija derivira se tako da se najprije derivira po posrednoj funkciji kao argumentu i

dobiveni rezultat pomnozi derivacijom posredne funkcije.



Tabli¢no deriviranje
Funkcija Derivacija
1
arctg x
1+x 2
Inx l
X

1 ' [

y=arctg (Inx)+In(arctg x) = y' =(arctg (Inx)+1In(arctg x)) = y‘ =(arctg(Inx)) +(In(arctgx)) =

' 1 ' 1 ' ' 1 1 1 1
=y = 5 Inx) + (arctgx) = y = =t . 5 =
1+1n2 x arctg x l4In2x X arcigx 14
' 1 1
R 2 [ .2 :
x~(1+ln x) (1+x )'arctgx
Vjezba 062

Nadite derivaciju funkcije: y =arctg \/; .

1
Rezultat: _—
2. x-(1+x)

Zadatak 063 (Dunja, Ivona, studentice)
Nadite derivaciju funkcije: y=+/Inx+1+ ln(\/; + 1).

Rjesenje 063
Ponovimo!
Derivacija zbroja’™\(fHg)'=f '+g .

L . ..ody dy du ..
Derivacija sloZene funkcije! Doy y'(x)=y'(u) u'(x).
dx du dx
SloZena funkcija derivira se tako da se.najprije derivira po posrednoj funkciji kao argumentu i

dobiveni rezultat pomnoZi derivacijom posredne funkcije.

Tabli¢no deriviranje
Funkcija Derivacija

1
e 3

Inx

o><|~g|
=

¢ - konstanta

y=\/W+ln(\/;+l) = y‘=(\/m+ln(\/;+l)) = y'=(\/W) +(1n(\/;+1)) =

- 1 ' 1 ' ' 1 1 1 1
= (Inx+1) +——- 1 = | 40 |+—— | ——=+0
= 2.4/ Inx+1 (nx+)+\/;+1 (\/;—F) = 2-JInx+1 (x+ ]+\/;+1 (2- x+ ]:
e 1 LU B R 1 . 1 -
Y 2-JInx+1 x Jx+1 2-/x Y 2x I+l 20 i (x+1)

v 1 1
=7 _2-x- lnx+1+2-(x+\/;)'




Vjezba 063
Nadite derivaciju funkcije: y=1In («/ x+ 1).

Rezultat: ;
2-(x+1)
Zadatak 064 (Dunja, Ivona, studentice)

Nadite derivaciju funkcije: y = In2

Rjesenje 064
Ponovimo!

x—In(Inx).

Derivacija razlike: (f—g)'=f'—g"
Derivacija sloZene funkcije: dy _dy du y'(x)=y'(u) u'(x).
dx du dx

Slozena funkcija derivira se tako da se najprije derivira po posrednoj funkciji kao argumentu i
dobiveni rezultat pomnoZi derivacijom posredne funkcije.

Tabli¢no deriviranje
Funkcija Derivacija
n n—1
X n-x
Inx 1
X
2 (2 (2 '
y=In“x-In(lnx) = y =(In“x-In(lnx)] = y =(In“x| —(In(lnx)) =
' | ' ' 1 1 1 o2 1
=y =2-Inx-(Inx) ——(Inx) = y =2Inx———— = y = o .
Inx x Inx x by x-Inx
Vjezba 064
Nadite derivaciju funkcije: y =Ilnx—In(Inx).
Rezultat: Inx-1 .
x-Inx

Zadatak 065 (Ivan, student)
Odredite ekstreme funkcije: f(x, y) =20 - x> =37 -x-y+31 -x+15-y* - 16 -y—-7.

Rjesenje 065
Ponovimo!
Najprije nademo prve parcijalne derivacije funkcije z = f(x, y) i izjednacimo ih s nulom.
9f(xy) Af (% ¥) _,
dx ijalne derivacij d
- 'pr.ve parleja ne derivacije | x
f(xy) izjedna¢imo s nulom df(x, ) 0

Tocke u kojima diferencijabilna funkcija z = f(x, y) moZe imati ekstreme (tzv. stacionarne tocke)
nalazimo rjeSavanjem sustava jednadzbi:

df(x.y)
Jx =0

of (x,y)
5 =0.

Pretpostavimo da sustav jednadzbi ima jedno rjeSenje:
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x=a .
b} = T(a, b) — stacionarna tocka
y =

Sustav moZe imati vise rjeSenja ili ni jedno. Neka je T(a, b) stacionarna tocka funkcije z = f(x, y). Sada
nademo druge parcijalne derivacije funkcije z = f(x, y) u stacionarnim tockama.

92/ (x.y) 92/ (x.y) 92/ (x.y)
dx 2 0xdy dy 2
Odavde za stacionarnu tocku T(a, b) je:

2 2 2
_9°f(ab) o 9°f(ab) . _0°f(aDb)

A

dx 2 dxdy dy 2
Tvorimo diskriminantu:

2

A B
A= = A=A-C-B".
B C

1. Ako je A > 0, onda funkcija z = f(X, y) ima ekstrem u toc¢ki T(a, b) i to:
e maksimum ako je A <0 (ili C < 0)
¢ minimum ako je A >0 (ili C > 0)

2. Ako je A < 0, onda funkcija z = f(x, y) nema ekstrem u tocki T(a, b)

3. Ako je A =0, potrebna su daljnja ispitivanja.

Maksimum ili minimum dobije se da koordinate stacionarne tocke T(a, b) uvrstimo u zadanu funkciju:
Zmax =/ (a, b) ili 2 in = f(a,b).

Najprije nademo prve parcijalne derivacije fukcije z ={(x, y) i izjedna¢imo ih s nulom:

M=i(20-x2—37-x-y+31-x+15-y2—16-y—7)=40-x—37-y+31,
dx 0x
df(x.y) 0

=—(20-x2—37-x-y+31-x+15-y2—16-y—7)=—37-x+30-y—16.
oy 0y
Rjesavamo sustav jednadzbi:
6-x2—36-y=0 6-x2—36-y=0/:6 x2—6-y=0 izrazimo y iz prve jednadZzbe

) = 5 = ) = =
6-y~—-36-x=0 6-y~"-36-x=0/:6 y —6-x=0

2

1 uvrstimo u drugu

2
y:x_ _x2 x4 4 3
= 6 = ry —6-x=0:>¥—6-x=0/-36:>x +216-x=0:>x-(x —216):0:>
y2—6-x=0
x=0 7 =0 =0 x =0
= 3 = 3 = 3 =
x”=216=0 32216/ x, =3/216 Xy =
Uvrstimo li ove vrijednosti od x u bilo koju jednadZbu sustava dobije se:
7 =0 2 2
) =y -60=0=y"=0= y=0= Tl(0,0) stacionarna tocka,
y —6-x=0
x, =0
22 } = y2—6-6=O = y2—36=0 = y2=36/*[ = ¥, =6= T2(6, 6) stacionarna tocka.
y —6-x=0
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Dakle su Ti(0, 0) i T2(6, 6) stacionarne tocke. Sada nademo druge parcijalne derivacije funkcije
z = f(x, y) u stacionarnim tofkama. Parcijalnim derivacijama drugog reda funkcije z = f(x, y)
nazivamo parcijalne derivacije njezinih parcijalnih derivacija prvog reda:

92 f(x, y)_i[af(x, y)] 9

2
= =% (6.
ax2 dx dx ( *

= -36- )=12-x,
0x Y

2 f(x y)_i(af(x, y>]_ 2
dx

dxdy  Ox dy _—(6'y2—36-x)=—36,

% f(x, y)_i(af(x,y)

= Py

oy 9y ]=%(6-y2—36-x)=12.y.

Za stacionarnu to¢ku T1(0, 0) vrijedi:
22 7(0,0)

azf((), 0)
c=—2t'"")

2
dx

92 7(0,0)
AL N Y >

dxdy dy

A =12-0=0 , B =12-0=0
te je
2 2
A=A-C-B :>A=0-0—(—36) = A=-1296<0.
Funkcija z = f(x, y) u stacionarnoj tocki T;(0, 0) nema ekstrema.

Za stacionarnu toc¢ku T»(6, 6) vrijedi:

2 2 2
9% £(6,6 22 £ (6.6 32 7(6.6
A:#:nﬁ:n A ACLI C:#:mﬁ:n
ox dxdy dy
te je
A=A-C-B? = A=7272—(-36)> = A=3888>0.

Funkcija z = f(x, y) u stacionarnoj tocki«T2(6, 6) ima ekstrem. Budu¢i da je A = 72 > 0, rijeC je o
minimumu koji iznosi:
z=f(xy)=2-x2+2.y2-36-x-y+100

—_— — 3 3_ . .
zmin—f(66)—2~6 +2-67-36-6-6+100

= Zin = -332.

Vjezba 065
Ispitaj da li funkcija f(x, y) =2 - x> + 2 - y> = 36 - X - y + 432 ima ekstreme.

Rezultat: Zmin = 0.
Zadatak 066 (Kiki, studentica informatike)

5]
Nadi derivaciju funkcije y =x 0.6 X 3.

Rjesenje 066
Ponovimo!
m '
, o 1 b +b , -
n am:a” ’ ﬁ+7:a ’ (x”) zn‘xn 1‘
n n n
Najprije funkciju pojednostavimo, a zatim deriviramo:
06 53 6 3 303 3,3 6
y=x . X :}y:xlo.x5:>y=x5.x5:>y=x5 5:>y=x5.

Derivacija iznosi:



Vjezba 066
S .. 3/ 5
Nadi derivaciju funkcije y =14/ x .

5 3]
Rezultat: y'= 5 X 2.

Zadatak 067 (Kiki, studentica informatike)

Nadi derivaciju funkcije y = 3\/; +3-x 2 +x —0.3 +x 0'3.
Rjesenje 067
Ponovimo!
Derivacija umnoska konstantnog faktora i funkcije: (¢ - f(x)) ' =c-f'(x)
Derivacija zbroja: (f+g)'=f"'+g .
m

1
nlm n n n—1 -n_ 1
a =a , (x7) =n-x . a o =—.

y=3 x+3~x2+x_0'3+x0'3 = y'=(3\/;+3~x2+x_0'3+x0'3) =

1 1
1 31 -
= y'=§-x3 +3(x2)+(—0.3) 0371 03.49371 &
1 -% 2-1 1.3 0.7 11 1.3 0.7
y'=§~x 343.2.x°7 2032 Y+03x O = y'=§-—2+6-x—0.3-x_' +03-x
x3
1 1 — -
= y'= gy 6 X 03:x 13 03707
3 \ x
Vjezba 067
o . 3/5
Nadi derivaciju funkcije y =14/ x .
5 3]/
Rezultat: y'=— xz.
3

Zadatak 068 (Daniel, student)

Odredi prvu derivaciju funkcije x3+x2-y+y2=0.
Rjesenje 068

Ponovimo!
Ako su u =1f(x), v = g(x) funkcije koje imaju derivacije, onda je

(L£+V) =u +v , (Ll'V) =u -v+u-v.

Ako je zavisnost izmedu x i derivabilne funkcije y zadana u implicitnom obliku F(x, y) = 0, onda je za
racunanje derivacije y ' u jednostavnijim slucajevima dovoljno:



. izraCunati derivaciju po x lijeve strane jednadzbe F(x, y) = 0, smatraju¢i y funkcijom

od x
. izjednaditi tu derivaciju s nulom, tj. staviti da je diF (x,y)=0
X
. rijesiti jednadZbu po y ".

Racunamo derivaciju lijeve strane zadane jednadZbe i izjednacimo je s nulom:
1

}3 (x3+x2-y+y2) =0=>

deriviramo lijevu
x3+x2~y+y2=0:>[ .

stranu jednadzbe
= (x3) +(x2-y) +(y2) =0=> 3-x2+(x2) ~y+x2~y +2-y-y =0 =

= 3-x2+2-x-y+x2-y +2-y-y =0 = x2-y +2-y-y =—3-x2—2-x-y =

=y ~(x2+2~y)=—3~x2—2-x~y =y -(x2+2~y)=—3~x2—2-x-y/-2; =
x“+2-y
' _3x2_2xy ' x(3x+2y)
e e e R
x“+2-y xT4+2-y

Vjezba 068

Odredi prvu derivaciju funkcije x 3 +y 3_ 3-x-y=01

Rezultat: y = >

Zadatak 069 (Daniel, student)

Odredi prvu derivaciju funkcije x+y=e" °.
Rjesenje 069

Ponovimo!
Ako su u = f(x), v = g(x) funkcije koje imaju derivacije, onda je

' ' 1 '

(u+v) =u +v , (u—v) =u —v.
Ako je zavisnost izmedu x i derivabilne funkcije y zadana u implicitnom obliku F(x, y) = 0, onda je za
racunanje derivacije y ' u jednostavnijim slu¢ajevima dovoljno:

. izraCunati derivaciju po x lijeve strane jednadZbe F(x, y) = 0, smatraju¢i y funkcijom
od x
. izjednaciti tu derivaciju s nulom, tj. staviti da je diF (x,y)=0
by
° rijesiti jednadZbu poy ".
Ako je y =f(u) i u = g(x), tj. y = f(g(x))), a funkcije y i u imaju derivacije, tada je
ey e

Yy =Yy Uy ili —

dx du dx’

. . ... dy dy du .. , ,
Derivacija sloZene funkcije: —=——-— ili y'(x)=y"(u) u'(x).
dx du dx

Slozena funkcija derivira se tako da se najprije derivira po posrednoj funkciji kao argumentu i
dobiveni rezultat pomnoZi derivacijom posredne funkcije.

Racunamo derivaciju lijeve strane zadane jednadzbe i izjednacimo je s nulom:



= (x+y—ex_y) =0=>

_ _ deriviramo lijevu '
x+y=e" Y = x4y—e” y=02[ ! }

stranu jednadzbe

1
' 1

= x +y _(ex—y) =0 = l+y'—ex_y~(x—y) =0 = 1+y‘—ex_y~(x'—y')=0 =

1

= 1+y —ex_y~(1—y )=O: 4y —e* Y +y ¥V =0=>

= y'+y' e* V=14V = y' (1+ex~y)__1+ etV /~¥ = y'—ﬂ
1+e™” 1+ e
Vjezba 069
Odredi prvu derivaciju funkcije x+y=e Y.
Rezultat: y = )} ili y =;.
e’ —1 x+y-—1
Zadatak 070 (Zola, studentica)
Odredi drugu derivaciju funkcije f(x)=x 2 cos? 2x
Rjesenje 070
Ponovimo!
. . n m n+m
sin2a=2-cos-sina@ , a -a =a .
Ako su u = f(x), v = g(x) funkcije koje imaju derivacije, onda je
(u—v) =u -v (u~v) =u -v+u-v (C-v) =c-v , c je konstanta.

Ako je y =f(u) i u = g(x), tj. y = f(g(x))), a funkcije y i-u.imaju derivacije, tada je

] ] ] ill c{y a’y dl/l
Yy = Vyy - Uny =
Yx = u Rg dx du dx
L . sMdy dy du .. | , ,
Derivacija sloZene funkeije: —=——-— ili y'(x)=y"(u) u'(x).

dx du dx
SloZena funkcija derivira se tako da se najprije derivira po posrednoj funkciji kao argumentu i
dobiveni rezultat pomnoZi derivacijom posredne funkcije.

Tabli¢no deriviranje
Funkcija Derivacija
n n—1
X n-x
sin x COosx
cos x —sinx

Racunamo prvu derivaciju:

1

f(x)=x2-0082 2x2 = f'(x)=(x2-cos2 2x2) =[derivacija produkta]=

2

' ' derivacija sloZzene
=(x2) ~00522x2+x2~(c0522x2) =2-x-cos 2x2+x2-[ ! }:

funkcije

=2-x-cos22x2+x2-2-cos2x2-(0052x2) =2-x-cosz2x2+x2-2-0052x2-(— sin2x2)-(2x2) =

=2~x-00522x2+x2-2-cos2x2-(— sin2x2)-4-x=2-x~00522x2— 4~x3-2~0052x2~sin2x2 =



=2~x-cosz2x2+x2-2-cos2x2-(— sin2x2)-4~x=2-x~cos22x2— 4~x3-2~0052x2~sin2x2=

:2‘x-cos2 2x2— 4-x3‘sin4x2.

Prva derivacija zadane funkcije iznosi:

F (x)=2-x-cos?2x % 4-x° sindx >

Sada ra¢unamo drugu derivaciju (derivaciju prve derivacije).
Al '

f”(x)=(f'(x)) =(2-x-00522x2—4-x3-sin4x2) =

' ' derivacija derivacija
=(2-x~00522x2) —( 4~x3-sin4x2) = J J _
produkta produkta

:(2~x) -00522x2+2~x (cos 2x ) { 4-x ) sin4x2+4-x3~(sin4x2) }:

=2~cos22x2+2~x-2-0052x2 cos2x {12 X s1n4x2+4 x3-cos4x2-(4x2) }:

=2~cos22x2+2~x-2-0052x2~( s1n2x2) (2x2) [12 X sin4x2+4-x3-cos4x2-8-x}=

:2-00522x2+2-x-2-0052x2-(—sin2x2)-4-x—[12-x2-sin4x2+4-x3-cos4x2-8-x}:

=2~cos22x2— 8-x2-2~cos2x2~sin2x2—[12-x2-sin4x2+32~x4~cos4x2}=

=2~cos22x2— 8~x2~2~cos2x2~sin2x2— 12~x2-sin4x2—32-x4-cos4x2 =

=2~cos22x2— 8~x2~2-0082x2-sin2x2— 12~x2-sin4x2—32-x4-cos4x2 =

:2-cos22x2— 8~x2~sin4x2— 12-x2-sin4x2—32-x4-cos4x2 =

:2~cos2 2x2— 20~x2~sin4x2—32-x4-c0s4x2
Vjezba 070

Odredi drugu derivaciju funkcije f (x) =X 2 -COS X.

. 2
Rezultat: 2-cosx—4-x-sinx—x  -COSX.

Zadatak 071 (Marija, gimnazija)

Izvedi formulu za derivaciju funkcije f (x) =X 2.
Rjesenje 071

Ponovimo!

(a+b)2:czz+2-a~b+b2

Ako je f realna funkcija definirana u tocki x i u okolini tocke x te ako postoji grani¢na vrijednost
(limes)

fim f(x+AX)—f(x) =f|(x),
Ax—0 Ax

onda se broj



f (%)
zove derivacija funkcije f u tocki x. Veli¢ina Ax zove se prirast argumenta i ona pokazuje razliku

(diferenciju) argumenta funkcije f, dok se Ay = f(x + Ax) — f(x) naziva prirast funkcije i vidi se da Ay
pokazuje razliku (diferenciju) odgovarajucih funkcijskih vrijednosti. Izraz

Ax
naziva se koli¢nikom razlika funkcije f u tocki x pa se moze pisati
im 2= ' (x)
Ax—0 Ax
2
f(x)=x", f(x+Ax)=(x+Ax) f'( - (x+Ax) _x2
, Ax)— = x)= lim =
7 (x)— lim f(x+ ) f(x) Ax—0 Ax
Ax—0 Ax
. T TN ) LI e Are(an) i
= f(x)= lim = f(x)= lim =
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
2
3f(x)= lim ul +( ) :f(x)z lim ( il ):
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
' Ax-(2-x+Ax ' . '
= f (x)=A)lcigo (Ai” ) = f(x)=A)lci£1>02 x:Ax f(x)= lim (2-x+Ax) =
= £ (x)=2:2%0 = f (x)=2x
Dobili smo da je
(xz) =2-x
Vjezba 071
Izvedi formulu za derivaciju funkcije f (x) = x3.
Rezultat: 3-x 2.
Zadatak 072 (Marija, gimnazija)
Izvedi formulu za derivaciju funkcije f(x)=a ™.
Rjesenje 072
Ponovimo!
n m n+m . a * -1
a -a =a s lim =Ina.
x—0 X

Ako postoji xlgna f (x), tada vrijedi poucak:
Xli_n)la [c}‘(x)} = C.xligla f(x) , ¢ je konstanta.

Ako je f realna funkcija definirana u tocki x i u okolini toc¢ke x te ako postoji grani¢na vrijednost
(limes)

(x+Ax)—-f(x '
lim il )=/ ):f (x),
Ax—0 Ax

onda se broj
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f (%)
zove derivacija funkcije f u tocki x. Veli¢ina Ax zove se prirast argumenta i ona pokazuje razliku

(diferenciju) argumenta funkcije f, dok se Ay = f(x + Ax) — f(x) naziva prirast funkcije i vidi se da Ay
pokazuje razliku (diferenciju) odgovarajucih funkcijskih vrijednosti. Izraz

ﬂ
Ax
naziva se koli¢nikom razlika funkcije f u tocki x pa se moZe pisati
. Ay_ '
A?T)og—f (x)
f(x)=a” »f(x+Ax)—ax+Ax | e
= = 1 N
£ ()= tim LLHA)=7 () 7(x)= ylim
Ax—0 Ax
: x.an_ax ' ax.(an_l)
= f (x) Axlgo Ax = f (x) Axlgo . N

Dobili smo da je

Za a = e dobije se formula:

(ex) =ex-1ne=[1ne:l]=ex-1=ex.
Prirodna eksponencijalna funkcija jednaka je svojoj derivaciji.
Vjezba 072

Izvedi formulu za derivaciju funkcije f (x) =27

X

Rezultat: 27 -In2.

Zadatak 073 (Marija, gimnazija)

Izvedi formulu za derivaciju funkcije f (x)=sin x.

Rjesenje 073
Ponovimo!
. . . a+ . sinx . ‘
sina —sin f =2-sin -Ccos p , lim =1 , lim ¢=c , c¢ je konstanta.
2 x—0 x X—a

a+b a b

n n o n
Ak toje i i li tada vrijedi cak:
o postoje _lim f(x) i lim g(x), ada vrijedi pou¢

xlgna Ef(x)~g(x)}=xli_n>la f(x) .x“gla 8 ().

Ako je funkcija y = f(x) neprekidna u tocki a, onda je limes funkcije u tocki a jednak funkciji limesa
nezavisne varijable x u tocki a:

11



xlgna / (A) =/ (xlgna Xj
Ako je f realna funkcija definirana u tocki x i u okolini tocke x te ako postoji grani¢na vrijednost
(limes)
(x+Ax)—f(x '
lim il )=/ ):f (x),
Ax—0 Ax

onda se broj

f (%)
zove derivacija funkcije f u tocki x. Veli¢ina Ax zove se prirast argumenta i ona pokazuje razliku

(diferenciju) argumenta funkcije f, dok se Ay = f(x + Ax) — f(x) naziva prirast funkcije i vidi se da Ay
pokazuje razliku (diferenciju) odgovarajucih funkcijskih vrijednosti. Izraz

ﬂ
Ax
naziva se koli¢nikom razlika funkcije f u tocki x pa se moze pisati
Ay '
lim == £ (x).
Ax—0 Ax

fx)=sinx , f(x+Ax)=sin(x+Ax) sin (x+ Ax) —sin x

\ x4+ Ax) = f(x = f (x)=_lim
Ax—0 Ax
. X+Ax—x X+Ax+x . X+Ax—x 2-x+Ax
' 2-sin 5 -COS 5 ' 2-sin 5 - COS 5
= x)= lim = x)= lim =
f(x)= lim Ax f(x)=lim Ax
2.sin — cosm 2-sinA2x-cos(2;C+A2x)
! . 2 2 ' .
= = 1 = = 1 =
7 (3)= lim Ax £ (x)= yJim Ax
. Ax 2-x Ax . Ax Ax
2~sm7-cos 7+7 2-sm7~cos x+7
= = 1l = = I =
7 (3)= Jim Ax £ (x)= ylim Ax
. Ax
! ] sm7 Ax limes produkta jednak
= f(x)= lim cos| x+— || = =
Ax—0| Ax 2 je produktu limesa
2
supstitucija (zamjena)
sin —

' . 2 . Ax ! Ax . Ax
= = lim - lim cos| x+— | = =|t=— - lim cos| x+— | =
7 (x)= ylim Ar Ar—50 [x 2) s ) 2 Ax—0 (X ZJ

2 Ax—>0 = 1t—>0

' in ¢ Ax ' Ax
= f (x): lim 220 im cos| x+— | = f (x)zl- lim cos| x+— | =
t=0 ¢ Ax—0 2 Ax—0 2

' Ax kosinus je neprekidna ' Ax
= f (x):A)lcim cos(x+7) = [ Jenep } = f (x)=cos(A)lcimO(x+—jJ =

-0 funkcija - 2

12



' . AV oy 0 oy oy
= f (x):cos[A)lclng—i-A)lClEl)O?j = f (x)—cos(x—i-zj = f (x)—cos(x+0) = f (x)—cosx.

Dobili smo da je

(sin x) =COS X.
Vjezba 073
Izvedi formulu za derivaciju funkcije f (x) =COSs X.

Rezultat: — sin X.

Zadatak 074 (Dijana, studentica)
Odredite ekstreme funkcije: f(x) =x* -4 - x> +6 - x> =4 - x + 1.
Rjesenje 074
Ponovimo!
Odredivanje maksimuma i minimuma funkcije y = f(x)
I. Nade se prva derivacija funkcije

y=f(x)
II. Prva derivacija funkcije izjednaci se s nulom
£ (x)=0
ITI. Rijesi se dobivena jednadzba
f'(x) =0 = Xps Xos Xgs e, X; SU rjeSenja jednadZbe,

to su vrijednosti apscise za koje zadana funkcija moZe imati ekstrem, te se tocke zovu stacionarne
tocke

I'V. Nade se druga derivacija funkcije tako da se derivira prva derivacija funkcije

v =)= ()

V. Svaka stacionarna tocka x, X, X3, ... , X uvrsti se u drugu derivaciju funkcije. Pri tome vrijedi:

"

e Zzaf (xl-) >0u x; je minimum
* 7a f” (xl.) <0u X; je maksimum.
Akoje f (x;)=0, dalje slijedi:
VI. Nade se treca derivacija funkcije tako da se derivira druga derivacija funkcije

=t ()= ()

VII. Svaka stacionarna tocka xi, X2, X3, ... , X; uvrsti se u tre¢u derivaciju funkcije. Pri tome vrijedi:

e zaf (x)#0ux funkcija ima tocku infleksije
Akoje f (xl-) =0, dalje slijedi:
VIII. Nade se cetvrta derivacija funkcije tako da se derivira tre¢a derivacija funkcije

W= = (4" )

IX. Svaka stacionarna tocka xi, X2, X3, ... , X; uvrsti se u cetvrtu derivaciju funkcije. Pri tome vrijedi:

* 7a f(4)(x)>0ux j ini
a ; ; je minimum

e 7a f(4)(x)<()ux j ksi
‘ X; ; je maksimum.
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4
Ako je f( )(xi) =0, slijede daljnja istraZivanja.

Ako su u = f(x), v = g(x) funkcije koje imaju derivacije, onda je

(LI+V) =u +v (u—v) =u -v (C-v) =c-v , c je konstanta.
Tabli¢no deriviranje
Funkcija Derivacija
n n—1
X n-x
¢, konstanta 0

3
(a—D) =a3 —3'612 ~I7+3-a-l72 —173.
Racunamo prvu derivaciju zadane funkcije:

f(x)=x4—4-x3+6-x2—4-x+1 = f'(x)=(x4—4-x3+6-x2—4-x+1) =

'

= f'(x)=(x4) —(4-x3) +(6-x2) —(4-x) +1 = f'(x)=(x4) —4-(x3) +6-(x2) —4x +1 =
' 3 2 ' 3 2
= f(x)=4x"-43x7462-x-4140 = f (x)=4-x"-12-x7 +12-x-4.
Prvu derivaciju funkcije izjednac¢imo s nulom i rijeS§imo dobivenu jednadzbu.

fv(x)ZO = 4-x3 —12-x2 +12-x-4=0/:4 = x3 —3-x2 +3-x-1=0 = (x—1)3 =0 =
= x-1=0 = x=1L
Jednad7ba treceg stupnja ima samo jednu realnu tocku,-tj. postoji jedna stacionarna tocka zadane
funkcije.
Trazimo drugu derivaciju tako da deriviramo prvu,derivaciju zadane funkcije.

1 1 1
1

f"(X)=(f'(X))'=(4'x3—12'x2+12-x—4) =(4'x3) —(12'x2) 1(12-x) -4 =

=4-(x3) —12-(x2) 112524 24322 2122 x+12:1-0=12 - x 2 24 -2 +12.
Za x = 1 druga derivacija iznosi nula pa ne moZemo odgovoriti na pitanje ima li funkcija maksimum ili
minimum.

"

f (x)=12-x2—24-x+12} : 2

= f ()=1217-24-1+12 = f (1)=12-24+12 = f (1)=0.

x=1

Sada traZimo trecu derivaciju tako da deriviramo drugu derivaciju funkcije.

1
m

r@=(r

n

(x)) 2(12-x2—24-x+12) 2(12-x2) —(24-x) +12'=12-(x2) —24.x +12 =

=12-2-x-24-1+0=24-x-24.

Za x = 1 tre¢a derivacija iznosi nula pa moramo naci Cetvrtu derivaciju tako da deriviramo trecu
derivaciju funkcije.

! (x):24'x_24} = f (1)=24-1-24 = f (1)=0.
x=1

f(4)(x)=(fm(x))'=(24-x—24)'=(24'x)'—24'=24-x'—24'=24-1—0=24.

Bududi da je cetvrta derivacija za x = 1 pozitivna

FWayz24s0,
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funkcija f(x) ima lokalni minimum koji iznosi nula:

4, 3
fx)=x"-4-x = f)=1*-4.134612

x=1

2
+6-x —4~x+1} 4141 =

= f()=1-4+6-4+1 = f£(1)=0.
Viezba 074
Odredite ekstreme funkcije: f(x) =x* -4 - x> + 6 - x> =4 - x + 2.
Rezultat: Lokalni minimum u tocki T(1, 1).

Zadatak 075 (Nikola, srednja Skola)
Zadano je f (x) = ln(cos x). Koliko iznosi f '(4)?

Rjesenje 075
Ponovimo!

sin x
tg x =

COS X

Oznake za derivaciju su:

) ) ¢ + AX —
y':ﬂ: lim ﬂ: lim f(/\ ) f(x):f'(/\’).
dx Ax—0 Ax Ax—0 Ax
Tabli¢no deriviranje
Funkcija Deriyvacija
1
Inx —
X
CcoS X —sinx

Derivacija slozene funkcije (kompozicija funkoeija)

Ako je y =f(u) i u = g(x), tj. y = f(g(x))), a funkcije y i u imaju derivacije, tada je

y" Sy ‘u' iliﬂ=ﬂ~@
PR Ju dx du dx’
Deriviramo zadanu sloZenu funkciju.
f '(x) = (1n(cosx)) = f‘(x) = -(cosx)‘ = f‘(x) = -(—sin x) =
COS X cos X
= f'(x)=- LN f'(x)=-tgx.
COS X

Tada je:
racunalo postavimo

= f'(4)=-1.15782.
u stanje RAD } / ( )

f'(4)=-1g4 = {
Vjezba 075
Zadano je f (x) = ln(cos x). Koliko iznosi f ‘(O) ?
Rezultat: 0.
Zadatak 076 (Nikola, srednja Skola)
Koji je koeficijent nagiba tangente na funkciju f (x) =X 2 -In x u tocki xo = 10?

Rjesenje 076
Ponovimo!
Oznake za derivaciju su:
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'_ﬂ_ I Ay . f(X+A’C)—f(X)

y'=—= lim —= lim = f'(x).
dx Ax—0 Ax Ax—0 Ax
Tabli¢no deriviranje
Funkcija Derivacija
1
Inx —
X
n —
x _——

Neka su f i g derivabilne funkcije na istom intervalu I. Funkcija f - g je derivabilna i vrijedi:
(f-g'=f'-g+f-g'(derivacija umnoska).
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju
a~(b+c) =a-b+ta-c , a~b+a~c=a~(b+c).
Ako je pravac tangenta na graf funkcije f(x), onda je njegov koeficijent smjera jednak derivaciji
funkcije u tocki xo:

k=f"(x)-
Deriviramo zadanu funkciju.
, 2 , 2\ 2 , 21
f(x)z(x -lnx) = f(x)z(x )~lnx+x -(1nx) = f(x)=2~x~1nx+x —_ =
X
= f'()c)=2-)c-ln)c+xz-l = f'(x)=2-x-1nx+x = f’(x)=x-(2-1nx+1).
X
Koeficijent nagiba tangente iznosi:
f'(x)=x~(2~1nx+1)
k=f"\xy)=x, {2-Inx,+1
k=1"(x) S (o) =10 (1) = k=7'(10)=10-(2-In10+1) =
xn =10
3 =10 0
= k =56.05.
Vjezba 076

Koji je koeficijent nagiba tangente na funkciju f (x) =X 2 u tocki xo = 10?
Rezultat: 20.

Zadatak 077 (Dado, gimnazija)
Gibanje tijela, mase 3 kg, opisano je kao s(t) =t 2 +1+1 ([s] =m , [t] = s). Odredite
kineticku energiju tijela u petoj sekundi nakon pocetka gibanja.
Rjesenje 077
Ponovimo!
Oznake za derivaciju su:

_dy _ f(x+Ax)- f(x)

y'=—= lim —= lim = f'(x).
T odx Ax—0Ax Ax—0 Ax ’
Tabli¢no deriviranje
Funkcija Derivacija
c 0
X 1
o nox " -1
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Neka su f i g derivabilne funkcije na istom intervalu I. Tada je:
(f+g) '=f"+ g’ (derivacija zbroja).

Trenutnu brzinu definiramo kao derivaciju puta po vremenu.

v(t)=s (7).

Tijelo mase m i brzine v ima kineticku energiju
1 2
E k=5 “m-v

Trenutna brzina tijela opisana je kao

v(t)=s (f)=(f2+f+1) =(t2) +t +1 =2-t+14+0=2-1+1.
Kineticka energija tijela mase m u petoj sekundi iznosi:
m=3kg ,v=2-t+1,t=5s

1 2 2 363
2 = Ek:;m'(z'Hl) =

1
| —3:(2:5+1)"=—J=1815J.
Ekz—-m-v 2 2

2

Vjezba 077
Gibanje tijela, mase 6 kg, opisano je kao s(t) =t 2 +1+2 ([s] =m , [t] = s). Odredite

kineticku energiju tijela u petoj sekundi nakon pocetka gibanja.
Rezultat: 181.5 1.

Zadatak 078 (Pcelica, srednja Skola)
Kompanija je ustanovila da je prihod od prodaje x komada proizvoda dan kao
P(x)=220"x-4-x 2,
a da su troskovi proizvodnje opisani s
T(x)=900+60- x.
Za koji je x marginalni prihod jednak marginalnim troSkovima?

Rjesenje 078
Ponovimo!
Oznake za derivaciju su:
) y - + A_x _ -
\":ﬂ: m Ay = lim f(/\ ) f(x):f'(/\’).
T dx Ax—0 Ax Ax—0 Ax '
Tabli¢no deriviranje
Funkcija Derivacija
c 0
X 1
o noxlt -1

Ako je c konstanta, a u = f(x), v = g(x) su funkcije koje imaju derivacije, onda je

(- f(x) =c-(f(x) » (F(¥)*e(x) =(/(x) J—“(g(x))y-

Marginalni prihod definira se kao derivacija funkcije prihoda:

P (1).

Marginalni troskovi definiraju se kao derivacija funkcije troskova:
T (1).
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Budu¢i da iz uvjeta zadatka marginalni prihodi moraju biti jednaki marginalnim troskovima, slijedi:

N (zzo.x)'_(zt-xz) =900'+(60-x)' =

P(t)=T () = (220-x—4-x2) =(900+60- x)

- 220~x'—4-(x2) —900 +60-x = 220-1-4-2-x=0+60-1 =

= 220-8-x=60 = -8 x=60-220 = —8-x=-160 = —8-x=-160/:(-8) = x=20.
Kod prodaje 20 komada proizvoda marginalni prihod jednak je marginalnim troskovima.
Vjezba 078
Kompanija je ustanovila da je prihod od prodaje x komada proizvoda dan kao
P(x)= 220-x—4-x°,
a da su troskovi proizvodnje opisani s
T(x)=700+60-x.
Za koji je x marginalni prihod jednak marginalnim troSkovima?
Rezultat: 20.

Zadatak 079 (Maturant, gimnazija)
Zadana je funkcija f(x) = x*> — 3 - x°. Odredite jednadZbu tangente na graf funkcije u tocki
T 1, y).
Rjesenje 079
Ponovimo!
Oznake za derivaciju su:

y - + A_x . .
7':ﬂ: lim = llm f(/\ ) f(x):f'(x).
dx Ax—0 Ax Ax—>0 Ax
Tabli¢no deriviranje
Funkcija Derivacija
.\ nx n—1

Ako je c konstanta, a u = f(x), v = g(x) su funkcije koje imaju derivacije, onda je

(e f(x) =e-(£(x) » (F()xg(x)) =(f(x) £(g(x)).
Na graf funkcije f(x) u tocki T(xo, yo) jednadzba:
e tangente glasi y—y, = f '(xo ) : (x—xo)

(x—x).

e normale glasi y—y, =—
7(x)
Ako je f' (xo) = 0, onda je jednadZba:
e tangente y—y, =0 = y=y,
e npormale x—x, =0 = x=x,.
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
ct-(17+c')=a-b+a-c s a-b+a-c=a-(b+c).
Najprije izrac¢unamo ordinatu toc¢ke T koja pripada grafu zadane funkcije. Vrijedi:
T(x, y) = T(—l, y)
2

= y=(-1)=3:(-1)" = y=-1-31 5 y=-1-3 = y=—4

3
y=x -3-x
Koordinate tocke su
T(x, y)=T(—1, —4).

18



Derivacija funkcije je:

f(x)=x3—3-x2 = f'(x)z(x3—3-x2)' = f'(x)z(x3)'—(3-x2)' =
= f'(x)=3-x2—3-(x2)' = f'(x)=3~x2—3~2-x = f'(x)=3.x2—6.x.
Zato je
f'(x)=3'x2‘6'x} = f'(—1)=3.(—1)2—6.(—1) = f

x=-1

(-1)=3-146 = f '(—1)=9.

JednadZba tangente glasi:
T(xo, yo) = T(—l, —4)

fxg)=r (-1)=9 = y—(-4)=9-(x=(~1)) = y+4=9-(x+1) = y+4=9-x+9 =
y=30=1 (5)(x=x)
= y=9-x+9-4 = y=9.x+5.
Vjezba 079
Zadana je funkcija f(x) = x> + 2 - x. Odredite jednadZbu tangente na graf funkcije u to¢ki
T(1, y).
Rezultat: y=4-x-1.

Zadatak 080 (Mala, gimnazija)

2 9 5
Za koji realan broj x funkcija A (x) =—-¥ \ +5- X 2 -5-x —g postiZe lokalni maksimum?
Rjesenje 080
Ponovimo!
Oznake za derivaciju su:
) ) (x+Ax)— (5
pe g A g, Sleray) ‘f(x)zf'(x).
dx Ax—0 Ax Ax—0 Ax
Tabli¢no deriviranje
Funkcija Derivacija
n n-1
X n-x
X 1
¢, konstanta 0

Ako je c konstanta, a u = f(x), v = g(x) su funkcije koje imaju derivacije, onda je

(cf(0) =c-(F () > (F()2e(®) =(£(x) *(2(x)).

Odredivanje maksimuma i minimuma funkcije y = f(x)
I. Nade se prva derivacija funkcije

v =1 ()
IL. Prva derivacija funkcije izjednaci se s nulom
£ (x)=0
ITI. Rijesi se dobivena jednadzba
f'(x) =0 = Xps Xs Xgs oo, X; SU rjeSenja jednadzbe,

to su vrijednosti apscise za koje zadana funkcija moZe imati ekstrem, te se tocke zovu stacionarne
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tocke
I'V. Nade se druga derivacija funkcije tako da se derivira prva derivacija funkcije

v = (@)=(r ()

V. Svaka stacionarna tocka xi, X2, X3, ..., X; uvrsti se u drugu derivaciju funkcije. Pri tome vrijedi:

e zaf (xl-) >0u x; je minimum
* 7a f” (xl.) <0u X; je maksimum.
Akoje f (x;)=0, dalje slijedi:
VI. Nade se treca derivacija funkcije tako da se derivira druga derivacija funkcije

y =1 ()= ()

VII. Svaka stacionarna tocka xi, X2, X3, ... , Xj uvrsti se u trecu derivaciju funkcije. Pri tome vrijedi:
m

o zaf (xl.) #0 u x; funkcija ima tocku infleksije
Akoje f (x;)=0, dalje slijedi:
VIII. Nade se cetvrta derivacija funkcije tako da se derivira treca derivacija funkcije
4 4 ... '
W= =(r" ()
IX. Svaka stacionarna tocka xi, X2, X3, ... , X; uvrsti se u ¢etvrtu derivaciju funkcije. Pri tome vrijedi:
. zaf(4)(x)>0ux je mini
‘ ; X; je minimum
) —
za f (xl-)< Ou x; je maksimum.
. (4) 5 L
Ako je f (xi) =0, slijede daljnja istraZivanja.
Racunamo prvu derivaciju zadane funkcije:

h(x):z-x3+2-x2—5-x—§ = h'(x):(z-x3+2-x2—5-x—§j =
3 2 6 2 6

' ' ' '

= h'(X)=[§~x3j +(%~x2j —(5»@’-(3 = 1 (x)=

%-3-x2+%-2-x—5-1—0 = K (x)=2-x2+9-x-5.

[SSER N
—_——
=

W
N
+

|
—_——
=

S}
—_
|

W

><_
|
VR
|
N——

o h () =23 x4 22525120 = K (x)=
3 2

Prvu derivaciju funkcije izjednac¢imo s nulom i rijeS§imo dobivenu jednadzbu.
a=2,b=9,c=-5

1 2 —_—
B(x)=0 = 22249 x-5=0 = 2% *9x=5=0 1 e P
a=2,b=9, c=-5 _cht

B 27 2.4
/ 2
-9+49"-4-2-(-5 -9+./81+40 -9+x.,/121 0+
= x5 = ( ):xlzz—:xlzz—:x12= 9_11:
] 2-2 e 4 > 4 ? 4
_—9+11 2 1
= = = 2 — stacionarne tocke.
_-9-11 20 . =_5
27 4 x2——7 2
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Trazimo drugu derivaciju zadane funkcije tako da deriviramo prvu derivaciju funkcije. Druga
derivacija funkcije potrebna je kako bismo odredili ima li funkcija u stacionarnim to¢kama maksimum
ili minimum.

B ()=(h(x) = h"(x)=(2-x2+9-x—5) = h"(x)=(2-x2) 1(9x) -5 =

[

- h"(x)=2-(x2) +9:x =5 = A (x)=2-2:x49-1-0 = K (x)=4 x+9.

Odredujemo vrstu ekstrema funkcije.

h (x)=4-x+9
x:l X——S
2
h"(lj:4.1+9 h (_5):4'(_5)+9
2 2 h (-5)=-20+9

v 1 "

h (5j=45+9 h(=5)=-11<0
(1 Funkcija u toj tocki ima maksimum.
h|—|=249

2
i1
h|—|=11>0
2
Funkcija u toj tocki ima minimum.

2 9 5
Za realan broj x = — 5 funkcija & (x) = 5 X 3 +5- X 2 -5-x —g postiZe lokalni maksimum.

Vjezba 080

2 9 5
Za koji realan broj x funkcija A (x) = g X 3 +E- X 2 -5-x +g postiZe lokalni minimum?

Rezultat: x=—.

[\
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