Zadatak 481 (Davor, ekonomska Skola)
Je li broj (a —1) . (a —3) . (a —4) . (a —6) +10 pozitivan za svaki realni broj a?

A. Da B. Ne
Rjesenje 481
Ponovimo!
2
al:a s a”~am:a”+m s a2+2~a~b+bzz(a+b) s a220,aeR.

MnoZenje zagrada
(a+b)~(c+d) =a-ct+a-d+b-c+b-d.
Preoblikujemo izraz.
(a-1)-(a-3)-(a-4)-(a—6)+10=(a-1)-(a-6)-(a—3)-(a—4)+10=
2

=((a—l)-(a—6))-((a—3)-(a—4))+10=(a —6-a—a+6)-(a2—4-a—3-a+12)+10=
=(a2—7-a+6)-(a2—7-a+12)+10=(a2—7-a+6)-((a2—7-a+6)+6)+10=

2

2 2 2 2 2
:(a —7~a+6) +6~(a —7~a+6)+10= a —7~a+6) +6~(a —7~a+6)+9+1=

2
=(a2—7-a+6) +2-(a2—7-a+6)-3+32+1=

2 2
=((a2—7-a+6) +2-(a2—7-a+6)-3+32]+1=((a2—7-a+6)+3) +1=

2 2 2 2
=(a —7-a+6+3) +1=(a —7-a+9) +1>0.

Odgovor je pod A.
Vjezba 481

Jelibroj (a—1)-(a—3)-(a—4)-(a—6)+11 pozitivan za svaki realni broj a?

A. Da B. Ne
Rezultat: A.
Zadatak 482 (Mihaela, gimnazija)
n
Pokazi da je broju 2 2 , n>?2 zadnja znamenka broj 6.
Rjesenje 482
Ponovimo!
1 n m n+m ( n )m n-m
a =a , a -a =a , a =a .

Matematicka indukcija sastoji se iz dva koraka: baze indukcije i koraka indukcije. U bazi indukcije
provjerava se je li tvrdnja istinita za najmanji prirodni broj (obicno je to broj 1, osim ako nije postavljen neki
drugi uvjet). U koraku indukcije pretpostavi se najprije da je tvrdnja istinita za prirodan broj n i zatim se
provjerava istinitost tvrdnje za sljedbenika n + 1.
baza indukcije
n=2
2

2 27 2 4_ 16.
Dakle, baza indukcije je ispunjena jer 2* = 16 zavr$ava znamenkom 6.
korak indukcije
n



Pretpostavimo da je tvrdnja istinita za neki prirodni broj n,

n
N=2 — (broj zavrSava Sesticom) induktivna pretpostavka

n+l1

Sada provjeravamo istinitost tvrdnje za sljedbenika n + 1:
n+l n 51 n. n\2 n
L2 2t L2 2=(22 j {N:zz }Nz.

Kvadrat broja koji zavrSava znamenkom Sest, takoder, zavrSava znamenkom Sest.
Vjezba 482

Odmor!
Rezultat:

Zadatak 483 (Darko, srednja Skola)

Pojednostavnite izraz: (a—b)n -(a+b)_n -(a—b)n_1 -(a+b)1_n , a#xh.

Rjesenje 483
Ponovimo!
n n
1 n o m n+m -n 1 b a-b a a
a =a , a -a =a , da =— , a—=— —7 =1 -
a c c b b
-n m
n a b
n=-— =
—-m n
1 b

Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(b+c)za-b+a~c s a-b+a-c:a-(b+c).
l.inacica

(a=b)"(a+5) " (a=b)""" (a4b) T = (a=b)" (a=b)""

—(a=b)" " ar by T (e T (b)) T2 = (a=b) P (arp) P

1

(a+b) " (a+p) "

2l 1 _(a—b)z'"_l_ a-p) !
_(Cl b) -(a+b)2_n_1_(a+b)2.n_1_(a+bJ .
2.inacica
aetV (as b)Y " (am n_1~a+ l—n:a_ n 1 . (ast —(n—l):
B P RSO0
1

A BV IS
(a+b)" )n_l'(ﬁ;)”‘l_(;lj) 'Eai;”‘l:(ajj '(a:;j -

_(a_an+n—1 _(a_szn—l
a+b a+b .

(a=b)"-(a+5)" (a=b)""" (a+b) " =

3.inacica

—(a=b)"(a+b) " (a=b)"-(a=b)"" (a+b)' -(a+b) " =
n 1 1
oy N

:(a_b)”.



Vjezba 483
Odmor!
Rezultat:

Zadatak 484 (Darko, srednja Skola)

Cemu je jednako: \/2~x+2~\/x2—y2 , x=2y20.
A\ x—y B. .\ x+y C.\x=y+\x+y D.\x—y—\x+y

Rjesenje 484

Ponovimo!

(Ja) =a.a20 . a*+2ab+b =(as> . a =a.a20
V2re2e? oy = foreaaJ(ry) (rey) =

Py (x—y)~(x+y)+x+y=\/( )

N e N ) R ot s

2

Odgovor je pod C.

Vjezba 484
Odmor!

Rezultat:

Zadatak 485 (Lucija, gimnazija)

~1 =05 0.5
Ako je a realan broj razli¢it od nule izraCunaj A =a -(1+a ) -(1+a )
Rjesenje 485
Ponovimo!
1 1 a a a’ a)' 1
-n ¢ 2
a =a a @ =— —-c= =| — a=a n=
L et (4
@
a ¢ a-d+b-c p a-d 2
a,c_adtbe p_ad o [2 )
b d b-d ¢ b-c
a

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

a-n a

—=—,n#0, n#l.

b-n b

+2~\/x—y-\/x+y+(\/x+y) =



Za realni broj x njegova je apsolutna vrijednost (modul) broj | X | koji odredujemo na ovaj nacin:

x, x20
‘x‘z —x, x<0.

Ako je broj x pozitivan ili nula, tada je on jednak svojoj apsolutnoj vrijednosti. Za svaki x, x > 0, vrijedi
X |=x.
Ak|0 je x negativan broj, njegova apsolutna vrijednost je suprotan broj — x koji je pozitivan. Za svaki x, x < 0,
je | x | =—X.
Decimalni broj pise se u obliku decimalnog razlomka tako da se u brojnik napise zadani decimalni
broj bez decimalne tocke, a u nazivnik se napiSe dekadska jedinica (10, 100, 1000, 10000, 100000, ...)
koja ima toliko nula koliko decimalni broj ima decimala (znamenaka na decimalnom mjestu, tj. iza
decimalne tocke ili decimalnog zareza).

-0.5 0.5
Aza_l-(1+a_2) -(1+a2)

Vrijedi:

a a
e 4>0 > |a|:a = A=— = A=— = A=1
a a

e a<0 = |a|=—a = A=_—a = A=—ﬁ = A=-1.
a a

Vjezba 485
Odmor!

Rezultat:

Zadatak 486 (Mario, gimnazija)

8
Za koje cijele brojeve X je iznos cijeli broj?
Rjesenje 486

Ponovimo!



a+b_a b

n n o n
Cijeli brojevi jesu brojevi:
v =5, =4,-3,-2,-1,0,1, 2,3, 4,5, ...
Oni ¢ine skup cijelih brojeva koji ozna¢avamo slovom Z, a zapisujemo kao
z={..,-3,-2,-1,0,1,23,..} ili z={0,1,-1,2,-2,3,-3,..}.

Za cijeli broj a kazemo da je djeljiv s cijelim brojem b (b # 0) ako postoji cijeli broj q tako da vrijedi
a=q-b.
Broj q zovemo koli¢nikom brojeva a i b i piSemo
Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razlicitim od nule i
jedinice
an_d ,n#0 , n#1.
b-n b
Preoblikujemo zadani razlomak.

2-x+8 2-x 8 2-x
X X X X

=24+—.

8 8
X X

8 8

Iznos 2 +— cijeli je broj, ako je — cijeli broj. To znaci da x mora biti jednak: — 8, -4,-2,-1, 1, 2,4, 8.
X X

Dakle,

xe{-8-4,-2,-1,1,2,4,8}.
Vjezba 486

Za koje cijele brojeve X je iznos cijeli broj?

Rezultat: xe{-2,-112}.

Zadatak 487 (Mario, gimnazija)
3 5
Odredi sve razlomke s nazivnikom 9 koji su veci od 7, a manji od ;
Rjesenje 487
Ponovimo!
a a
a<b , c>0 = a-c<b¢c , —c=—— , —b=a.

Cijeli brojevi jesu brojevi:
vy =5, —4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5, ...
Oni ¢ine skup cijelih brojeva koji ozna¢avamo slovom Z, a zapisujemo kao

z={..,-3,-2,-10,1,23,..} ili z={0,1,-12,-2,3,-3,..}.
Neka je x cijeli broj. Tada vrijedi:
3 5 3 5 27 45 x je
2l 52 i 205 e 5 386<x<643 = ,9, | =
79 7 7 9 7 7 7 cijeli broj
= xe{4,5,6}.
4 56
Razlomci su: —, —, —.
99 9

Vjezba 487

2 4
Odredi sve razlomke s nazivnikom 9 koji su veéi od 7 , amanji od ;

Rezultat: xe{-2,-112}.



Zadatak 488 (Ivan, obrtni¢ka Skola)

1 1 1 1
34 4 5 (1 1
Izradunaj: i’ ?:H-(—+—).
L 4 12
3 4 4 5
Rjesenje 488
Ponovimo!
a ﬁ_a-d—bw g+i_a d+b-c a c_a i_a-d
b d b-d b d b-d " b'd b c b
a
b _a d a c_ax
c ¢c ' bd b
d

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razlicitim od nule i
jedinice

a-n a
—=—,n#0, n#l.
b-n b
i 4-3 5-4 1 1 1 1 11
3 4.4 5 (1 1) 12 20 3+1_12 20 4 _12.20 4 _1.11_
T 1@ ) 243544 12 77 9 "7 9 7179
3 4 4 5 12 20 12 20 12 20 1 1
111 191 19 gM131_3
793 713 7403 711 7
Vjezba 488
1 1 1 1
22 25 1 1
Izracunaj: 3 4.4 5, —+— .
1 11 144 12
7+i [
3 4 4 5
3
Rezultat: —.
7
Zadatak 489 (Zdravko, srednja Skola)
1 1 1
Dokazi nejednakost 1+ —=+——=+ ... +—= >,/ n, za svaki prirodni broj n > 2.
NEANERAND
Rjesenje 489
Ponovimo!
2
al:a , an.am:an+m , (\/;) =a,a=20 , a>b,c>0 = a-c>b-c.
n
. l’+b —
n:E s ﬁ-i-i:u s Lmzan " s a>b>03az>b2.
1 b d b-d a
JaJo=ap , LL-ac oab_arb
b d b-d n o n n
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(17+c):a~b+a~c s a~b+a~c:a~(b+c).

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razlicitim od nule i
jedinice
a-n

b-n

,n#0 , n#l.

SRS
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Prosiriti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka pomnofZiti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

a a-n

—=——,n#0, nzl.

b b-n
Matematicka indukcija sastoji se iz dva koraka: baze indukcije i koraka indukcije. U bazi indukcije
provjerava se je li tvrdnja istinita za najmanji prirodni broj (obicno je to broj 1, osim ako nije postavljen neki
drugi uvjet). U koraku indukcije pretpostavi se najprije da je tvrdnja istinita za prirodan broj n i zatim se
provjerava istinitost tvrdnje za sljedbenika n + 1.
baza indukcije
n=2

f>( - 1+J_>ﬁ/ 2= Jias({2) = J2e152 =

252-1= J251 = 25177 = (\/3)2>12 = 251,

Dakle, baza indukcije je ispunjena jer smo dobili tocnu nejednakost.
korak indukcije
n

Pretpostavimo da je tvrdnja istinita za neki prirodni broj n,

“ETET

Sada provjeravamo istinitost tvrdnje za sljedbenika n + 1:

1 1 1 1 1 1 1 1 1
+ﬁ+ﬁ+ +ﬁ+—ﬁ—l+ﬁ+ﬁ+ +ﬁ+—,m>\/;+—,m.

induktivna pretpostavka

> \/_ induktivna pretpostavka

n+1

Treba dokazati da vrijedi

\/;+\/ﬁ >/ n+l.

PokaZimo to na viSe nacina.

1.inacica

1 ﬁ U Jnfnrie Jn(ne) 41 Y sns [mm}
Jn+l \/n+1 \/n+l \/n+1 \/n+l

Jn+

3 1)
\/n+1_ \/n-i-l - \/n+l

2.inacica

Jn+ ! =Jn+1- \’/f+ 1 (\/\,/%\/\/% n+1J

n+l1 n+1 n+l1 n+1

2
PRy \/; l’l+1+ 1 :m. n+1 n +I’Z+L _

IH-]

[ 2
=‘/n+l~w..{w 112+n>n}...>d =\/n n+ =, n+l.

7



3.inacica

Jn+

1
w/n+1_T+\/n+1 \/n+1 \/n+1 - \/n+1 _\/n+1_

W) ()
T Juel =l

Jio o e i (e

4.inacica
2

\/;+ﬁ>dl’l+l = ﬁ+ﬁ>«ln+l /- n+l = \/;-«¢n+1+1>(«/n+1) =
= n-(n+1)+1>n+1 = n2+n+l>n+l = \/n2+n>n = \[n2+n>n/2 =

2
( 2 ) 2 2 2 2 2
= n"+n| >n” =>n +n>n" = n +n>n" = n>0.

Dobili smo to¢nu nejednakost. Pretpostavka

ﬁwl_fm

n+

je istinita.

Vjezba 489
Odmor!

Rezultat:

Zadatak 490 (Maturant, gimnazija)

1 1 1 1 1
Dokazi da za svaki prirodni broj n > 1 vrijedi nejednakost + + + o>
n+l n+2 n+3 2-n 2
Rjesenje 490
Ponovimo!
1 1
O<a<b = —>— , a>b,c>d = a+c>b+d.

a b
Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razlicitim od nule i
jedinice

an_d ,n#0 , n#1.
b-n b
Uocimo da vrijedi:

1 1
>—

n+l 2-n

n+l<2-n 1 > 1
n+2<2-n n+2 2-n
1 1
n+3<2-n,; = >—
n+3 2-n

2-n=2-n 11
2:n 2-n

1 1
Buduc¢i da je svaki od n — 1 pribrojnika ve¢i od 2— (a posljednji je pribrojnik jednak 2— ), zbroj je veci
-n -n

8



1
od —.
2
1 1 1 1 1 1 1
+ + tot—>n—=n-——=—.
n+l n+2 n+3 2-n 2-n 2-n 2
Vjezba 490
Odmor!
Rezultat:

Zadatak 491 (Marinko, srednja Skola)

Koji prirodni brojevi imaju to¢no Cetiri djelitelja?
Rjesenje 491

Ponovimo!
Skup prirodnih brojeva ozna¢avamo slovom N, a zapisujemo

N={1,2,34,5 ..,n-1,nn+l, ..}
Za prirodan broj a kazemo da je djeljiv s prirodnim brojem b ako postoji prirodan broj q tako da vrijedi
a=b-q.

Prosti brojevi (prim — brojevi) su prirodni brojevi djeljivi bez ostatka samo s brojem 1 i sami sa
sobom, a ve¢i od broja 1.
Svaki prost broj ima to¢no dva djelitelja. To su broj 1 i taj broj. UmnozZak dva proizvoljna medusobno
razli¢ita prosta broja p 1 q ima tocno Cetiri djelitelja: 1, p, g, p - q.
Vjezba 491

Koji prirodni brojevi imaju to¢no tri djelitelja?

Rezultat: 1, p, p* gdje je p prost broj.

Zadatak 492 (Fox, gimnazija)

2
IzraCunaj: (\/7+2.\/E+\/7_2.\/E) 3
A 4 B.8 C.24 D. 34
RjeSenje 492
Ponovimo!
2
(a+b)2:a2+2~a~b+b2 R (a—17)2:a2—2~a~b+b2 s (\/;) =a.

\/;\/7:«/(117 R (a—b)~(a+b)=az—l72 R (a~b)”=an~bn s \laz =a, a=0.
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a~(b+c)=a~b+a~c s a~b+a~c=a~(b+c).

1.inacica

(\/7+2~JE+\/7—2~J€)2 =
=(m)2+2-\/7+2-\/3-\/7—2-\/E+(\/7—2-\/E)2 -
=7+2-J€+2-\/(7+2-\/E)-(7—2-\/€)+7—2-\f=

=7+2.[6+2- 72—(2-J€)2+7—2- 6=7+2 49—22-(\/3) +7=

=14+2-,/49-4.6=14+2-,/49-24=14+2-,/25=144+2-5=14+10=24.

Odgovor je pod C.




2.inadica

(\/7+2-\/E+\/7—2-\/E)2 =(\/6+2-\/g+1+\/6—2-\/€+1)2 -
=[\/(\/E)2+2- 6+1+\/(\/E)2—2- 6+1j2 =[\/(\/E+1)2 +\/(JE_1)2J2 -

. ﬁIS SN RN N AR PO ) LN O e

Odgovor je pod C.
Vjezba 492

2
IzraCunaj: (\/4+2-\/§—\/4—2-\/§) .

A4 B.8 C.24 D. 34

Rezultat: A.

Zadatak 493 (Maja, strukovna Skola)
Zbroj dvaju prostih brojeva iznosi 36. Koji su to brojevi?
RjeSenje 493
Ponovimo!
Skup prirodnih brojeva ozna¢avamo slovom N, a zapisujemo
N={1,234,5 .., 0n-1Ci'n+1, .. }.

Prosti brojevi (prim — brojevi) su prirodni brojevi djeljivi/bez ostatka samo s brojem 1 i sami sa
sobom, a ve¢i od broja 1. To su:
2,3,5,7,11,13, 17, 19,23, ...
Sva rjeSenja su:
5431=36 , 74+29=36 , 13+23=36 , 17+19=36.
Vjezba 493
Zbroj dvaju prostih brojeva iznosi 18. Koji su to brojevi?

Rezultat: 54+413=18 , 7+11=18.

Zadatak 494 (Luka, gimnazija)
Pomnozi \/; ~%-%.
A. a B.lz\/; C.a-6\/; D.a-lz\/;

Rjesenje 494
Ponovimo!
| nl[ m nr[ mr n n n n m n+m
a =a , a = a s Ja-b=\ab , a -a =a .
m
nl n nl m n a ¢ a-d+b-c a+b a b
a =a,a>20 |, a =a , —+—= , =242

b d b-d n n on

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razlicitim od nule i
jedinice

a-n a

—=—,n#0, n#l.

b-n b

l.inacica

Buduc¢i da je 12 najmanji zajednicki viSekratnik broja 2, 3 i 4 sve korijene svest ¢emo na 12 — ti korijen.

10



a3 a el aT AT S ST 34T R 6 Rl R[5

12\/ 6 4 3 12\/ 6+4+3 12\/ 13 12\/ 12+1 12\/ 12 1 12\/ 12 12 1
= a .a ~a = a = a = a = a ~a = a . a =

=12 al2-12\/;=a-12\/;.

Odgovor je pod D.
2.inacica
6+4+3 1 12+1 12,1

11 1 1,141 12
\/;,3\/;,4\/—2642,“3,04:02 37 4_, 12 _,12_, 12 _, 12 12_

Odgovor je pod D.
Vjezba 494
Odmor!

Rezultat:

Zadatak 495 (Antun, strukovna Skola)

Koliki je rezultat umnoska (/3 —1)2 ({3+ 1)2 ?

Af3-1 B.\[3+1 C.4 D.8
RjeSenje 495
Ponovimo!
2
(cz—b)2=a2—2~a~b+b2 , (a+b)2=a2+2~a~b+b2 , (\/;) =a , a=0.
az—bz:(a—b)~(a+b) s (a~b)”:an-bn.

Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju:
a~(b+c) =a*b+a-c a~b+a~c=a~(b+c).
l.inacica
2

(-1 (341 =[(f3) 231 (J3) #2301 -

=(3-2./3+1)(3+2- 3+1)=(4—2~ﬁ)~(4+2~ﬁ)=42—(2~\/§)2 -
=16—22-(\/§)2 =16-4-3=16-12=4.
Odgovor je pod C.
2.inadica

2

(31 (341 =[(f3) 23t (J3) #2301 -
=(3-23+1) (3+2-/3+1)=(4-2.3)-(4+2:/3) =2-(2-/3)-2:(2+/3) =
=4~(2—ﬁ)~(2+ﬁ)=4(22—(ﬁ)2j=4~(4—3)=4~1=4.

Odgovor je pod C.

3.inacica

11



(V317 (J3+1) =((f3-1)- (Y3 1) {(5)2_1]2:(3_1)2:22:4.

Odgovor je pod C.
Vjezba 495
2

Koliki je rezultat umnoska (\/3 —1)2 . (\/E + 1) ?

A 2-1 B.\2+1 C.2 D.1
Rezultat: D.

Zadatak 496 (Pavle, ekonomska Skola)

Pojednostavni:
A/ 48
A3 B2Jy3 c1 D2
RjeSenje 496
Ponovimo!

\/a~/7=\/;~\/z , a2:a,a20 , ﬂz a4 , a+b:ﬁ+£.
\/Z b n n n

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razlicitim od nule i
jedinice

an a
—=—,n#0 m#l.
b-n b

B R TR R e O R R e Ll
e [0

34543 83 83
BT e

Odgovor je pod D.

2.inadica

R ERER R
G

Odgovor je pod D.
Vjezba 496
N 75—+ 27
Pojednostavni: —————.
V12
A3 B.2-\[3 C.1 D.2
Rezultat: C.

Zadatak 497 (Ivana, ekonomska Skola)

Aritmeticka sredina 6 razlicitih prirodnih brojeva je 6. Koju najvec¢u mogucu vrijednost moZe imati
neki od tih brojeva?

A. 20 B. 21 C.22 D. 23

12



RjeSenje 497
Ponovimo!

Neka je dan skup n pozitivnih brojeva { ap, @y, A3, .., Ay } Tada je aritmeticka sredina A, brojeva

ai, a, as, ... , a, definirana izrazom

W a +a, taz+ .. +ay
n = :
n
Skup prirodnih brojeva ozna¢avamo slovom N, a zapisujemo
N={1,2,34,5 ..,n-1,nn+l, ..}

Da bismo dobili najve¢u mogucu vrijednost trazenog prirodnog broja n uzet ¢emo pet najmanjih prirodnih
brojeva: 1, 2, 3,4 15. Tada je prema uvjetu zadatka:

1+2+3+4+5+n:6 - 15+n:6 - 15+":6/~6 = 15+n=36 = n=36-15 =
6 6 6
= n=2I.
Odgovor je pod B.

Vjezba 497

Aritmeticka sredina 7 razlicitih prirodnih brojeva je 7. Koju najvecu mogucu vrijednost moZe imati
neki od tih brojeva?
A. 25 B. 26 C.27 D. 28

Rezultat: D.

Zadatak 498 (Ruala, gimnazija)

DokaZzi matematickom indukcijom da formula vrijedi za svaki prirodni broj n:
1 1 1 1 n

.ot = .
25 58 811 (3:n-1)-(3-n+2) 6-n+4

Rjesenje 498

Ponovimo!

1 nom n-&m n m n—m a ¢ a-d+b-c
a =a , a -a =a , a :.a =a , -t =\
b d b-d
az—bz:(a—b)~(a+b).
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a~(b+c)=a~b+a~c s a~b+a~c=a~(b+c).

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razlicitim od nule i
jedinice
an_d ,n#0 , n#1.
b-n b
Nacelo matematicke indukcije
Ako neka tvrdnja vrijedi za broj 1 i ako iz pretpostavke da vrijedi za prirodni broj n slijedi da ona vrijedi i za
sljede¢i broj n + 1, tad ona vrijedi za svaki prirodni broj n.
Dokaz matematickom indukcijom
Dokaz matematickom indukcijom sprovodi se u tri koraka:
1) Baza indukcije. Trebamo provjeriti da tvrdnja vrijedi za broj 1, tj. da je T(1) istinita tvrdnja.
ii) Pretpostavka indukcije. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za broj n, tj. pretpostavimo da je T(n)
istinita tvrdnja.
ii1) Korak indukcije. DokaZimo da uz tu pretpostavku tvrdnja vrijedi i za broj n + 1, tj. iz T(n) slijedi
tvrdnja T(n + 1).
Tad je tvrdnja T(n) istinita za svaki prirodni broj n.
1) Baza indukcije.
DokaZimo da zadana jednakost vrijedi za n = 1. Zaista je:

13



L = —=—— = —=—
2-5 6-1+4 10 6+4 10 10

ii) Pretpostavka indukcije.
Sada pretpostavimo da je zadana jednakost to¢na za bilo koji prirodni broj n, tj. da je:

1 1 1 1 n

+ ...+ = .
25 58 811 (3-n-1)-(3:n+2) 6-n+4

iii) Korak indukcije.
DokaZzimo da zadana jednakost vrijedi i za n + 1. Dodajmo zbroju s lijeve strane sljede¢i ¢lan:
LS I ! + !
2:5 58 811 (3:n-1)-(3:n+2) (3-(n+1)-1)-(3-(n+1)+2)
1 1

3n-1)-(3-n+2) (3n+3-1)-(3-n+342)

=4 —

t—t .+
25 5.8 811 (

1 1 1
=——+— ..+ + =
2-5 5-8 8-11 (3-n—1)-(3-n+2) (3-n+2)-(3-n+5)
_{iskoristimo }_

pretpostavku indukcije

111 1 1

+—t ot + =
2.5 58 811 (3-n—1)-(3-n+2)  (3-n+2)-(3-n+5)
n

6-n+4
n 1 n 1

T6ntd (3n+2)-(3n45) 2:(3n+2) (3-n+2)-(3-n+5)

7.

46
n-(3-n+5)+2 302 +5-n+2 i

2-(3-n+2)-(3:n+5) 2-(3-n+2)-(3-n+5)
Izraz u brojniku rastavit ¢emo na faktore na dva nacina (moZe i rjeSavanjem kvadratne jednadzbe, ali
moramo se i odmoriti malo )
l.inacica
3~n2+5-n+2=3~n2+3~n+2-n+2=[metodagrupiranja]=(3-n2+3-n)+(2~n+2)=
=3-n-(n+1)+2-(n+1)=(n+1)-(3-n+2).
2.inacica
2 2 L 2
3:n"+5-n+2=3n —3+5~n+5=[metodagluplranja]=(3-n —3)+(5~n+5)=
=3-(n2—l)+5-(n+l)=3-(n—l)-(n+l)+5-(n+l)=(n+1)-(3-(n—1)+5)=

=(n+1)-(3-n=3+5)=(n+1)-(3-n+2).

Vratimo se zadatku!

30245 n+2 _ (n+1)-(3:n+2) (n+1)-(3n+2) n+l
2-(3-n+2)-(3-n+5) 2-(3-n+2)-(3-n+5) 2-(3-iz+2)-(3-n+5) 2-(3-n+5)
n+1 n+1 n+1

T6n+10 6-n+6+44 6 (n+1)+4’

Dobili smo jednakost istovjetnu zadanoj jednakosti, s n + | umjesto n. To znaci da tvrdnja vrijedi za broj
n + 1. Prema nacelu matematicke indukcije, tvrdnja vrijedi za svaki prirodni broj n.
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Vjezba 498
Dokazi matematickom indukcijom da formula vrijedi za svaki prirodni broj n:
1 N 1 N 1 1 n

..+ = .
15 59 913 (4-n-3)-(4-n+1) 4-n+1

Rezultat: Tocno je!

Zadatak 499 (Fox, gimnazija)
Ako za realne brojeve x, y vrijedi x—y=61 x 2 +y 2_ 22, koliko je x 3 -y 3 ?
A. 16 B.90 C.154 D. 218
RjeSenje 499
Ponovimo!

(a —b)2 =a 2

—2~a~b+b2 R aS—bS=(a—b)~(a2+a~b+b2).
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(17+c‘):a~b+a~c s a~b+a~c:a~(b+c).

Preoblikujemo jednakost x — y = 6 tako da je kvadriramo
2
x—y=6 = x—y=6/2 = (x—y) =62 = x2—2-x~y+y2=36 =
= —2-x-y=36—x2—y2 = —2-x-y=36—(x2+y2) = [x2+y2:22} =

= —2.x:y=36-22 = 2. x-y=14 = 2. x:y=14/:(-2) = x-y=-T7.

Sada je
xX<y=6
x3—y3=(x—y)-(x2+x-y+y2)= x2+y2:22 =6-(22-7)=6-15=90.
x-y=-1
Odgovor je pod B.

Vjezba 499
. o .2 2 4 .. 3 3
Ako za realne brojeve X, y vrijedi x—y=21x" +y~ =34, koliko je x~ —y "~ ?

A. 76 B. 88 C.98 D. 108
Rezultat: C.

Zadatak 500 (Tina, ekonomska skola)

Zadani su brojevi a = 10101 i b = a. Zapis prirodnog broja N s pomoéu broja a glasi
N=1-a+2-a*+3-a*+4-a+5-a+6. Ako N zapisemo u obliku N=A - b* + B - b + C pri ¢emu su
brojevi A, B, C€{0, 1,2, ..., b—1}, kolike su vrijednosti brojeva A i C?

A.A=0, C=50511 B.A=0, C=102030195
C.A=10103 , C=50511 D. A=10103 , C=102030195
Rjesenje 500
Ponovimo!
1 ( n )m n-m n m n—m
a =a |, a =a , a :a =a .

Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(17+c‘):a~b+a~c s a~b+a~c:a~(b+c).

Preoblikujemo broj N rabeéi uvjet b = a’.

N=la’+2-a%+3.a°+4-a%+5.a+6 = N=(1~a5+2~a4)+(3~a3+4~a2)+(5~a+6) =
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= N=(a+2)-a*+(3-a+4)a’+(5a+6) = N=(a+2)~(a2)2+(3~a+4)-a2+(5~a+6) =

= [bzaz} = N=(a+2)~b2+(3~a+4)-b+(5~a+6).
Ako N zapiSemo u obliku
N=A-b2+B-b+C
pri ¢emu su brojevi A, B, CE{O, 1, 2, ...,b—l} dobije se:

N=A-b2+B-b+C A=a+2 }

N=(a+2)-b2+(3-a+4)-b+(5-a+6) 7 c=5a+6
Sada je:
A=a+2=[a=10101]=10101+2=10103.
C=5a+6=[a=10101]=5-10101+6=50511.
Budu¢idasu A, B, Ce{0,1,2,..,b—1}, treba se uvjeriti da vrijedi:

A<b-1 2 ASa2—1
:>[b:a }: ’ =

10103 <10101 2 —1 nejednakost to¢na
=

50511<10101 2 —InejedndKost tocna
Odgovor je pod C.
Vjezba 500
Zadani su brojevi a = 10101 i b = a>. Zapis prirodnog broja N s pomoéu broja a glasi
N=1-a"+2-a*+3-a’+4-a+5-a+6. Ako Nzapisemo u obliku N=A - b* + B - b + C pri ¢emu su
brojevi A, B, Ce { 0,1,2,.., b—l}, kolikaje vrijednost broja B?

Rezultat: 30307.
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