Zadatak 261 (Maja, gimnazija)

Odredite jednadZbu kruZnice kojom je opisan trokut ABC ako je A(8, 1), B(0, 7), C(0, 1).
RjeSenje 261

Ponovimo!

(a—19)2=a2—2-a-b+192 , a—b} = a—c=b-d.
c=d

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

a-n a
—=—,n#0, n#l.
b-n b
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(b+c) =a-b+a-c , ab+a-c :a-(b+c).

KruZnica je skup svih tocaka u ravnini jednako udaljenih od zadane tocke te ravnine (sredista).
Ako je S(p, q) srediSte kruZnice, a r polumjer, tada srediSnja jednadZba kruZznice glasi:

(=) +(3-a)" =+
Polumjer ili radijus je duZina koja spaja srediSte kruZnice s bilo kojom to¢kom kruZnice. Duljina
polumjera oznacava se slovom r.
Promjer ili dijametar kruZnice duZina je koja spaja dvije to€ke kruZnice i prolazi njezinim srediStem.
Duljina promjera oznacava se slovom d.

d=2-r.

Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
Pravokutni trokuti imaju jedan pravi kut (kut od 90°). Stranice koje zatvaraju pravi kut zovu se katete,
a najdulja stranica je hipotenuza pravokutnog trokuta:
Pitagorin poucak
Trokut ABC je pravokutan ako i samo ako je kvadrat nad hipotenuzom jednak zbroju kvadrata nad
katetama.

Koordinate polovista P duZine E, A(X1, y1), B(x2, y2) su

X, +x V. +y
P(x, _y)zP[ 1 2, -1 2}.

2 2

Talesov poucak
Svaki obodni kut nad promjerom kruZznice je pravi.
OpiSemo li pravokutnom trokutu kruznicu njezin promjer je hipotenuza tog trokuta.

Udaljenost tocaka A(xl, yl) i B(xz, yz):

AB:\/(xz—xl)

2
(=)
1.inacica



B(0, 7)

A@S, 1)

C(0, 1)

\%

Sa slike vidi se:
|BC|=6 ., |CA|=8 ., |AB|=x.
Trokut ABC je pravokutan. Uporabom Pitagorina poucka izra¢unamo duljinu hipotenuze x.

2

14B|? =|BC|* +|ca|? = 12262482 = 22 =36+64 = 22 =100 = x> =100/ =

= x=4/100 = x=10.

KruZnica je opisana pravokutnom trokutu ABC. Njezin promjer je hipotenuza pravokutnog trokuta.
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Poloviste S hipotenuze je srediSte kruZnice.

A(Xl’ yl)zA(& 1) - l:S(P q):S[ﬂﬂz _\'1+_\'2j:| N
) ; ;

B(xz, y2)=B(0,7

= S(p, q)=5(w,l+—7j = S(p, q)=S(§,§j = S(p, q)=S(§,§j =

2 2

Za polumjer r vrijedi:

Uzet ¢emo



S(x: ) =5(4.4) o SRR
C(xz’y2)=C(0,1) :[’_Sc_\/(xz_xl) +(-‘2_-‘1) =

= r=\/(0—4)2 (1-4)* = r=y(- r=y1649 = r=/25 = r=5

JednadZba kruZnice glasi:

(o pPe(ymaf=r? = {”:j | 6’:4} = (=) (-0 5% o

r =

2 2
= (x—4)"+(y-4)" =25.
2.inadica
Budu¢i da tocke A, B i C pripadaju kruZnici, njihove koordinate uvrstit ¢emo u jednadzbu kruZnice.

Al ) =A(8 1)
B(xy. 7,)=8(0.7) p = [(X—p)2+(,v—6/)2=r2} N
(

C x3’ y3)—C(0 l)
2 2 2
(8-p) +(1-q)" = 64—16~p+p2+]_2.q+q2=r2
= (0_p)2+(7_‘1)2=r2 = P2+49—14'6]+6]2:r2 =
2 2
(0_p)2+(1—q)2:r2 p +1—2~q+q =r

p2+¢12—16~p—2-q+65=r2
= p2+qz—l4-q+49=r2
p2+qz—2~q+1=r2

Dobili smo sustav jednadZba.
Promatrajmo drugu i tre¢u jednadZbu sustava.

p2+qz—14~q+49:r2 {oduzmemo}
p2ig-2gei=r2 jednadzbe
= p2+q2—14-q+49—(p2+c]2—2~q+1)=r2—r2 =

= p2+q2—14~q+49—p2—q2+2-q—1=r2—r2 =

= p2+q2—14-q+49—p2—q2+2~q—1=0 = -14-¢+49+2-q-1=0 =

= —14-g+2-q=-49+1 = —12-q=-48 = —12.q=-48/:(-12) = g=4.
Sada promatramo prvu i trecu jednadZbu sustava.

p2+42—16~p—2~4+65=r2
2 2 =la=4]= 2 2
—2-.g+l=vr p +47-2-44+1=r

p2+q2—16~p—2~q+65=r2

2
P tq



= 2 = 2

p2+16—16~p—8+65=r2 p2—16~p+73=r2 {oduzmemo}
p2+16—8+1=r p +9=r

jednadzbe

= p2—16~p+73—(p2+9)=r2—r2 = p2—16~p+73—p2—9=r2—r2 =
= /)2—16~p+73—/)2—9=0 = —-16-p+73-9=0 = -16-p=-734+9 = -16-p-64 =
= —-16-p—-64/:(-16) = p=4.
Racunamo r°.

p=4,q=4
} 42442 2441212 S 16416-841=r2 >

p2+q2—2~q+l=r

= 25=r2 = r2=25.
JednadZba kruZnice glasi:

(=) +(y-0) =+ = [”2 o 4} = (x-4) () =25
r- =25
Vjezba 261
Odmor!
Rezultat:

Zadatak 262 (Josip, maturant)

Tocka T(x, — 3) u tre¢em kvadrantu jednako je udaljena od ishodiSta kao i tocka P(7, 0).
Koliki je x?

Rjesenje 262

Ponovimo!
2

WS . Jab=yaib

KruZnica je skup svih tocaka u ravnini jednako udaljenih od zadane tocke te ravnine (sredista).
Ako je S(0, 0) srediSte kruZnice, a r polumjer, tada srediSnja jednadZba kruznice glasi:

2 2 2
X +y =r".

Udaljenost tocaka A(xl, yl) i B(xz, yz):

AB:\/(xz—xl)

Primijetimo da je tocka O(0, 0) srediSte kruZnice polumjerar = 7.

x2+yz=72 = x2+y2=49.

2 2

by
1.inacica

Tocka T(x, — 3) pripada kruZnici pa ¢emo njezine koordinate uvrstiti u jednadzbu kruZnice i izracunati
X.

T(x, y)=T(x,—3) o)
) = x2+(-3)7 249 = x2+9=49 = 17 =49-9 =
x 4+y =49

2 _ 2_ 0 _ _ _
= x7=40 = x7=40/7 = x =240 = x, =410 = x, =410 =



tre¢i kvadrant
= x1’2=ir2~1/10 = { } = x=-2-4/10.

x<0
y N
P(7,0) -
7
0(0, 0) X
T(X, = 3)
2.inacica
y /
d P(7,0) -
7
d 0(0:.0) X
T(X, = 3)

Iz uvjeta zadatka slijedi:

|T0|=| PO|.

Racunamo | TO | .

0 (. y2)=0(

= |T0|=\/(O—x)2 (0-

Racunamo | PO | .

P(x, y,)=P(7,0)
e )}:[wJ<x2x1>2+<>~2>~1>2}:

Zbog

0(xy. y,)=0(0.0

= |10]=\x2+3% = |70[={x2+0.

= |PO|=\/(0—7)2+(0—0

= |Po|=\49 = | PO|=7.



10|=| PO
slijedi:

2

Jx249=7 = x249=7/% = (\/x2+9j =72 = x249=49 = x2=49-9 =

= x2=40 = x2=40 /Y = x,=%J40 = x =+ 410 = x ,=+2-J10 =
= = 127~ 27~ 127~

tre¢i kvadrant
= x1’2=ir2~1/10 = { } = x=-2-4/10.

x<0
Vjezba 262

Tocka T(x, — 3) u Cetvrtom kvadrantu jednako je udaljena od ishodiSta kao i tocka P(7, 0).
Koliki je x?

Rezultat: xX= 2~«/ 10.

Zadatak 263 (Ana, gimnazija)

Ako pravac y =k - x sije¢e kruznicu (x —5)2 +y 2 9 tada za k vrijedi:
A -1<k<1 B.—%Skﬁ% C. k=1 D.0<k<1
RjeSenje 263
Ponovimo!
(a—19)2=a2—2-a-b+192 , (a-b)nzan-bn , a2b ,c<0 = ﬁﬁl—j.

c c
KruZnica je skup svih tocaka u ravnini jednako udaljenih od zadane tocke te ravnine (srediSta).
Ako je S(p, q) srediSte kruZnice, a r polumjer, tada srediSnja jednadZba kruznice glasi:

(x=F ¥ (y-a)" =12

Za realni broj x njegova je apsolutna vrijednost (modul) broj | X | koji odredujemo na ovaj nacin:
x, x>0
|| =
—x, x<0.

Ako je broj x pozitivan ili nula, tada je on jednak svojoj apsolutnoj vrijednosti. Za svaki x, x >0,
vrijedi | X | =X.
Ako je x negativan broj, njegova apsolutna vrijednost je suprotan broj — x koji je pozitivan. Za svaki X,

x<0,je|x =-X.
,/azz‘a‘ , ‘X‘Sa:—aﬁxﬁa.

Diskriminanta kvadratne jednadZbe
a-x2 +b-x+c=0
je broj
2
D=b"-4-a-c.
e Ako je D> 0, jednadzba ima dva realna rjeSenja.

e Ako je D =0, jednadzba ima jedno dvostruko realno rjeSenje.
e Ako je D <0, jednadzba ima kompleksno — konjugirana rjeSenja.

Uvjet presjeka pravca i kruZnice
. .. . 2 2 : o
Pravac s jednadzbom y =k - x sijece kruZnicu (x = p) + ( y— q) =r 2, onda i samo onda ako vrijedi

g 1+k2)2(q—k-p—1)2.

r- -

6



Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razlic¢itim od nule i
jedinice

a-n a

—=—,n#0, n#l.

b-n b
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.

a-(b+c):a-b+a-c , a-b+a-c:a-(b+c).
1.inacica

Da bismo nasli presjek pravca i kruZnice moramo rijesiti sustav jednadzba.

y=k-x tod
S :{me(,’ ! }:>(x—5)2+(k~x)2=9:>x2—10~x+25+k2~x2=9:>
(x—5) +y°=9 zemjene

o X210 x4+25+k 2 x229=0 = (1+k2)~x2—10~x+16=0.

Pravac sijeCe kruznicu pa jednadZba mora imati realna rjeSenja, tj. njezina diskriminanta je
nenegativna.

5\ o (1+k2)~x2—10~x+16=0
(1+k )~x -10-x+16=0 = =

a=1+k2 . b=-10. c=16

uvjet 2 ) o)
= 0 = (—10) —4~(l+k )~1620:>100—64~(1+k )20:>
b™"—4-a-¢c=20

— 100—64—64 k220 = —64-k 2 >—100+64 = —64-k > >-36 =

N —64~k22—36/-£—1j o230 230 20

< < :kzsi/\/_:>|k|siz>
64 64 64 16 16 4

= ——<k<

AW
Blw

Odgovor je pod B.
2.inadica
Zadani pravac ima koeficijent smjera k i odsjecak na y osi L.
v k=k
=KX = .
g =0
Srediste kruznice i polumjer iznose:
2 2
(x=p) +(y-g)"=r" p=3.4=0
) > = 2 .
(x=5)"+y“=9 r-=9
Budu¢i da pravac sijece kruZnicu vrijedi:
r2 ~(1+k2)2(q—k~p—l)2 N 9~(1+k2)2(0—5~k—0)2 = 949k 22(=5-k)% >

— 04+9.k2>25.k2% = 9.k2-25k%>-9 = —16-k2>-9 —

= 16k 229 /:(-16) = k< = k<2 /Y = |k|<2 = —2<k<d
16 16 FEE

Odgovor je pod B.



Vjezba 263
Odmor!
Rezultat:

Zadatak 264 (Dario, gimnazija)
Koje elipse imaju linearni ekscentricitet jednak aritmetickoj sredini poluosi?

Rjesenje 264
Ponovimo!
a " an 2 2 2 an n
(l_j =—7 (a-i—b) =a +2-a-b+b , W:an—m , (a-b) zan-bn.
h b a

a =d.

Elipsa je skup svih to¢aka u ravnini za koje je zbroj udaljenosti od dviju fiksnih tocaka (Zarista) te
ravnine konstantna veli¢ina i iznosi 2a. Velika poluos je a, a mala poluos b.

Elipsa kojoj se srediste podudara s ishodiStem koordinatnog sustava, smjer glavne osi s X — 0si, a smjer
sporedne osi s y — osi ima jednadZbu

> 2 2 2 2.2 . x2 32 (segmentni oblik,
b x"+a -y =a b i —+-—=1 .
a2 2 kanonski oblik
Linearni ekscentricitet elipse:
2 2 .2
e =a -b

Omjer je koli¢nik dviju istovrsnih veli¢ina
a:b=k iliD=k,
b

gdje je:
a — prvi ¢lan omjera,
b — drugi ¢lan‘omjera,
k — vrijednost (kvocijent) omjera.
Neka su a i b dva pozitivna realna broja: Tada je aritmeticka sredina A brojeva a i b definirana izrazom
a+b
2

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

A=

ar_2 ,nz0, nzl.

b-n b
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.

a-(b+c)=a-b+a-c , a-b+a-c=a-(b+c).
Linearni ekscentricitet jednak je aritmetickoj sredini poluosi.
2 2
a+b a+b 9 2 a+b 2 (a+b)
e= = e= /7 = e = > e =
2 2 52

2 a2+2~a~b+b2 2 2 2 2 2 a2+2~a~b+b2
= 2 = |e =a -b = a -b = 1 =

—

2 2 a2+2~a~b+b2
= a -b =
4
2

= 4-a —4~l72=az+2~a~b+b2 = 4~a2—4~b2—a

/-4 = 4~(a2—b2)=a2+2~a~b+b2 =

2 2ab-b?=0 >



= 3~a2—2~a~b—5~b2=0 = 3~a2—2~a~b—5~b2

1

=0/-—2 =
b
2 2 2 2
2-a-b b 2-a-l l
e e e U B 3(2) 2.2 5-0=>
b b b b b b b
zamjena 5 2 )
= | 4 = 342 2.4-5=0= 01 ~2173=0 =
— =1 a:3,b——2,c——5
b
a=3,b=-2,c=-5 2
5 —(—2)J_r\/(—2 -4-3-(-5)
= bty b —4ac [T h27 2.3 =
1,2 2-a
, 248 ; _10
2+.[4+60 2+./64 248 1 ¢ 17 ¢
= fH= = fH= =t H=— =
12 6 12 6 127 ¢ 2-8 6
ty =—— ty =——
27 6 27 6
tlzﬂ =2
= 66 - 13
Vra¢amo se na zamjenu.
e,
B 3 a=5k
. P =222 5 4ip=5:3=
t—é b 3 b=3k , keR
3
Prvi skup elipsa glasi:
2 2 o 2 2 2 2
xT oy a=5-k X y X y
—2+—2:1:> = 2+ 2=1:> 2+ 2=1:>
a b b=3k (5~k) (3.k) 25-k 9-k
2 2
= = =+ Y 2:1/-225-/<2 s 0.x2425.y2=25.k% | keR.
25k 9-k
a
—=t _1 :—k
. R Ty e .
b 1 b=k , keR
r=-1
Drugi skup elipsa glasi:
W22 L 2 2 L2002
_2+y—2:1:> { } = 2+y—2:1:>—2+y—2=1:>
a” b b=k (-k)" kT ok
x2 2
=2 Y 1/ k7 = x4y =k” , keR
k k2




Vjezba 264
Odmor!
Rezultat:

Zadatak 265 (Marija, gimnazija)

Tocke na elipsi 9 - x* + 25 - y* = 225 iz kojih se njezini fokusi vide pod pravim kutom &ine
vrhove konveksnog cetverokuta. Odredite koordinate njegovih vrhova.
RjeSenje 265

Ponovimo!

b aeb fi  JareJar
c c b \/Z

Elipsa je skup svih tocaka u ravnini za koje je zbroj udaljenosti od dviju fiksnih tocaka (Zarista) te
ravnine konstantna veli€ina i iznosi 2a. Velika poluos je a, a mala poluos b.

Elipsa kojoj se srediste podudara s ishodiStem koordinatnog sustava, smjer glavne osi s X — 0si, a smjer
sporedne osi s y — osi ima jednadZzbu

> 2 2 2 2.2 . x2 32 (segmenti oblik,
b x"+a -y =a b i —+-—=1 .
a2 2 kanonski oblik
Linearni ekscentricitet elipse:
2 2 .2
e =a -b".

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice
an_« , n20, n#1.
b-n b
KruZnica je skup svih tocaka u ravnini jednako udaljenih od zadane tocke (sredista).
Ako je S(0, 0) srediSte kruZnice, a r polumjer,.tada srediSnja jednadzba kruznice glasi:
2 2 2

X" +y =r
Cetverokut je dio ravnine omeden sa Cetiri duZine. Konveksni &etverokuti su etverokuti kojima su svi
kutovi manji od 180°.
Obodni kut nad promjerom kruZnice je pravi kut.
Odredimo linearni ekscentricitet elipse.

2 2
1 9. 25-
9.x2 425922205 = 9.x2425.y2 =205/ = 2 X DYy
225 225 225
2
9~x2 25~y2 x2 y2 a =25 2 2 2
= + =]l = —+—=1= = |e =a -b =
225 225 25 9 b2 -9

= 62 =25-9 = 62 =16.
Budu¢i da se duZina Fle mora vidjeti iz toCaka elipse pod pravim kutom, zakljucujemo da te tocke
pripadaju kruZnici
2 2 2 2 2
X 4+y =e = x +y =16

Presjeci elipse i kruZnice vrhovi su Cetverokuta Cije su koordinate rjeSenja sustava jednadzba.

) =

9~x2+25~y2=225 {metoda suprotnih} 9~x2+25~y2=225
) = =
+y =16

koeficijenata x2 +y 2_ 16 /- (_9)

10



=

9~)62+25~y2

Racunamo x.

2 256-81
= x =

Vjezba 265
Odmor!
Rezultat:

=225
) ) 1692 =81 = 16-y 2 =81/:16 = y > =2
-9-x7-9-y =-144
9
Yy ==
2 81 ./ 81 17y
= =— = =t,|— =
Y Tle 1277 6 9
Yy 1
y2 81
=77 81 81 16-16-81
16 = x2+—=16 = x2=16—— = x2= =
2 2 16 16 16
x +y =16
175 175 175 A 175
x2=— = x2=— v = x12=ir —_— = x12=ir
16 ’ 16 ’ \ 16

11




Zadatak 266 (Marija, gimnazija)
Odredite jednadZbe tangenata na parabolu y = x* + x + 25 koje prolaze to¢kom T(1, 11).
RjeSenje 266
Ponovimo!
2
(a—b) =a 2 —2-a-b+b 2

Tangenta (dodirnica) je pravac koji dodiruje krivulju u jednoj tocki.
JednadZba pravca oblika
y=k-x+I
naziva se eksplicitni oblik jednadZbe pravca ili krace, eksplicitna jednadZba pravca. Broj k naziva se
koeficijent smjera pravca. Broj 1 nazivamo odsjecak pravca na osi y.
Diskriminanta kvadratne jednadzbe
a-x2 +b-x+c=0
je broj
2
D=b"-4-a-c.

e Ako je D > 0, jednadZba ima dva realna rjeSenja.

e Ako je D =0, jednadzba ima jedno dvostruko realno rjesenje.

* Ako je D <0, jednadZba ima kompleksno — konjugirana rjeSenja.
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.

a-(b+c):a-b+a-c , a-b+a-c:a-(b+c).
Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice
an_4 C#EQ  n#l.
b-n b
Trazimo pravac koji prolazi to¢kom T. Tada je
T(x, y)=T(1,11)
y=k-x+1

JednadZba tangente ima oblik

} = 1l=k1+l =2 11=k+] = k+il=11 = [=11-k.

I=11-k

= y=k-x+11-k.
y=k-x+I

Odredimo tocke presjeka ovog pravca i zadane parabole. RijeSimo sustav

x4 x+25 2 2
yELoT = x4+ x+25=k-x+11-k = x " +x+25—k-x—11+k=0 =
y=k-x+11-k

= x2+(1—k)~x+14+k=0.

Pravac ¢e biti tangenta parabole, ako je dira samo u jednoj tocki. Kvadratna jednadZba mora imati
jedno rjeSenje. To je moguce kad je diskriminanta jednaka O.

2
x2+(1—k)~x+14+k=0 = . +(1—k)~x+14+k—0 = [192—4-51-0:()} =
a=1,b=1-k , c=14+k

= (1—k)2—4~1-(14+k)=0 = 1—2-k+k2—4~(14+k)=0 =

= 1—2~k+k2—56—4~k=0 = k2—6~k—55=0 =

k% -6-k-55=0
=
a=1,b=-6, c=-55

12



a=1,b=-6, c=-55

2
3 —(—6)J_r\/(—6) —4-1-(-55)
DL L S Moo= o1 =
12 a
L 6+16
6+ 36+220 6+./256 6+16 -
> ky=——————————— = ky=———— = k5= = 2 =
12 > 12 2 127 6-16
k2:—
2
(22 L2
175 17 k1=11
10 0~ &k =-5
—_ - 2

Postoje dvije tangente.
Racunamo | odsjecak na y osi.

k=11 L=11-11 L =0 L. =0

1 1 1 1
[=11-k = = = = .

ky =5 Iy =11-(-5) ly =11+5 l, =16

JednadZbe tangenata su:

klzll , llz() y=11-x+0 y=11-x
y=k-x+l = = = .
k2:—5 , Z2:16 y=-5x+16 y=-=5-x+16
Vjezba 266
Odmor!
Rezultat:

Zadatak 267 (DraZen, gimnazija)
Odredite poluparametar elipse x*+4 - y* = 16.
A. 0.5 B.3 C.1 D. 4 E.2
Rjesenje 267
Ponovimo!
Elipsa je skup svih tocaka u ravnini za koje je zbroj udaljenosti od dviju fiksnih tocaka (Zarista) te
ravnine konstantna veli¢ina i iznosi 2a. Velika poluos je a, a mala poluos b.

Elipsa kojoj se sredisSte podudara s ishodiStem koordinatnog sustava, smjer glavne osi s X — 0si, a smjer
sporedne osi s y — osi ima jednadZbu

> 2 2 2 2.2 . x2 32 (segmentni oblik,
b™x"+a -y =a b ii —s+-—5=1 S .
a 2 b 2 kanonski oblik
Tjemena glase:
A(-a,0) , B(a,0) , C(0,-b) , D(0,b).

Tetiva je duzina koja povezuje dvije tocke krivulje. Tetiva elipse koja prolazi fokusom i okomita je na
veliku os naziva se parametar elipse i njezina duljina se oznacavas 2 - p, p > 0.
Broj p naziva se poluparametar.

b 2

p=——1zaa>b
a

ili
2

a
p=——2=1zaa<b.
b

13



Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice
a-n a
—=—,n#0, n#l.
b-n b
l.inacica

Preoblikujemo jednadzbu elipse u segmentni (kanonski) oblik kako bismo odredili a i b.

2 2 2 2
1 4. 4.
x2iay2 216 > xPrdylot6) X EY X Y
16 16 16 16 16
PRI a’=16| a’=16/" a=J16] a=4
> —+—=1= 5 = 5 = 5 = 5 )
164 b =4 b"=4 b =4 b™ =4
Sada je
b2 4
p=— = p=— = p=1
a 4
Odgovor je pod C.
2.inacica

Buduc¢i da elipsa sijece koordinatne osi u tockama A(- a, 0), B(a, 0), C(0, — b) i D(0, b) koje
moraju zadovoljavati jednadZbu, odredit ¢emo a i b pomocu tjemena.

X 2 +4-y 2_ 16
(x. y)=(a,0) | (x 3)=(0.)
a?+4.02216 | 621452216
a?+0=16 452 =16
2
a =16 462 =16/ 4
a? <16/ 2o
a=4
Sada je
b 2 4
p=— = p=—= p=1
a 4
Odgovor je pod C.
Vjezba 267
Odmor!
Rezultat:
Zadatak 268 (Kristina, maturantica)
2 2
Kako glasi jednadZzba parabole ¢iji je fokus ujedno desni fokus hiperbole );—4 —);—6 =1? Vrh
parabole je u ishodiStu koordinatnog sustava.
A.y2=10~x B.y2=20~x C.y2=40~x D.y2=60~x
RjeSenje 268
Ponovimo!

Parabola je skup svih to¢aka ravnine koje su jednako udaljene od jednog ¢vrstog pravca d (ravnalice ili
direktrise) i jedne ¢vrste tocke F (Zarista ili fokusa) u toj ravnini koja ne leZi na tom pravcu. Parabola
kojoj tjeme leZi u ishodistu, a ZariSte na pozitivnom dijelu osi apscise ima jednadzbu

14



y2=2-p-x,

F(ﬁ,o .
2

Hiperbola kojoj srediSte lezi u ishodistu koordinatnog sustava, a realna os na osi apscisa ima
jednadzbu

pri ¢emu je p parametar parabole.
Zariste (fokus) parabole ima koordinate:

2 2
b2 x?—a?y?=a?p? i x—z—)—z =1 (kanonska jednadzba hiperbole).
a b
Linearni ekscentricitet hiperbole:
2 2 .2
e =a +b".

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice
a-n_a

—=—,n#0, n#l.
b-n b
Odredimo linearni ekscentricitet hiperbole.
x2 y2
2 2 a =64
a b = :>[e2:a2+192}:>62=64+36:>62=100:>
2,2 b2 =36
X Y _ -
64 36

= 22100/ 222100 = e=10.
Desni fokus hiperbole ima koordinate
F, (%.y) = F, (10, 0).
Buduc¢i da je to istodobno i fokus parabole'(fokus parabole je na pozitivnom dijelu osi x), slijedi:

FlZ 0|=F,(10,0) = £=10 = £=10/ 4 = 4L=40 =5 4.L=40 = 2. p=140.
2 2 2 2 2 2

Jednadzba parabole glasi

y2=40~x.

Odgovor je pod C.

Vjezba 268

2 2

Kako glasi jednadZba parabole ¢iji je fokus ujedno desni fokus hiperbole );_6 _y? =1? Vrh

parabole je u ishodiStu koordinatnog sustava.
A.y2=10~x B.y2=20~x C.y2=40~x D.y2=60~x

Rezultat: B.

Zadatak 269 (Petra, maturantica)

Najmanja udaljenost parabole y 2_ 12-x ipravcax —y + 7 = 0 iznosi:

Al B.5-2 c.2-42 D. 4 E. 2
Rjesenje 269

Ponovimo!

15



alza ’ an.am:arH-m ’ ac_ac ’ (\/Z) .
b d b-d
Parabola je skup svih to¢aka ravnine koje su jednako udaljene od jednog ¢vrstog pravca d (ravnalice ili
direktrise) i jedne ¢vrste tocke F (Zarista ili fokusa) u toj ravnini koja ne leZi na tom pravcu. Parabola
kojoj tjeme leZi u ishodiStu, a ZariSte na pozitivnom dijelu osi apscise ima jednadzbu

y 22, p-x
pri ¢emu je p parametar parabole.
Jednadzba pravca oblika
A-x+B-y+C=0
naziva se implicitni oblik jednadZbe pravca ili krace, op¢i oblik jednadzbe pravca.
Jednadzba pravca oblika
y=k-x+I
naziva se eksplicitni oblik jednadZbe pravca ili krace, eksplicitna jednadZba pravca. Broj k naziva se
koeficijent smjera pravca. Broj 1 nazivamo odsjecak pravca na osi y.
Tangenta ili dodirnica je pravac koji dodiruje krivulju u jednoj tocki. Na svaku je krivulju (npr.
kruZnicu, elipsu, parabolu, hiperbolu) moguce poloziti beskonacno mnogo tangenata, ali kroz svaku
tocku glatke krivulje prolazi samo jedna tangenta.
Uvjet usporednosti (paralelnosti):
Ako su pravci dani eksplicitnim jednadZzbama y = ki - x + 1, y = ko - x + 1, tada su usporedni ako i
samo ako je

ky =k .
Uvjet dodira pravca i parabole
Pravac
y=k-x+l
dira parabolu
y 2. p-x
onda i samo onda kad vrijedi
p=2-k-l
Za realni broj x njegova je apsolutna vrijednost (modul) broj | X | koji odredujemo na ovaj nacin:
x, x>0
ER
—x, x<0.

Ako je broj x pozitivan ili nula, tada je on jednak svojoj apsolutnoj vrijednosti. Za svaki x, x > 0,
vrijedi | X | =X.

Ako je x negativan broj, njegova apsolutna vrijednost je suprotan broj — x koji je pozitivan. Za svaki X,
x<0,je |x =—X.

Udaljenost tocke od pravca

Udaljenost d tocke T(xo, yo) i pravcap ... A- x + B - y + C =0 dana je formulom

d_‘A-xo-i-B-_yo%-C‘

A2+32

Progiriti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka pomnoZiti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

a a-n
—=—— ., n#0, n#l.
b b-n
Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice
a-n a
—=—,n#0, n#l.
b-n b
Odredimo parametar p parabole.
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y2=24rx

2=12~x

= 2.p=12 = 2.p=12/:2 = p=6.

Jednadzbu zadanog pravca napisat ¢emo u eksplicitnom obliku kako bismo odredili njegov koeficijent
smjera.

x=y+7=0 > —y=—x-7T = —y=—x-7 /-(—1) = y=x+7 = y=1x+7 = k1=1.

Na paraboli treba naci tangentu koja je usporedna sa zadanim pravcem.
Koeficijent smjera tangente, takoder, je jednak k = 1 zbog usporednosti pravca i tangente.
Iz uvjeta dodira pravca i parabole izracunat ¢emo odsjecak tangente na osi ordinata.

p=06

p=2k-l = { } = 6=21] = 6=21 = 2:1=6 = 2:/=6/:2 = [=3.

Jednadzba tangente glasi:
k=1

y=k-x+l:>{ }: y=x+3.

TraZena udaljenost bit ¢e udaljenost izmedu pravca i tangenta na parabolu.
Kako to izracunati? Lako, evo ovako!
Na jednom pravcu odaberemo tocku T(x, y) po volji. Na primjer, na pravcu y = x + 7. Neka je x = 0,

tada je
x=0
= y=0+7 = y="T.
y=x+7

TraZena tocka ima koordinate:
T(x, y) < T(O, 7).
Sada treba naci udaljenost tocke T i pravca y =X+ 3. Njega ¢emo prevesti u implicitni oblik.
y=x+3 = —x+y-3=0'= —x+y-3=0/- (—1) = x—y+3=0.

Udaljenost iznosi:

T(x, y,)=T(0,7)

x—y+3=0 =

A=1, B=-1,C=3 A +B

A.%+B,%+c} [1:0+(=1)-7+3|
= :}d:

|0-7+3| |-4|

ST TR T

Odgovor je pod C.

Vjezba 269
Odmor!

Rezultat:

Zadatak 270 (Robert, maturant)
KruZnica x 2 +y 2 +2-x—4-y+a=0 ima polumjer r = 1 ako je a jednako:
A 2 B. 4 C.6 D.8 E. 1
Rjesenje 270



Ponovimo!
2 2
(a-i—b) =a2+2-a-19+192 , (a—b) =a2—2-a-19+192

Kruznica je skup svih tocaka u ravnini jednako udaljenih od zadane tocke te ravnine (sredista).
Ako je S(p, q) srediste kruZnice, a r polumjer, tada srediSnja jednadzba kruznice glasi:

(x=p)* +(y—q)" =r>.

Opc¢a jednadzba kruZnice:
x2+y2—2-1)-x—2-c]-y+cz() , c=p2+c]2—r
l.inacica
x2+y2+2~x—4~y+a=0 = x2+2~x+y2—4~y+a=0 =

= x2+2~x+1—1+y2—4~y+4—4+a=0 =

= (x2+2~x+1)+(y2—4~y+4)—5+a=0 = (x+1)2+(y—2)2=5—a =

= r?=5-q = [r=1]= 12250 = 1=5-a = a=5-1 = a=4.
Odgovor je pod B.
2.inacica
) ) -2.p=2 —2~p=2/:(—2)
x 4+y =2-p-x=2-q-y+c=0
= —2.q=—4p = -2.g=—4/:(-2) ¢ =

x2+y2+2~x—4~y+a=0 c=a c=a

P c—)2+ 2—r2 2 .2 2
= g=2 b= | TP T4 sa=(-1)"+2"-1" = a=1+4-1 = a=4.
r=1

c=a
Odgovor je pod B.
Vjezba 270
KruZnica x 2 +y 2 +2-x—4-y+a=0 ima polumjer r = 2 ako je a jednako:
A2 B. 4 C.6 D. 8 E. 1
Rezultat: E.

Zadatak 271 (Lupus, maturant)

Na skici je prikazan presjek koncertne dvorane. Strop dvorane u presjeku je u obliku
poluelipse ¢ija su ZariSta F; i F» na visini 1.5 m od poda. U ZariStima medusobno udaljenima 16 m
postavljeni su zvucnici. IzraCunajte visinu dvorane na mjestima gdje su postavljeni zvucnici ako je
najveca visina dvorane 7.5 m.

1.5m

RjeSenje 271

Ponovimo!
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b a-c-b 1 n m n+m a 4 a
a——= , a =a , a -a =a , — =
C C b b
a a-c [ 2
—c=— a =a, a=0.
b b

Elipsa je skup svih to¢aka u ravnini za koje je zbroj udaljenosti od dviju fiksnih tocaka (Zarista) te
ravnine konstantna veli€ina i iznosi 2a. Velika poluos je a, a mala poluos b.

Elipsa kojoj se srediste podudara s ishodiStem koordinatnog sustava, smjer glavne osi s X — 0si, a smjer
sporedne osi s y — osi ima jednadZbu

2 2 2 2 2 2 X 2 y 2 segmentni oblik,
b x"+a -y =a b i —+-—= .
a2 2 kanonski oblik
Linearni ekscentricitet elipse:
2 2 2
e =a -b
Zarita elipse imaju koordinate:
F1 (—e, ()) , Fz(e, ()).
Tjemena glase:
A(-a,0) , B(a,0) , C(0,-b) , D(0,b).

Pomocu podataka u zadatku moZemo odrediti e, b i a. Zgodno je uvesti pravokutni koordinatni sustav

tako da pravac FF; bude os apscisa. IshodiSte koordinatnog sustava bit ¢e u polovistu duZine KE,.

y

F1I e o e .F

15m

Sa slike vidi se:
|FFy|=16m = 2:e=16m = e=8m , |MO|=|PFy|=15m . |MD|=75m

|FyN|=y . |oD|=b=|MD|-|MO|=75 m-1.5 m=6 m duljina male poluosi clipse
Duljina velike poluosi je jednaka

62=a2—b2 = 82=az—62 = 64=a2—36 = 64+36=a2 = a2=100.

Jednadzba elipse (u nasem slucaju poluelipse) glasi:

2 2

S

100 36

Kako odrediti udaljenost izmedu zvucnika (na primjer u tocki F,) i stropa (tocke N)?
Tocka N je iznad tocke F> pa ima istu apscisu x = 8. Tocka N pripada poluelipsi pa se njezina ordinata
lako odredi uz uvjet y > O (ili na drugi nacin da traZimo presjek pravca x = 8 i elipse).

19



x=8 2 2 2 2 2

4 4
x2 2 :>8_+y_:1:>6_+y_:1:>y_: _6_:in
_+y_=1 100 36 100 36 36 100 36 100
100 36
2 2 2 2
Y 30 56,2230 2 30 v 30
36 100 100 100 100
2
36 36
= y= = y=— = y=3.6m.

~J100 10

Visina dvorane na mjestu gdje su postavljeni zvucnici iznosi:
|PN|=|PEy |+| FyN| = | PN|=1.5m+y = |PN|=15m+3.6m = |PN|=5.1m

Vjezba 271
Odmor!
Rezultat:

Zadatak 272 (Karla, maturantica)

Odredite jednadzbu kruZnice polumjera 8 koja ima srediste u cetvrtom kvadrantu i dira obje
koordinatne osi.

RjeSenje 272
Ponovimo!
2 2
(a—b) =a2—2-a-19+192 , (a+b) =a2+2-a-19+192
KruZnica je skup svih tocaka u ravnini jednako udaljenih od zadane tocke te ravnine (sredista).
Ako je S(p, q) sredisSte kruZnice, a r polumjer, tada-sredi$nja jednadzba kruZnice glasi:

(x=pY +(v-q)" =1

Opc¢a jednadzba kruZnice:
x2 +y 2 -2-p-x=2-qg-y+c=0.
N\
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= (x—8)2+(y+8)2=64.
1i
(x—8)2+(y+8)2=64 = x2—16~x+64+y2+16~y+64:64 =

= x2—16~x+64+y2+16~y+64=64 = x2—16~x+y2+16~y+64=0 =

= x2 +y2 —16-x+16-y+64=0.
Vjezba 272
Odmor!
Rezultat:

Zadatak 273 (Kruno, maturant)
Odredite jednadzbu kruZnice kojom je opisan trokut ABC ako je A(8, 1), B(0, 7), C(0, 1).
RjeSenje 273

Ponovimo!
=1
(a—19)2=a2—2-a-b+192 , . 9} = a-c=b—d.

Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.

Pravokutni trokuti imaju jedan pravi kut (kut od 90°):Stranice koje zatvaraju pravi kut zovu se katete,
a najdulja stranica je hipotenuza pravokutnog trokuta.

Kruznica je skup svih tocaka u ravnini jednako udaljenih od zadane tocke (sredista).

Polumjer ili radijus je duZina koja spaja srediSte kruZnice s bilo kojom tockom kruZnice. Duljina
polumjera oznacava se slovom r.

Promjer ili dijametar kruznice duZina je koja spaja dvije toCke kruznice i prolazi njezinim srediStem.
Duljina promjera oznacava se slovom d.

Talesov poucak je geometrijski poucak koji kaze ako su A, B i C tocke na kruznici, a duZina izmedu
tocaka A i B promjer kruznice, onda je kut BCA pravi kut (90°).

Svaki obodni kut nad promjerom kruZnice je pravi kut.

Duljina hipotenuze pravokutnog trokuta jednaka je duljini promjera kruzZnice.

c=d , 2-r=c , r=—-c.

L
2
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KruZnica je skup svih tocaka u ravnini jednako udaljenih od zadane tocke te ravnine (sredista).
Ako je S(p, q) srediste kruznice, a r polumjer, tada sredis$nja jednadzba kruznice glasi:

(x=p) +(v-q) ="

Udaljenost to¢aka A(xl, yl) i B(xz, yz):
2

AB:\/(xz"ﬁ) o)

Koordinate polovista P duzine E, A(x1, y1), B(x2, y2) su

X +Xy Yty
P(x, )‘)ZP[ 1 2, ul )2].

2

2 2

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

a-n a
—=—,n#0, n#l.
b-n b
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(b+c)=a-b+a-c , a-b+a-c=a-(b+c).
N
y
B

/ A
~
”~
o \_/ «
Sa slike vidi se trokut ABC pravokutan je pa je hipotenuza AB promjer opisane kruZnice.
Racunamo polumjer kruZnice r.

Al ) =A@.1) B 3 e
B(xy. y,)=B(0.7) :{r_z \/(x2 5) + (0 ) ]:”—5'\/(0 8)"+(7-1)" =

= r=%~\[(—8)2+62 = r=l~«/64+36 = r=l~1/100 = r=%~10 = r=%~10 = r=>5.

2 2

Koordinate sredista S kruznice na¢i ¢emo pomocu formula za poloviste duZine.

X, +X
I ) _8+40 _8 _8
Alx ) =AB.1) P=" P== P=3 P=7 p=4
= )ty = 1+7 8 = 8 = =4 =
B(xy:,)=B(0.7) g=1"2 2)2 a=—| a=5| a=5| "
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= S(p, q)=5(4,4).
JednadZba kruznice glasi:
p=4
(x—p)2+(y—q)2 =r2 =|g=4 | = ()6—4)2+(y—4)2 =25.
r=>5
2.inacica

Koordinate tocaka A, B i C uvrstimo u jednadzbu kruZnice.

A(x, y)=A(8,1) (8=p) +(1-q)" =r
B(x’y :B(O’7 :>|:()C—p) +(y_6/)2:r2:|:>(0—p)2+(7—q)2:r2 =
C(x,y =C(O, 2 2 )

64—16~p+p2+1—2~q+c]2=r2 p2+q2—16~p—2~q+65=r2 1. jednadzba
L 249 14.grgl=r? = pZig?14.g+49=12 2. jednadzba
pZil-2.g+q=r2 p2iq?2.g+1=r2 3. jednadzba
¢ (Od 1. jednadzbe oduzmemo 2. jednadzbu.
p2+qz—16~p—2~q+65=r2 {oduzmemo}

2 jednadzbe

p2+q2—14~q+49=r

= p2+qz—16-p—2~q+65—(p2+c]2—14~q+49)=r2—r2 =

= p2+qz—16~p—2~q+65—p2—qz+14-q—49=r2—r2 =
= p2+q2—16~p—2~q+65—p2—q2+14~q—49=0 = -16-p-2-q+65+14.-¢-49=0 =
= —16-p+12:g=-654+49 = —16-p+12-g=-16 = —16-p+12-g=-16/:(-4) =
= 4.-p-3.q=4.
* 0d 1. jednadzbe oduzmemo 3. jednadzbu.
p2+qz—16~p—2~q+65=r2 {oduzmemo}
= . .
p2+q2—2~q+1=r2 jednadzbe
= p2+qz—16-p—2~q+65—(p2+c]2—2~q+1)=r2—r2 =
= p2+qz—16-p—2-q+65—p2—c]2+2~q—1=r2—r2 =
2,2 2 2
= p +qg -16-p-2-q+65-p " —qg +2-q—-1=0= —-16-p+65-1=0 =
= -16-p=—65+1 = —16- p=—64 = —16-p=—64/:(-16) =

= p=4.
Racunamo q.
p=4
= 4.4-3.q=4=>16-3.q=4 = -3.q=4-16 > -3.¢g=-12 =
4-p-3-g=4

= —3.q=—-12/:(-3) = g=4.
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Ra¢unamo r°.

=4
pligt-2.g+1=r’ = {p 4} 42442 0441272 = 16416-8+1=r2 = r2=25.
q:

Jednadzba kruznice glasi:

p=4
2 2 2 2
(x=p) +(3=a) =r® = | 4=4 | = (x-4)"+(y-4)" =25.

r2 =25

Vjezba 273

Odmor!
Rezultat:

Zadatak 274 (Casio, maturant)
KruZnica sa srediStem u tocki S(1, — 1) na pravcu x — 2 - y + 7 = 0 odsijeca tetivu duljine 8.
JednadZba te kruznice glasi:

A (x+1)

+(y—1)2 =36 B.(x-1)

C. (x—1)2+(y+1)2=16 D.(x+1)
Rjesenje 274

Ponovimo!

(4 % L (@ =a

; b
Za realni broj x njegova je apsolutna vrijednost (modul).broj | X | koji odredujemo na ovaj nacin:

x, x>0
‘x)z —x, x<0.

Ako je broj x pozitivan ili nula, tada je on-jednak svojoj apsolutnoj vrijednosti. Za svaki x, x >0,
vrijedi | X | =X.

Ako je x negativan broj, njegova apsolutna vrijednost je suprotan broj — x koji je pozitivan. Za svaki X,
x <0, je |x =—X.

Udaljenost tocke od pravca

Udaljenost d tocke T(xo, yo) i pravcap ... A- x+ B - y + C = 0 dana je formulom

d_|A-xo+B-yo+C|

A2+32

Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.

Pravokutni trokuti imaju jedan pravi kut (kut od 90°). Stranice koje zatvaraju pravi kut zovu se katete,
a najdulja stranica je hipotenuza pravokutnog trokuta.

Pitagorin poucak

Trokut ABC je pravokutan ako i samo ako je kvadrat nad hipotenuzom jednak zbroju kvadrata nad
katetama.

2 2
c =a +b

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

an_d ,nz0, nzl.

b-n b
Kruznica je skup svih tocaka u ravnini jednako udaljenih od zadane tocke te ravnine (sredista).
Ako je S(p, q) sredisSte kruZnice, a r polumjer, tada sredi$nja jednadzba kruznice glasi:
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2 2 2
(x—p) +(_y—q) =r".
Polumjer ili radijus je duZina koja spaja srediSte kruZnice s bilo kojom tockom kruZnice. Duljina
polumjera oznacava se slovom r.
Duzinu koja spaja dvije tocke na kruznici nazivamo tetiva.
Okomica iz srediSta kruZnice na neku tetivu dijeli tetivu na dva jednaka dijela.

RN

t t
2 2

Najprije odredimo udaljenost tocke S od zadanog pravca.

S(x,, vo)=8(1, -1
(x y) ( ) ‘A-,\’O-{-B-f\‘o-{-c‘ ‘1.1_2.(_1)4_7‘
x=2-y+7=0 = = 5 5 = d=

2 2
A=1,B=-2,C=7 AT +B 17 +(-2)

=

d=|1+2+7| 10

[10]
= =Sd=— = d=—=

T AN

Iz pravokutnog trokuta uz pomo¢ Pitagorina poucka izra¢unamo 1.

2 2
10 10 100
r2=d2+42 = rzz[Tj +16 = r2=—2+16 = r2=?+16 =
5
(V3)
= r2=@+16 = r2=20+16 = r2=36.

Jednadzba kruznice glasi:
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Sgp, ?)=5( 1)} = [(x—p)z +(y—q)2 =r 2 } = (x—1)2+(y—(—1))2 =36 =
r- =36
= (x—1)2+(y+1)2 =36.
Odgovor je pod B.
Vjezba 274
Odmor!
Rezultat:
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