Zadatak 101 (Josipa, srednja Skola)
4
Napisi jednadZbu elipse ako je: a+b =14, € = g

Rjesenje 101
Ponovimo!
Elipsa kojoj se srediste podudara s ishodiStem koordinatnog sustava, smjer glavne osi s X — 0si, a smjer
sporedne osi s y — osi ima jednadZbu
2 2 2 2 2 .2 X S
b x“+a -y =a-b" il 4=
; 2 2
a b

1.

Broj e naziva se linearni ekscentricitet elipse.

ezzaz—bz.

Koeficijent € naziva se numericki ekscentricitet elipse.

E=—.
a
4
75 4 e 2 2 2 2 2
SR RN T= s dasse s da=5e/2 = 16-a°=25-¢° = [c —a’ b } -
e=% a
a
- 16~a2=25~(a2—b2) 1602 =250 2550 2552 =250 ~16-a% =
— 25.5% =04 2.

l.inacica
1z sustava jednadZbi dobiju se velika poluos ai mala poluos b.
2 2 2 2
. =9. . =9. metoda
256" =9-a” | _ 256" =9a 3[ . “}:25'(14_6‘)2:9'“22
a+b=14 b=14-a supstitucije

= 25-(196—28-a+612)=9-a2 = 4900—700-a+25-a2=9-a2 =

= 4900—700~a+25~a2—9~a2=0 = 16~a2—700~a+4900=0 =

2
o 16-a2-700-a+4900=0/: 4 = 4-a%—175-a+1225=0 = +¢ ~175-a+1225=0 } -

a=4, b=-175, ¢=1225
a=4 ,b=-175, c=1225

5 175%,/30625-4-4-1225
= —bty\b —dac [T N27 4 =

a =
1,2 ra
175+ /30625 -19600 175+./11025 175+./11025
= a4y~ = > A =——— = = ————— =
1,2 1,2 1,2
8 8 8
175+105 280
a, =— a, =—— 1:35
- 175+105 N 1 8 N 1 g N
Ay =—"T"
127 g _175-105 70 a5 _»
DT A 4

Sada raCunamo malu poluos b.



a=35
° = b=14-35 = b=-21 nema smisla.
b=14-a
& 35 56-35 21
a=— —
. 4 = b=14—-—— = b= = b=—.
b=14-a 4 4
JednadZba elipse glasi:
x2 y2 x2 y2
+ =] > —+-—=1.
2 2
4 4 16 16
2.inacica
4
TS 4 2 2 2 2 2
e
L S=C = das=se = 4ea=5¢/> > 16:a>=25-¢% = [e —a’-b } =
g== ¢
a

= 16~a2=25~(a2—b2) = 16~az=25~az—25~b2 = 25~bz=25-0¢2—16~a2 =

5-b=3-a
:>25-bz=9-a2 :>25-b2=9-a2/\/_ = 5-b=%3a = .
5b=-3-a
Moramo rijesiti dva sustava od dvije jednadzbe sa dvije nepoznanice.
Prvi sustav

5-b=3-a 5-b=3-a metoda
= = o> 5b=3(14-b) = 5-b=42-3-b =
a+b=14 a=14-b supstitucije

= 5b+3-b=42 = 8-b=42 = 8-b=42/:8 = b:%z = b:% =
21
b=— 21 56-21 35
= 4 :a:14—::a: = a=—.
a=14-b

JednadZzba elipse glasi:

x2 2 x2 2
Yy - 4+

——t+—F5=1 —+—=1.
35 2 21 2 1225 441
4 4 16 16
Drugi sustav

5-b=-3-a 5-b=-3-a metoda
= = = 5:b=-3-(14-b) = 5b=—42+3b >
a+b=14 a=14-b supstitucije

= 5b-3b=-42 = 2.b=-42 = 2-b=-42/:2 = b=-21 nema smisla, negativan je broj.

Vjezba 101
Napisi jednadZbu elipse ako je: a+b =14, £ =0.8.

. 2 2

Rezultat: + Y __ 1.
1225 ﬂ
16 16



Zadatak 102 (Iva, gimnazija)

NE

Kako glasi osna jednadZba hiperbole kojoj je jedna asimptota y = T x, anumericki

.. 5
ekscentricitet € = Z ?

Rjesenje 102
Ponovimo!

2 N n N n
(\/X) =x [J =—7 >, Xxy=0e x=01ili y=0ili x=y=0.
y y
Hiperbola kojoj se srediSte podudara s ishodiStem koordinatnog sustava, a fokusi leZe na osi x ima
jednadzbu
2 2
X y 2 2 2 2 2 .2
—— =l=>b " x " —a -y =a b,
2 2
a b

gdje je a realna poluos, b imaginarna poluos.

asimptota asimptota

Pravci koji sadrZe dijagonale srediSnjeg pravokutnika s dimenzijama 2 - ai2 - b zovu se asimptote i
njihove jednadZbe glase:

b b
= ——-X s y=—-2x
a a

Broj e naziva se linearni ekscentricitet hiperbole.

ezzaz+b2 = e=\/512+172.

Koeficijent € naziva se numericki ekscentricitet hiperbole.

2 2
e a +b
E=— > ="
a a

Iz formule za asimptotu dobije se:
B
y=-—=x
b 3 b 3

2 :>—=£:>—=£/~2-a:>2-b= 30> 2b=J3a/’ >
b a 2 a 2
y=—rx
a

= 4~l?2=3~a2 = 3-a2—4-b2=0.

Budu¢i da je zadan numericki ekscentricitet, slijedi:



2 2
Na +b 3 3
£z Na+b
a - =
a

5 \/a2+b2 5 2 a2+b2 25
- s —=—/ = — = =
5 4 a 4 a 16
£==
4
612+b2 25 2 2 2 2 2 2 2
:—zzgﬁl(ya :16~(a +b )=25-a = 16:a”" +16-b" =250 =
a

= 16-a2+16:6°-25-a° =0 = ~9-a’ +16:b> =0 = —9~a2+16~b2=0/~(—1) =
= 9-a2-16-b> =0,
Rjesavamo sustav jednadzbi:

3~a2—4~b2=0 {metoda suprotnih} 3'112—4'5220/'(_4)
= =

=
9.4%-16-6> =0 koeficijenata 9.4%2-166>=0
—12-a2+16-b2=0 2 .
= ) ) = -3.a =0 = a=0 nema smisla.
9-a”-16-b" =0
Hiperbola ne postoji.
Vjezba 102
3
Kako glasi osna jednadzba hiperbole kojoj je jedna asimptota y = — % - x, anumericki

. 5
ekscentricitet £ =—?
Rezultat: Hiperbola ne postoji.

Zadatak 103 (SiniSa, gimnazija)

Kruznica sa srediStem u tocki S(— 1, 1) prolazi ishodiStem koordinatnog sustava. Kako glasi
jednadzba te kruznice?

RjeSenje 103
Ponovimo!

Ako je S(p, q) srediSte kruZnice, a r polumjer, tada sredisnja jednadzba kruznice glasi:

(x=p)*+(v-q)* =r".

Neka su A(xy, y;) i B(xz, y2) dvije tocke ravnine. Tada je udaljenost tocaka A i B dana s

AB:\/(XZ_XI)

KruZnica sa srediStem u tocki S(— 1, 1) ima jednadzbu:

2 2

+n-n) -
1.inacica



= (x—(—l)) +(y—1) =r2 = (x+1)2+(y—1) =r".

S(p.q)=S(-1.1) } 2 ) 2 2
(x=p) +(y-q)" =r?

Budu¢i da kruznica prolazi ishodiStem koordinatnog sustava, koordinate ishodista uvrstit ¢emo u
jednadZbu kruZnice i izraCunati njezin polumjer.

0(x, y)=0(0, O)

) N e (0+1)2+(0—1)2=r2 = 12+(—1)2=r2 =
(x+1) +(y—1) =r

= 1+1=r2 = r2=2.
JednadZba kruznice glasi:
(x+1)%+(y-1)" =2.
Odgovor je pod B.
2.inacica

KruzZnica sa srediStem u tocki S(— 1, 1) ima jednadzbu:

S(p.q)=5(-11) } 2 2 2 )

(x_p)2+(y_q)2=r2 = (x=(-1))" +(y-1) -2 5 (x+1)"+(y-1)"=r".

Budu¢i da kruznica prolazi ishodistem koordinatnog sustava, njezin polumjer jednak je udaljenosti
izmedu tocaka S i O.

S(x. y)=S(-1.1)
0(xy. y,)=0(0.0)

|SO|:\/(x2_xl)2

r=|50|

b= =0 007 = = (0n) 100 =

(=)

= r:m = r=41+1 = r=\/_2.

2

(x+1)>+ (=1 =({2) = (x+1)7+(ry-1)" =2.

2“,‘
za: Yy

JednadZba kruznice glasi:

Odgovor je pod B.

X‘:y

O I



Vjezba 103
KruZnica sa srediStem u tocki S(1, 1) prolazi ishodiStem koordinatnog sustava. Kako glasi
jednadzba te kruznice?

Rezultat: B.

Zadatak 104 (Nena, gimnazija)
Skicirajte skup to¢aka ravnine zadan jednadzbom x> +y* +6 - x—8 -y + 9 = 0.
Rjesenje 104
Ponovimo!
2 2
(a—b) :c'12—2-a-b-i-b2 s (a+b) :az-i-2~a~b+b2
Ako je S(p, q) srediste kruznice, a r polumjer, tada sredisnja jednadzba kruznice glasi:
2 2 2
(x—p) +(y—q) =r".
Jednadzbu kruZnice odredimo svodenjem na potpuni kvadrat. Grupiramo ¢lanove uz nepoznanice X i
y.
x2+y2+6-x—8-y+9=0 = x2+6-x+y2—8-y=—9 = (x2+6-x)+(y2—8-y)=—9.
Svaku zagradu nadopunimo do potpunog kvadrata dodavajuéi lijevoj i desnoj strani jednadZzbe kvadrat

drugog ¢lana.

?

= (x2+6-x)+32+(y2—8-y)+4 =—9+32+42 =

= ()62+6-)c)+32+(y2—8-y)+42 =—9+32+42.
Sredujuéi dobije se:

(x2+6-x+32)+(y2—8-y+42)=—9+9+16 =
= (x2+6-x+32)+(y2—8-y+42)=—9+9+16 = (x+3)2+(y—4)2=16 =
= (x+3) +(y-4)" =42
Prepoznajemo da je rije¢ o kruZnici sa srediStem u tocki S(— 3, 4) i polumjerom r = 4.
(r=p) +(y-0) =1 DS(p,q)=S(—3a4)}

(x+3)%+(y-4)" =42 r=4

Y




Vjezba 104
Napisi sredi$nju jednadZbu kruznice x>+ y2— 4.-x+6-y=3.

Rezultat: (x—2)2 +(y+3)2 =16.

Zadatak 105 (XYZ, gimnazija)

Usporedno s pravcem x — 2 - y + 8 = 0 povudene su tangente na kruZnicu x* + (y — 1)* = 20.
Odredite njihove jednadzbe.
Rjesenje 105

Ponovimo!

n a " a” a ¢ a-d+b-c b a-c+b

n=-— - = , —t—=— , at+—=
1 b b b d b-d c c

Uvjet usporednosti (paralelnosti):

Ako su pravci dani eksplicitnim jednadzbama y =k; - x +1;, y =k, - X + L, tada su usporedni ako i

samo ako je

ky =k

1= "2
Ako je S(p, q) srediSte kruZnice, a r polumjer, tada sredisnja jednadzba kruznice glasi:

2 2 2
(x—p) +(y—q) =r".
KruZnica (x — p)* + (y —q)* = i pravac y = k - x + 1 dodiruju se ako i samo ako vrijedi
e -(1+k2):(k~p—q+1)2.
Prvo odredimo eksplicitnu jednadZbu zadanog pravca.

1
x—2-y+8=0= -2-y=—x-8 = <2:y=—x-8/:(-2) = y=5-x+4.
_ . . 1
Koeficijent smjera tog pravca je k = 5

Budu¢i da su tangente usporedne sa zadanim pravcem imaju isti koeficijent smjera k =—.
2

Za kruznicu vrijedi:

224 (y-1)% =20 p=0
= g=1
(x=p) +(y=-q)" =r 25
Za tangentu vrijedi:
—l~x+l
)
k=l , =1
2

UvrStavajuci sve poznate podatke u uvjet dodira pravca i kruZnice dobije se odsjecak 1 na y osi:

p=0.g=1,r2=20
i 2 7 >
k==, 1=l - 20. 1+(—j =(—-0—1+1J N
2 2 2
r2~(1+k2)=(k-p—q+l)2



R 20.(1%]:(—1”)2 R 20~%=(—1+z)2 R ?%:(—Hz)z 25— (—141)% =

2

= (-141)" =25 = (—1+l)2

Na —1+1=5
=25/ = —1+l=%,25 = —-1+[=%5 = =
—1+/=-5
[=5+1 [ =
= = .
[=-5+1 l,=-4

y=%~x+l,l=6 y=

JednadZbe tangenata glase:

1
y=5-x+l,l=—4 y=

Vjezba 105
Usporedno s pravcem x = 2 - y — 8 povudene su tangente na kruznicu x> + (y — 1)> =20 =0.
Odredite njihove jednadzbe.

Rezultat: y=%~x+6 , y=—-x—4.

1
2
Zadatak 106 (XYZ, gimnazija)
Usporedno s pravcem x — 2 - y + 8 = 0 povuéene su tangente na elipsu 3 - x* + 4 - y* = 48.
Odredite njihove jednadzbe.
Rjesenje 106
Ponovimo!

n n
n a a a ¢ a-c
n=— , j :A—-n s —_—— =
1 b b b d b-d
Uvjet usporednosti (paralelnosti):

Ako su pravci dani eksplicitnim jednadzbama y = k; - x + 1;, y =k, - X + 1,, tada su usporedni ako i
samo ako je

k1 = k2.
Osna (kanonska) jednadZba elipse glasi:
222222..){2}72
b™-x"+a”-y“=a"-b ii —+-—%=1.
2 2
a b
X 2 2
Pravac y = k - x + 1 dodiruje elipsu = +y_2 =1 ako i samo ako vrijedi
a b
atk?+pr=1?

Prvo napiSemo eksplicitnu jednadZbu zadanog pravca i kanonski oblik elipse.

1
x—2-y+8=0=> -2-y=—x-8 = -2-y=—x-8/:(-2) = y=5~x+4.
i . . 1
Koeficijent smjera tog pravca je k = E

Budu¢i da su tangente usporedne sa zadanim pravcem imaju isti koeficijent smjera k = E

Kanonski oblik elipse glasi:
2 2
2 48 = 3x2iayloug g o F YT

3-x2+4-y
48 48

=1 =



X Ly
16 12
Za elipsu vrijedi:
x2 y2
—+—==1
a2 2 a’=16
2
PR |opTen
16 12
Za tangentu vrijedi:
1
=—-x+!
Y 2
k=l,l=l
2

Uvrstavajuci sve poznate podatke u uvjet dodira pravca i elipse dobije se odsjecak 1 na y osi:

a%=16.b%=12

2
=1 N 16(%) +12=12 = 16%+12:12 N ?%12:12 = 4+12=1% =

[ =4
_,2 2 2 Na _ 1
=16=l" = 1[1"=16 = [" =16/ :>ll’2—i1/16:>12 4}
JednadZbe tangenata glase:

y=%-x+l,l=4 y=

y=%~x+l,l=—4 y=

Vjezba 106
Usporedno s pravcem x = 2 - y — 8 povudene su tangente na elipsu 3 - x° + 4 - y* — 48 = 0.
Odredite njihove jednadZzbe.

Rezultat: y=%-x+4 , y=—-x—4.

N | =

Zadatak 107 (Mirjana, srednja Skola)
Skicirajte skup to¢aka ravnine zadan jednadzbom x* + y* +6 - x -8 - y + 9 = 0.

Rjesenje 107
Ponovimo!
2 2
(a+b) :a2+2~a-17+172 R (a—b) :c12—2-a~b+b2.
Ako je S(p, q) srediste kruznice, a r njezin polumjer, tada sredi$nja jednadzba kruZnice glasi

(x=p) +(v-a)" =12

Op¢a jednadzba kruZnice:
—’f2+)"2_2-]7~x—2-q~y+c=0, 7 =4 pz-l,-qz_c‘
1.inacica

Odredimo srediSte i polumjer kruZnice tako da ocitamo koeficijente iz dane opc¢e jednadZbe.



-2.-p=6 —2~p=6/:(—2)
= —2.q=-8; = -2.q=-8/:(-2)} =
2,2
x“+y =2-p-x—2-q-y+c=0 c=9 =9

x2+y2+6-x—8-y+9=0

p=-3

= g=4 = |:r=\/ ]72+q2—c} = r:«/(—3)2+42—9 = r=,9+16-9 =
c=9
= r=9+16-9 = r=./16 = r=4.

SrediSte kruZnice i polumjer iznose:

S(p.q)=5(-3.4)
r=4 '
2.inacica
Preuredimo jednadZbu i zatim nadopunimo na potpuni kvadrat.
x2+y2+6~x—8-y+9=0 = x2+6-x+y2—8~y+9=0 =
= x2+6-x+32—32+y2—8-y+42—42+9=0 =
= x2+6-x+32—32+y2—8-y+42—42+9=0 =
= (x2+6~x+32)—32+(y2—8-y+42)—42+9=0 =
2 2 2 2
= (x+3) —32+(y—4) 421902 (x+3)"-9+(y-4)" -16+9=0 =
2 2 2 2
= (x+3)"-9+(y-4)"-164+9=0 = (x+3)" +(y-4)"-16=0 =

= (x+3) 4 (y-4)" =16 = (x+3)  +(y-4)* =47 = S(_l: q)=5(-3. 4)}

—y
]

Vjezba 107
Odredite polumjer kruZnice zadane jednadzbom x> + y> +2-x+2-y—-7=0.
Rezultat: r=3.

10



Zadatak 108 (Neven, srednja Skola)
Nadi najbliZu i najdalju tocku od pravca 3 - x + y — 12 = 0 do kruZnice
X4y —6-x-2-y=0.

RjeSenje 108
Ponovimo!
) 2 2 / . n . n
y 4 4
(a—b) =a —-2-a-b+b s (a-b)nzan-b7 s (j =—.
b b
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju
a~(b+c) =a-bt+a-c , a~b+a~c‘:a~(b+c).

Ako je S(p, q) srediste kruznice, a r njezin polumjer, tada sredi$nja jednadzba kruZnice glasi

(x=p) +(y-q) =r .

Op¢a jednadzba kruZnice:

x2+y2—2~p~x—2~q~y+c:0 , r:«/p2+q2—c.

Uvjet okomitosti pravaca:
Ako su pravci dani eksplicitnim jednadzbama y = k; - X + 1, y =k, - x + 1, tada su okomiti ako i
samo ako je
1
kj-ky ==1 = k =—k—.
2
JednadZba pravca zadanog koeficijentom smjera k i tockom T(xy, y,) glasi
y= =k (xza5)-
Da bi umnozak bio jednak nuli, dovoljno je da jedan faktor bude jednak nuli.
a-b=0 & a=Q'ti’b=0ili a=b=0.

p
.
B S A q
k
l.inacica
Odredimo srediste kruznice tako da o¢itamo koeficijente iz dane opce jednadZbe.
X2y 6x=2-y=0 _2.p=_} —2-p=—6/:(—2)} p=3}
) ) = B = = =

= S (p, q) =S (3, 1) srediSte kruznice.
2.inacica
Preuredimo jednadZbu i zatim nadopunimo na potpuni kvadrat.
x2+y2—6-x—2-y=0 = x2—6-x+y2—2-y=0 =

= x2—6-x+32—32+y2—2-y+12—12=0 =
2

2

= x2—6~x+32—32+y2—2~y+12—1 =0 = (x2—6~x+32)—32+(y2—2~y+12)—1 =0 =

11



= (x—3)2—32+(y—1)2—12=0 = (x—3)2—9+(y—1)2—1=0 =

2 2 2 2 . .
= (x—3) +(y—1) =9+1 > (x—3) +(y—1) =10 = S(p, q) = S(3, 1) srediSte kruZnice.
Moramo na¢i jednadZbu pravca q koji je okomit na zadani pravac p i prolazi srediStem S kruZnice k.
JednadZbu zadanog pravca p napiSemo u eksplicitnom obliku kako bismo odredili njegov koeficijent
smjera k;.
3x+y-12=0 = y=-3-x+12 = k1 =-3.

Budu¢i da je pravac q okomit na pravac p njegov koeficijent smjera k, glasi:

1
ky=——
2 1 1
kb= ky=—— = k, =—.
1 2773 273
k1=—3
Pravac q prolazi to¢kom S i ima koeficijent smjera k, pa mu jednadZba ima oblik:
1
S(x. v)=5(.1) . k=3 ! i
= y—1=§~(x—3) = y—1=§~x—1 =
=y =ky(x-x)
= 1 ! | = !
y— =—.X— y:—.x'
3 3

Presjeci pravca q i kruznice k su traZene tocke A i B (najbliZa inajdalja to¢ka kruZnice k od pravca
p)- Koordinate tocaka rjeSenja su sustava jednadZbi.

2,2
x +y —6-x-2-y=0 metoda 2 (1 ? !

1 = = x| =x] —6x-2—x=0 >
y= supstitucye 3 3

_-x
3

= x2+l-x2—6-x—z-x=0 = x2+é-x2—6-x—§-x:0/~9 =

= 9~x2+x2—54~x—6-x=0 = 10~x2—60-x=0 = 10~x2—60-x=0/:1() =

x=0 x =0
= x2—6-x=0:> x-(x—6)=0:> = 1 .
x—6=0 x2=6

Racunamo y.

1
_ ==.0 _
X = 1 N 3 n=
6 = .\’—E'}c = | = y ’ .
X, = b =

TraZene tocke imaju koordinate:
A(x. y)=4(0. 0)

B(xz, yz) = B(6, 2)
Vjezba 108

Nadi najblizu i najdalju tocku od pravca %+% =1 do kruznice x> +y*—6-x =2 -y =0.

Rezultat: A(0,0) , B(6,2).

12



Zadatak 109 (Nina, srednja Skola)

Odredi jednadzbu parabole y* = 2 - p - x koja sadrZi tocke Ty(x, 4) i To(X,, — 12), pri Gemu je
X +Xp= 20.
Rjesenje 109

Ponovimo!

Parabola kojoj tjeme leZi u ishodistu pravokutnog koordinatnog sustava, a Zariste na pozitivhom dijelu
osi apscisa, ima jednadzbu

y 2 =2-p-x,
gdje je p poluparametar parabole.
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju
a~(b+(,‘) =a-b+a-c , a~b+a-c‘:a-(b+c).
Uvrstimo koordinate tocaka T, i T, u jednadZbu parabole kako bismo dobili sustav jednadZbi.
2 2
Tl(x, y):Tl(x1,4) , =2-p-x 4 =2-p-x1 16:2~p-x1
2 = 2 = 144 =2 =
=2.p-x
Tz(x, y):Tz(xz,—IZ) , Yy =2-p-x (—12) =2-p-x2 L)

2-p-x =16 2-p-x=16/:2 px =8 zbrojimo
= = = = =
2-p-x2=144 2~p~x2=144/:2 p-x2=72 jednadzbe

xl+x2=2()
= p-20=80 = 20-p=80 =-20-p=80/:20 = p=4.

JednadZba parabole glasi:

uvjet zadatka
= p-x1+p~x2=8+72 = p~x1+p-x2=80 = p~(x1+x2)=80 = =

p=4
) = y2=2~4-x: y2=8~x.
y = 2. p - X
Vjezba 109
Odredi jednadzbu parabole y* = 2 - p - x koja sadrZi tocke Ty(x, 4) i To(X,, — 12), pri Gemu je
X +Xp= 10.

Rezultat: y 2 =16-x.

Zadatak 110 (Malena, strukovna skola)
Odredite fokuse elipse zadane jednadZzbom 3- x 2 +8-y 2 =120.

A F(-4,0) , F,(4,0) B.F{(~5,0) , F,(5,0)
C. F(0,-5) , F,(0,5) D.F (0, -4) , F,(0,4)
RjeSenje 110
Ponovimo!

Elipsa kojoj se srediSte podudara s ishodiStem koordinatnog sustava, smjer glavne osi s X — 0si, a smjer
sporedne osi s y — osi ima jednadzbu

gdje su aib velika i mala poluos elipse. Ova se jednadzba naziva kanonska ili osna jednadzba elipse.
Linearni ekscentricitet elipse:



3. 8- 3. 8-
3ox 248y 2 =120 = 3ex 248y 2 =120/:120 = 28V o 2 8
120 120 120 120
x2 2 a2=40 2 2
3—+y—=13 = |e=+a —-b = e=,/40-15 = e=,/25 = e=5.
40 15 b2 =15

Fokusi elipse su:

F(~¢,0)=F(=5,0) , F,(e, 0)=F,(5,0).
Odgovor je pod B.
Vjezba 110

Odredite fokuse elipse zadane jednadzbom 16- x 2 +25-y 2_ 400.
A F(=3,0) , F,(3,0) B.F(-2,0) . F,(20)
C. F(0,-3) , F,(0,3) D. F(0,-2) , F,(0,2)
Rezultat: A.

Zadatak 111 (Malena, strukovna Skola)
Asimptota hiperbole je pravac y = 2 - x. Na hiperboli je tocka T(5, 8). Jednadzba hiperbole je:

x2 2 x2 2 x2 2 x2 2
L A B2 -1 .Y -1 D -
36 9 9 36 6 3 3 6
Rjesenje 111
Ponovimo!
/ ' {d~b-c
(a~b)”:an-bn s 2_ a2 < s ﬁ:1 = a=b.
b d b-d b

Hiperbola kojoj srediste leZi u ishodistu koordinatnog sustava, a realna os na osi apscisa, ima
jednadzbu

\V}
\V}

Xy,
a ? b 2
gdje je a realna poluos, b imaginarna poluos. Ova se jednadzba naziva kanonska ili osna jednadzba

hiperbole.
Asimptota funkcije je pravac sa svojstvom da udaljenost izmedu tocke na grafu funkcije i tog pravca

teZi k nuli kada toc¢ka na grafu odmice u beskonacnost.
Asimptote hiperbole

su pravci

Budu¢i da je asimptota hiperbole pravac y =2 - x, slijedi:

y=2-x
b b
b = —=2= —=2/-a = b=2-a
y=—-X a a
a

Na hiperboli je tocka T(5, 8) pa ¢emo njezine koordinate uvrstiti u jednadzbu hiperbole.

14



D(x, y)=D(5,8) 5
2 2 = 5__8__1 25 _6_4_1
X Y 4 2 2 2 2
I N a b a b
a b
Iz sustava jednadzbi
25 64 -1
a2 b2
b=2-a
dobijuseaib.
Rijesimo sustav jednadzbi:
25 64
—5 =1 metoda 25 64 25 64
a b = . . 3—2——221:}—2——221:}
supstituc
be.a supstitucije (2~a) a 4-a
100 - 64 36 36 9
=1 2=1:>—’2:1:>—2=1:>a2:9.
4-a 4-a 4-a a
Rac¢unamo b’.
b=2-a b=2-a/’ bz=4~a2 metoda 2 2
) =, = = | =>b"=49 = b =36
a =9 a®=9 a2:9 supstitucije
JednadZba hiperbole je:
a’=9 ., b%=36 2 2
r Y o
SR 9 36
a b
Odgovor je pod B.
Vjezba 111
Asimptota hiperbole je pravac y = — 2 - x. Na hiperboli je tocka T(5, 8). JednadZba hiperbole
je:
x2 2 x2 2 2 2 x2 2
A A S Y J N
36 9 9 36 6 3 3 6
Rezultat: B.

Zadatak 112 (Kate, gimnazija)
U tocki D(4, y < 0) kruznice (x — 1)* + (y + 3)” = 25 povucene su tangenta i normala. Nadi
njihove jednadzbe.

Rjesenje 112
Ponovimo!
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju

a-(b+c):a~b+a~c s a~b+a~c‘:a~(b+c‘).

Ako je S(p, q) srediste kruznice, a r njezin polumjer, tada sredi$nja jednadzba kruZnice glasi:
2 2 2
(x=p) +(y—q)" =r

2 2
JednadZba tangente kruznice (x - p) + ( y— q) =r 2 s diralisStem D(xo, yo) glasi:

(xo—p).(x—p)—i-(yo—q).(y_q):r2

15



2 2
JednadZzba normale kruZnice (x - p) + ( y— q) =r 2 u tocki D(xg, yo) glasi:

Yo~ 4
e !

Tangenta (dodirnica) je pravac koji dodiruje krivulju u jednoj tocki.

Normalom na krivulju y = f(x) u tocki x, nazivamo pravac koji prolazi kroz tocku (X, f(X¢)) i okomit
je na tangentu krivulje u toj tocki.

Prvo izra¢unamo ordinatu toc¢ke D. U jednadzbu kruZnice uvrstimo x = 4 i dobijemo kvadratnu
jednadzbu.

D(x, )=D(4, y<0)
(x-1)*

= 9+(y+3)2=25 = (y+3)2=25—9 = (y+3)2=16 = (y+3)2=16/‘[ =

+3=4 =4-3 =1
= y+3=4,16 = y+3=44 = ° =7 = 1 .
y+3=-4 y=-4-3 =-7

) = (4—1)2+(y+3)2=25 = 32+(y+3)2=25 =
+(y+3)" =25

Ordinata koja zadovoljava uvjet y < 0 je y = — 7. Dakle, diraliste je tocka D(4, — 7).
e JednadZba tangente

(x—1)2+(y+3)2=25
p=1,q=-3,r> =25} = [(xo—l))~(x—p)+(y0—t/)~(.v—61)="2} =
D(xy. yg)=D(4.-7)
= (4-1)-(x-1)+(-7+3)-(y+3)=25 = 3:(x-1)-4-(y+3)=25 = 3-x-3-4.y-12=25 =

= 3-x-4-y=3-12-25=0 = 3-x—4-y-40=0.
e Jednadzba normale

(x—1)2+(y+3)2 =25

2 _207T (.
p=1,g=-3,r =25, = {"_}O_ ~(x—x0):| =

4
D(xo, yo)zD(4,—7)
. P, L Y O S S W
= y+7=—§-x+§ = y+7=—§-x+?/~3 = 3-y+2l=—4-x+16 =

= 4-x+3-y+21-16=0 = 4-x+3-y+5=0.
Vjezba 112
U tocki D(0, y > 0) kruZnice x> + y* = 25 povuéena je tangenta. Nadi njezinu jednadzbu.
Rezultat: y=5.
Zadatak 113 (Kate, gimnazija)

Odredi duljinu tetive kruznice odredene pravcem, ako je (x — 2)* + (y — 1)* = 25,
4.x-3-y-5=0.

16



Rjesenje 113
Ponovimo!
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju

a~(b+c)=a~b+a~c s a~b+a~c=a~(b+c).

n n
n n o n a a
(a~b) =a b s =—.

; b
Ako je S(p, q) srediSte kruZnice, a r njezin polumjer, tada srediSnja jednadZba kruZnice glasi:

2 2 2
(x=p)"+(y=q)" =r
Neka su A(xy, y1) i B(xz, y2) dvije tocke ravnine. Tada je udaljenost tocaka A i B dana s
2 2
| 4B :\/(Xz =)+ -y

DuZina koja spaja dvije tocke kruZnice naziva se tetiva kruZnice.
Prvo nademo tocke presjeka pravca i kruznice tako da rijeSimo sustav jednadZzbi.

(x—2)2+(y—1)2=25 :>(x—2)2+(y—1)2=25 :>(x—2)2+(y—1)2=25
4.x-3-y=5=0 4.x=3-y+5 4.x=3-y+5/:4

=

2 2
(x=2)" +(y-1)"=25 d . 2
:[metoa }:(3 y+5_2j 4_())_1)2:25:>

xX= 3-y+3 supstitucije 4
4
2 2 )
' — Y- 3-(y-1
o (2 P -2 = (222G o2 o [ (v )j o5 o
4 4 4
2 2
9-(y-1 9.(y—1
= ()1}6 ) +(y_1)2=25 = ()1}6_) +(y—1)2=25/- 16 = 9(y—1)2+16(y_1)2=2516 =

= 25-(y—1)2=25-16 = 25-(y—1)2:25-16/:25 = (y—1)2:16 = (y_l)zzlé,f

-1=4 =4+1 y =5
= y1=416 = y-l=%4 = ° =7 = 1 .
y—1=-4 y=—4+1 y2=—3

=

Sada ra¢unamo Xx.

3-5+5 15+5 20
° 4 = X = = X = :>x1=—:>x1=5.
4 4

3-y+5
. T _3(=3)+5 —-9+5 -4 |
= Xy = 1 = Xy = Xy === = Xy =
y2=_3

Koordinate tocke B su:

Duljina tetive AB iznosi:

17



2 2

|AB|=\/("2‘X1) ()

= |AB|:\/(—3—5)2+(—1—5)2 = |AB|:\/(—8)2+(—6)2 =

= |AB|=/64+36 = |AB|=/100 = | AB|=10.

A

Vjezba 113

v

Odredi duljinu tetive kruZnice odredene praveeny, ako je x* + y> =25, y = x.

Rezultat: 10.

Zadatak 114 (Kate, gimnazija)

Napisi jednadZbu elipse ako je a+b =16,e = 8.

Rjesenje 114
Ponovimo!

(a—b)2 :a2—2~a~b+b 2.

Elipsa kojoj se srediSte podudara s ishodiStem koordinatnog sustava, smjer glavne osi s X — 0si, a smjer

sporedne osi s y — osi ima jednadzbu

gdje su aib velika i mala poluos elipse. Ova se jednadzba naziva kanonska ili osna jednadZba elipse.

Linearni ekscentricitet elipse:
2

e

a+b=16 at+b=16
2 :>

e2=a2—b a2—b2=62

[metoda :| 2
= = a

supstitucije

:az—b2zez c12—17
at+b=16 at+b=16 b=16-a
= = = =
02—b2=82 a2—b2=64 a2—b2=64

—(16—a)2=64 = a2—(256—32-a+a2)=64 =

= a2—256+32-a—a2=64 = c12—256+32-a—az=64 = —256+32-a=64 =

= 32-a=64+256

= 32:a=320 = 32-a=320/:32 = a=10.

18



Racunamo b.

a=10

= 10+b=16 = b=16-10 = b=6.
a+b=16

JednadZba elipse glasi:
a=10, b=6 x2 y2 x2 yz
2 2 - -
= —F+—F=1=> —+—=1.

L . 102 62 100 36
a2 b2

Vjezba 114
Napisi jednadzbu elipse ako jea+b =8, e =4.

2 2

Rezultat: x_+y_ =1.

25 9

Zadatak 115 (Kate, gimnazija)
Napisi jednadZbu elipse koja prolazi tockama A i B, ako je A(9, 4), B(12, 3).
Rjesenje 115
Ponovimo!
x-y=0 o x=0ili y=0ili x=y=0.
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju

a~(b+c)=a~b+a~c s a~b+a~c=a~(b+c).

Elipsa kojoj se srediSte podudara s ishodiStem koordinatnog sustava, smjer glavne osi s X — 0si, a smjer
sporedne osi s y — osi ima jednadzbu

+2 o1 = 172-x2+c12-y2=a b

gdje su aib velika i mala poluos elipse. Ova:se jednadZzba naziva kanonska ili osna jednadZba elipse.
Bududi da elipsa prolazi tockama A i B, njihove koordinate uvrstit ¢emo u jednadzbu elipse.

A(x, y)=A(9, 4) > 00 o o 07 br9%satat=a?s?
) :|:b ‘X" 4+a -y =a b }:> =

B(x, y)=B(12,3 b2 12%4+4%3% 24252

|
S

= 2 2 2 02

81-b2+16~az=az~b2 {oduzmemo}
144-b"+9-a”" =a” b

jednadzbe

= 81~b2+16-a2—(144-b2+9~a2)=a2~b2—a2~b2 =

= 81'b2+16'612—144'b2—9'612=612'b2—612'b2 =

= 81~l?2+16-a2—144-b2—9-(12=az~l72—(12~b2 = 81-b2+16~a2—144~b2—9~a2=O =

= —63~b2+7-a2=0 = 7-az=63-b2 = 7~az=63~b2 A a2=9~b2.

Sada u jednu jednadZbu elipse uvrstimo

81-b2+16~a2=a2~b 2 2 2 2 2 2 4
) ) = 816" +16:9-b" =9-b" 0" = 81:b " +144-b" =90 =
a =9b

= 81~b2+144~b2—9-b4=0 = 225-b2—9~b4=0 = b2~(225—9~b2)=0 =
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2 2 .
b =0 b~ =0 nema smisla 225
5 = ) = —9-b2:—225/:(—9) - =2
225-9.b~ =0 —9.p" =-225 9
Radunamo a°.
b2 225
= 225 225
9 :a2=9-—:a2=9-—:>a2=225
a2=9-b2
JednadZba elipse glasi:
2 2 225
a =225 ,b =— ) 2
r LY
x2 yz_1 225 225
St 9
a b

Vjezba 115
Napisi jednadZbu elipse koja prolazi tockama A i B, ako je A(-9, —4), B(12, 3).

2 2
Rezultat: x_+y_ =1.
225 225
9

Zadatak 116 (Marija, strukovna skola)

Parabola zadana jednad?bom y* = 2 - p - x prolazi tockom T(3, 3). Odredite p.
Rjesenje 116

Ponovimo!
Parabola je skup svih to¢aka ravnine koje su jednako udaljene od jednog €vrstog pravca d (ravnalice ili
direktrise) i jedne Cvrste tocke F (zarista ili fokusa) u toj ravnini koja ne leZi na tom pravcu. Parabola
kojoj tjeme leZi u ishodiStu, a ZariSte na pozitivnom dijelu osi apscise ima jednadZbu

)‘2:2~p-x.

Buduéi da parabola y* =2 - p - x prolazi tockom T(3, 3), koordinate to¢ke uvrstit ¢emo u jednadzbu
parabole.

T(x, y)=T(3.3) 2 1
= 3"=2p3=>9=6-p = 6-p=9 = 6~p:9/~g =

y2:2.p.x

= p=

| o

p:— p:—‘
6 2

Vjezba 116
Parabola zadana jednad?bom y* = 2 - p - x prolazi tockom T(6, 6). Odredite p.
Rezultat: p=3.

Zadatak 117 (Marija, strukovna skola)

Parabola je zadana jednad?bom y* = 12 - x. Kolika je udaljenost fokusa te parabole od pravca
y=2-x+5.
Rjesenje 117

Ponovimo!
Parabola je skup svih to¢aka ravnine koje su jednako udaljene od jednog ¢vrstog pravca d (ravnalice ili
direktrise) i jedne Cvrste tocke F (Zarista ili fokusa) u toj ravnini koja ne leZi na tom pravcu. Parabola
kojoj tjeme leZi u ishodiStu, a ZariSte na pozitivhom dijelu osi apscise ima jednadzbu

)‘2:2~p-x.
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Ako je ZariSte (fokus) na pozitivnom dijelu x — osi, tada ima koordinate

F(”,oj.
2

N NP )

—xza x<0
JednadZba pravca oblika
y=k-x+I

naziva se eksplicitni oblik jednadZbe pravca ili krace, eksplicitna jednadzba pravca. Broj k naziva se
koeficijent smjera pravca. Broj I nazivamo odsjecak pravca na osi y.
JednadZba pravca oblika

A-x+B-y+C=0

naziva se implicitni oblik jednadzbe pravca ili krace, op¢i oblik jednadzbe pravca.
Udaljenost tocke od pravca
Udaljenost d tocke T(xo, yo) i pravcap ... A-x + B -y + C = 0 dana je formulom

‘A~xO+B~yO+C‘

A2+B2
1z jednadZbe parabole odredi se parametar p.
2
y :2.p.x
= 2-p=12 = 2-p=12/:2 = p=6.
2
y =12-x

Zariste (fokus) parabole ima koordinate:

) = 2 aflo) = (2o

Da bismo izracunali udaljenost zadanog pravcay = 2 - x + 5 od Zarista (fokusa) moramo jednadzbu
pravca napisati u implicitnom obliku.

y=2-x+5 = -2:x+y-5=0 = -2-x+y-5=0/-(-1) = 2:x-y+5=0 =

A=2

2-x—y+5=0
= = B=-1
A-x+B-y+C=0
C=5

Racunamo udaljenost Zarista (fokusa) F od pravca p.
F(xo, yo) = F(3, O)

‘A X+ B \0+C‘ |2:3-1-0+5|
2.x—y+5=0 = || Fp|= ) = | Fp|= 2 2
A=2 , B=-1, C=5 AT+B 27+(-1)
_|6—0+5| _m _ 1 racionalizacija _ 1 £
= |FP|—_/—4+1 | |—\/§ = | |—\/§ nazivnika |FP|_\/— /5
11-5 11-4/5
PRI E |Fp|:Tf.
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Vjezba 117

Parabola je zadana jednad?bom y* = 12 - x. Kolika je udaljenost fokusa te parabole od pravca
y=2-x-1.
Rezultat: \/g

Zadatak 118 (Marija, strukovna skola)

Parabola zadana jednadzbom y* = 2 - p - x ima fokus F(1, 0) i prolazi tokom A(x, — 3).
Odredite jednadzbu tangente na tu parabolu u njezinoj tocki A.
Rjesenje 118

Ponovimo!
Parabola je skup svih to¢aka ravnine koje su jednako udaljene od jednog ¢vrstog pravca d (ravnalice ili
direktrise) i jedne Cvrste tocke F (Zarista ili fokusa) u toj ravnini koja ne leZi na tom pravcu. Parabola
kojoj tjeme leZi u ishodistu, a ZariSte na pozitivnhom dijelu osi apscise ima jednadzbu

y ? =2-p-x.

Ako je zariste (fokus) na pozitivnhom dijelu x — osi, tada ima koordinate

{5)

y2=2-p-x

Tangenta na parabolu

u njezinoj tocki D(xo, yo) ima jednadzbu

Yy = p-(x+x0).
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju

a-(b+c):a~b+a~c s a~b+a~c‘:a-(b+c‘).
Najprije odredimo jednadzbu parabole.
F(£,0j=F(l,0) Py Py p=2
2 = 2 = 2 =, =
2 2 2 y =2-p-x
y =2,p,x y =2.p.x y =2.p.x

= y2=2~2-x = y2=4~x.

Budu¢i da tocka A pripada paraboli, koordinate tocke uvrstit ¢emo u jednadZbu parabole i tako
izraCunati apscisu tocke A.

Alx, y)=A(x, -3) 2
) = (-3)"=4x = 9=4x = 4.x=9 = 4.x=9/:4 =
y =4-x

9 9
= x=— = Alx, =A|l—, -3
4 ( y) (4 j
JednadZba tangente na tu parabolu u njezinoj tocki A glasi:
9
A(xo, yo)zA(Z, —3)
9 9 9
p=2 = y~(—3)=2- x+Z = -3-y=2- X+Z = —3~y=2-x+5 =

sy p-(x )
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= -3 2 +9/ 1j:> 2 3
—3ey=2-x4+=/-| —— =—Z. ==
Y 2 3 Y 3 2

Vjezba 118
Parabola zadana jednadZbom y* = 2 - p - x ima fokus F(1, 0) i prolazi tockom A(x, 3).
Odredite jednadZbu tangente na tu parabolu u njezinoj tocki A.

2 3
Rezultat: y=—-x+—.
3 2

Zadatak 119 (Ivan, gimnazija)
Napisi kanonsku jednadZbu hiperbole ako je

[ree?

Rjesenje 119
Ponovimo!

2
(a+b)2:a2+2-a~b+b2 , (a~b)2:a2~172 , (\/Z) =a.

Hiperbola ¢iji fokusi (ZariSta) leZe na x — osi, a srediste hiperbole je ishodiste koordinatnog sustava
dana je jednadzbom

2 2
Xy,
a 2 b 2
Linearni ekscentricitet hiperbole je
2 2,062
e =a kb

1z sustava jednadzbi izraCunamo a i b.
a—b:2~\/3 kvadriramo drugu a=b+2-\/§ a=b+2-\/3
= = [ = o
e=2-/10 e=2-10/ e =(2-\/10)
a=b+2'\/3 a=b+2-\/3 a=b+2-\/3 |: 2 2 2}
= = |e =a +b =

jednadzbu

= ) b=
e?=2%(J10) % =410 e2 =40
=b+2-/2 .
- oz2 +2 \/7 - [met()(.ja ) } - (b+2~\/_2)2+b2:40 .
a“+b" =40 supstitucije

- b2+4~ﬁ~b+(2~ﬁ)2+b2=40 = b2 +4-J2-b+8+b% =40 =
= b2+4~ﬁ~b+8+b2—40=o - 2~b2+4~ﬁ~b—32=0 - 2~b2+4~ﬁ~b—32=0/:2 -

“1.b=22 . c=-16
b2 +2.2.b-16=0 ‘ V2.

2
= b 422:b-16=0 = = [p2 =
a=1, bzz.ﬁ L c=-16 b :—bi b —4.q-c

1,2 2-a
2
_2,\/EJ_F\/(2.\/_2) —4-1-(-16) _2.\/31,/8+64
= by = 21 =it 2 -
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—2.J2+ /72 [djelomicno —2. 2362 —2.J246-2
Db, = ) | = b,= S b, =
’ 2 korjenovanje ’ 2 ’ 2
-2.2+6-2 42
= = = = b=2-2.
b _—2~\/§—6-\/E b 82 b2:—4- 2 nema smisla

=~ N= " N7 ) =———

2 2

Racunamo realnu poluos a.

Z:ZJ:/%\/E} = a=2-2+2\[2 = a=4-[2.

Kanonska jednadZba hiperbole glasi:

a=4- 2,b=2~\/§ 2 2 2 2
2 2 - = sl =15
2 2 2 2
et N RN R NE e
2 2 2 2
= * —y—=1:>x__y_:1
16-2 4-2 32 8

Vjezba 119
Napisi kanonsku jednadzbu hiperbole ako je

a+b=17
e=5."
x2 2 x2 2
Rezultat: DvarjeSenja: ———=1, N o1
16 9 9 16

Zadatak 120 (Ivan, gimnazija)
Odredi nepoznatu koordinatu tocke T koja pripada hiperboli ako je:

2
%—yz =1, 7(10, y<0).
Rjesenje 120
Ponovimo!
Hiperbola ¢iji fokusi (ZariSta) leZe na x — osi, a srediSte hiperbole je ishodiSte koordinatnog sustava

dana je jednadZbom

Budu¢i da tocka T mora pripadati hiperboli, koordinate tocke uvrstit ¢emo u jednadzbu hiperbole i
rijesiti dobivenu jednadzbu.

T(x ,y)=T(10, y)

102 2 100 2
x2 ) =5 —=y =l —-y " =1=50-y =1= -y =1-50 =
7;_y =1 2 2
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Zbog uvjeta iz zadatka slijedi:
7(10, y<0)

= T(10, -7).
y=-17
Vjezba 120
Odredi nepoznatu koordinatu tocke T koja pripada hiperboli ako je:

2
1?——y2=1, 7(10, y >0).

Rezultat: T0, 7).
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