Zadatak 081 (3A, TUPS)
Napisi jednadZzbu elipse ako je:a+p=7 , e=2

Rjesenje 081
Ponovimo!
Osna jednadzba elipse
2 2 2 2 2 .2 X S
b™-x"+a -y =a b ili J—+)—:1.
/ 2 2
a b
Linearni ekscentricitet elipse:

622512—172 = ezwaz—bz.

Tetiva elipse koja prolazi fokusom i okomita je na veliku os naziva se parametar elipse i njezina
duljina se oznacavas 2 -p (p > 0):

b2
p=—-.
a
Broj p nazivamo poluparametar elipse.
Rjesavamo sustav jednadzbi:
b2 b2 2
a+p:7 a+—=7 a+—=T/-a a +b " =7-a
) = a = a = 2 2 =
e =
-b" =4
a’-b%=2 at-p*=2,2] ¢
: 2
metoda suprotnih . —TJa—4=
= o P :2~a2:7~a+4:2~a2—7~a—4:O:2a 7ra=4=0 =
koeficijenata a=2 ,b=-7,c=-4
a=2 ,b=-7 ,c=—4
5 _7i‘/49—4-2-(— 4) 749432
= bbb —dac [T Y2 ) = Y27, =
a =
1.2 2-a
_7+9 16 —4
7+ /81 749 T4 175 1
= 5= = a4 = = =
’ 4 ’ 4 7-9 -2 a~, =—— nema smisla
Ay =—— Ay =— 2
20 4 2y
Kvadrat velike poluosi a elipse iznosi:
a=4 => a’ =16.
Kvadrat male poluosi b elipse iznosi:
a2=16

S 16-b2=4 = b2 =4-16 = —b2:—12/~(—l) = b2=12
az—b2=4

JednadZba elipse glasi:

a2=16 , b2=12 ) 2 2 2
2 2 D A R S T N S Ty
r LY 16 12 16 12
27 2
a b
Vjezba 081

Napisi jednadZzbu elipse ako je:a+p=5 , e= 2-\/5.
Rezultat: X +4-y*=16.



Zadatak 082 (Marina, maturantica)

Nadi promjer kruZnice kojoj su normale pravci2 - x+3-y=4,5-x+4 -y =3, apravac
x —y = 0 tangenta.
Rjesenje 082

Ponovimo!

a A\ a

b b
Tangenta kruznice je pravac koji s kruZnicom ima tocno jednu zajednic¢ku tocku. Pravac s jednadZbom
y =k - x + 1 dira kruZnicu (x — p)* + (y — q)* = r* onda i samo onda ako vrijedi

r2-(1+k2)=(q—k-p—1)2.

2 Normala na kruznicu je pravac koji prolazi diraliStem tangente i
okomit je na nju. Jasno je da taj pravac prolazi srediStem
kruZnice.

Budu¢i da normala prolazi srediStem kruZznice, presjek dviju
normala odreduje srediste kruZznice. Koordinate sredista dobiju
tangenta

se rjeSavanjem sustava od dvije linearne jednadZbe sa dvije
nepoznanice.

2-x+3-y=4} {metodasuprotnih} 2~x+3~y=4/~(—4)} —8-x—12-y=—16}
= = = =

S5-x+4-y=3 koeficijenata 5-x+4-y=3/:3 15-x+12-y=9

x=-1
= 7-x==7/17 = x=-1= =.2(-1)+3-y=4 = -2+3.y=4 =
2-x+3-y=4
= 3. y=442 = 3.y=6/:3 = y=2.
Koordinate srediSta kruZnice su:
S(p, q)=S(—l, 2).

Pravac x — y = 0 napiSemo u eksplicitnom obliku kako bismo odredili koeficijent smjera k i odsje¢ak
nay osil.

k=1

x—y=0:>—y=—x/~(—1):>y=x:> I—0

Iz uvjeta dodira pravca i kruznice izracuna se polumjer r:
p=_1 ) q=2 s k=1 N l=0

r2'(1+k2):(61—k-p—l)2 - r2~(1+12):(2_1.(_1)_0)2

= r2~(1+1)=(2+1)2 =

9
2232 50290 2222 o2 o r=£ N BN
2 2 2 2
racionalizacija 3 2 342
. L I B )
nazivnika 2 2 2
Promjer kruznice iznosi:
3-42 3-42
d=2r > d=2-T\/7 = d=2-T = d=3-42.

Vjezba 082
Nadi opseg kruZnice kojoj su normale pravci 2 - x+3-y=4,5-x+4 -y =3, apravac
x —y = 0 tangenta.

Rezultat: 3-\2- 7.



Zadatak 083 (Matija, gimnazija)

Odredi kut pod kojim se sijeku krivulje x> — y* = a’ i x> + y* = 2 - a%, gdje je a # 0 realan broj.
Rjesenje 083

Ponovimo!

a 4 da n m n+m
===, Ja-Jb=yab , a -a =a R ‘a‘zazaaZO.
b b

SrediSnja jednadZba kruZnice:
2 2 2
xT+yT=r".
JednadZzba tangente u tocki T(x,, y;) kruZnice:
2
xl X+ yl Cy=r

Osna jednadzba hiperbole:

JednadZba tangente u tocki T(x,, y;) hiperbole:

b "X ~x—az~yl ~y=(12 -b
Eksplicitni oblik jednadzbe pravca:
y=k-x+I1 , k=tga , koeficijent smjera
Kut ¢ izmedu dva pravca koji su odredeni jednadZbama:
y =k -x+1 1
=
y= k2 X+ lzJ

ky —ky

8=\ ——
l+kl~k2

Najprije nademo presjek hiperbole i kruznice tako'Sto ¢emo rijeSiti sustav od dvije jednadzbe sa dvije
nepoznanice.

2 2 2 .
x -y =a {metoda suprotnih
=

3.
= 2~x2=3~a2 /22 = x2= a /\/_ =
koeficijenata

a-\/_3 - {racionalizacija} .

3-a2 3
= X, =F4—— = x;,=%a-|— = x,,=%
1,2 2 1,2 \,2 1,2 [>

nazivnika

a\[6
+a.\/g 177,
+ G

=
x:
2 2

= x =+M-£ = X 4=
1,2~ — \/E \/E 1,2 2

Dovoljno je naéi jednu toCku presjeka jer isti rezultat dobili bismo ako odaberemo bilo koje od 3
preostale presjecne tocke tih krivulja. TraZimo koordinate jedne tocke:

a-y/6 2 2 2
X, = /6 6- 3.
1 2 :(a \/7] +y2=2~a2: ? 2=2~a2 ? 2=2~a2
2

+y = +y
2 2 2
+y =2-a
= =2 2——3.02 2—402_3.0 = z—ﬁ/*/—z =% —2:>
y > ) y y1,2 T >



+ \ a 2 L@ racionalizacija \/7
= =T f— =T = = i i —
yl’z \/3 yl’z 2 nazivnika yl \/_ \/7

= y;,=% =
1,2 7 ) \/3
Yo )
Jedna od tocaka je tocka A koja ima koordinate:
a5 a2
Al ) =4 S T,

y N

kruznica

.| tangenta

tangenta

hiperbola

l.inacica
Kut presjeka hiperbole i kruZnice jednak+je kutu izmedu njihovih tangenata u presje¢noj tocki A.
e (QOdredimo tangentu hiperbole‘u tocki A i kut ¢, koji tangenta zatvara sa pozitivnim dijelom x

osi.
2 2
2 2 2 2 2 2 2 X y
x"—yT=a x“—=y"=a” Il:a — =1 2 2
2 2 a =a
2 2 = 2 2 - ¢ ¢ =N
x__)’__l x__)’__l 2 2 b2— 2
2 27 2727 X Y =da
a b a b P} 2
a b

JednadZba tangente hiperbole u tocki A glasi:

a6 a2 2 2 2 2
A(xl,y1)=A( ;/7,7\/7},61 =a  ,b " =a . 2'0' 6 2'61'\/3' 2.

bz.xl.x_az.yl.y:az.b




6 2 2.4 V=
:>y=\/:x——:>y= 3ox—Te= = J2 :k—\f:
22 2 y=k -+l k=129

= tg(()l:\/g = (ﬂlztg_l(ﬁ) = (olzg

Odredimo tangentu kruZnice u toc¢ki A i kut @, koji tangenta zatvara sa pozitivnim dijelom x

3-x—2 \/E }
=

osi.
2
x +y =2-a
y 2—2-a
x +y T =r

JednadZba tangente kruznice u tocki A glasi:

a-\/g a-\/E 2 2
Alx, y,|=A ,—— |, r"=2-a . )
(%) ( 5 5 J :>a\/z_x+“\/3.y=2.a2:>
5 2 2
X x4y y=r
:a.;/g'x+a'\/3-y:2-a2/~2:> 6-x+ 2')’:4'“3\/3'3’:_\/8')”4.“3
a

2
2~y:—\/€~x+4~a/:\/5:>y:—% 4T \/jx+—

4. y= 3 x+ =—.3
yz_\/g.x+_a:> = k= \/7:> 2 \/7 =
\/3 2" ky=tg @
y=ky-x+ly 2 2
2.
= tg¢2— \/7 = (Dz—tg — = ¢2=T
Kut ¢ pod kojim se sijeku hiperbola i kruZnica jednak je:
T

(manji kut)

w'| 3

p=py-0 = 9= = o=
2 7 3 3
2.inacica
Kut presjeka hiperbole i kruZnice jednak je kutu izmedu njihovih tangenata u presjecnoj tocki A

e (dredimo tangentu hiperbole u tocki A i koeficijent smjera k; tangente.

2 2

2 2 2 2 2 2 2 X y -1
X -y =a x =y =a /:a T3 T az_az

2 2 - 2 2 - 4 a =
X y -1 X y -1 2 2 2 2
273" B XY 4| b=a
a b b P} 2

a b

JednadZba tangente hiperbole u tocki A glasi:

a6 a2 2 2 2 2
Alxy, y,)]=A ,—— | ,a"=a” , b " =a ] ]

2 2
b XpcX—a -yp;ry=a b




= 613.2\/E-x—a3'\/3 a4 = a3.2\/g'x_a3'2\/3'y

_ _4, 2
) y= =a 73:)

= \/g-x—\/Ey:Z-a = —\/E-yz—\/g-x+2~a/:(—\/§) = y=%~x—2;\/_; =
2-a

=3 x-==
= y= g-x—%:yz 3~x—%:>y ! \/3 :>k1=\/§.

y=ky-x+]
e (dredimo tangentu kruznice u tocki A i koeficijent smjera k, tangente.
2 Ty 2 _ 2ea 2 , 5
f— =
) ) r a
x4y =r

JednadZba tangente kruznice u tocki A glasi:

6 a2
Al yl):A(#,#J R

xl-x+y1-y=r
A/ 6 2 2
= a\/7~x+%~y:2~a2/~: 6-x+ 2~y=4~a:\/3~y=—\/g~x+4~a:

2 a
NG

SR AN JE L N
2 ] 2 2

4-a y:_\/g'x"'ﬁ
yz—\/g-x—i-ﬁz \/E :>k2=—\/§.

Kut ¢ pod kojim se sijeku hiperbola i kruZnica jednak je:

A - o

= 2-y=—\/€-x+4~a/:\/3 = y=-—

y=k2~x+l2

ky —k = 1gp= = 1gp=|—— 5| = go=
T R )
= 1gp=|— _;/E = tgq)z‘\/g‘ = 1gp=1/3 = (pztg_l(\/;) = go=§. (manji kut)

Vjezba 083

Odredi veéi kut pod kojim se sijeku krivulje x* — y* =a”i x* + y* =2 - a°, gdje je a # 0 realan
broj.

2-
Rezultat: —.
3

Zadatak 084 (Sirena, gimnazija)

Odredi jednadzbe tangenata na elipsu 9 - x* + 16 - y* = 144 koje su paralelne pravcu
x+y-4=0.
Rjesenje 084

Ponovimo!
Osna jednadzba elipse



Elipsa kojoj se srediste podudara s ishodiStem koordinatnog sustava, smjer glavne osi s x-0si, a smjer
sporedne osi s y-osi ima jednadzbu

2
2 2 2 2 2 .2 ... X
b x"4+a -y =a”-b ili

\S]

+L—l
a 172

o

gdje su aib velika i mala poluos.
Uvjet dodira pravca i elipse

Pravac
y=k-x+I
dodiruje elipsu
X 2 y 2
—+—5=1
a 2 b 2

ako i samo ako vrijedi

az~k2+b2:lz.

Dva su pravca paralelna (usporedna) ako i samo ako su im koeficijenti smjerova jednaki.

y=kp-x+l) uvjet
= = kl = kz.
y=ky-x+l, paralelnosti

Zadatak rjeSavamo u dva koraka.
I. TraZena tangenta je paralelna sa zadanim pravcem.
I1. Postavimo uvjet dodira trazenog pravca (tangente) i elipse

I. Uvjet paralelnosti I1. Uvjet dodira pravca i elipse
9-)(2+16-y2 =144
9-)(2+16-y2 =144 /: 144
2 2
9. 16-
al + Y =1
144 144
2 2
Y Y 1o a%o16, b2 =0
x+y=4=0 16 9
y=—x+4. Iz uvjeta dodira pravca i elipse dobije se I:
Koeficijent smjera zadanog pravca je a 2 —16  k=-1.0b 2 -9
k=-1. ’ ’
Budu¢i da su traZene tangente paralelne sa a 2. k 2 +b 2 =] 2
zadanim pravcem, imaju isti koeficijent smjera ) 2

k=-1. 16-17+9=1

16+9=I 2
[ 2_ 25

12225/

11’2 =+,25

l1 =5, 12 =-5.
JednadZbe tangenata su:
y=—x+5 , y=-x-5.

Vjezba 084
Odredi jednadbe tangenata na elipsu 9 - x> + 16 - y* = 144 koje su paralelne pravcu
x+y+4=0.




Rezultat: y=—x+5 , y=—x+5.

Zadatak 085 (Ico, gimnazija)

Koliko iznosi najmanja udaljenost elipse x* + 4 - y* =4 i pravcax + y — 3 = 0?
Rjesenje 085

Ponovimo!

\/:\/>:\/i , ‘x—y‘:y—xzax—y<0.
Osna jednadzba elipse

Elipsa kojoj se srediste podudara s ishodistem koordinatnog sustava, smjer glavne osi s x-0si, a smjer
sporedne osi s y-osi ima jednadzbu

2 2
b2 x?+a? yr=a?p? i 4+l -y,
’ 2
a b
gdje su aib velika i mala poluos.
Uvjet dodira pravca i elipse
Pravac
y=k-x+I

dodiruje elipsu

. 2 y 2

—+—==1

a 2 b 2
ako i samo ako vrijedi

az~k2—b2 212
Koordinate diraliSta D tangente i elipse su:
D(’ ‘)—D k~c12 172
/\0, \0 = 2 / N T .

Dva su pravca paralelna (usporedna) ako i samo ako su im koeficijenti smjerova jednaki.

y =k x+l uvjet
= = k1 = k2.
y= k2 “x+ 12 paralelnosti

Udaljenost | T, p | tocke T(xo, yo) i pravca

A-x+B-y+C=0
dana je formulom

A-x +B-y +C‘
\T, pl= 0 Y0 .
A2+B

A
Y

-

tangenta

A\ 4

tangenta




Zadatak rjeSavamo u dva koraka.
I. TraZena tangenta je paralelna sa zadanim pravcem.
I1. Postavimo uvjet dodira trazenog pravca (tangente) i elipse

I. Uvjet paralelnosti I1. Uvjet dodira pravca i elipse
X 2 +4-y 2_ 4
2
x +4-y " =41/:4
2 2
4.
SR
4 4
2 2
L A A St
x+y-3=0 4 1
y=—x+3. Iz uvjeta dodira pravca i elipse dobije se I:
Koeficijent smjera zadanog pravca je a 2 =4 k=-1.0b 2 -1
k=-1.
Buduc¢i da su traZene tangente paralelne sa a 2. k 2 +b 2 =] 2
zadanim pravcem, imaju isti koeficijent smjera
2 2
k=-1. 417 +1=
4+1= 2
/ 2_
12=5/"
11’2 =+,5
L=v5 . 1,==\5

JednadZbe tangenata su:
y=—x+\/§ , y=—x—4/5.
Tangenta y =—x+./5 bliza je pravcu
x+y-3=0 = y=—x4+3x+y-3=0
jer joj je odsjecak na y-osi pozitivan
1=4/5.

Odredimo koordinate diraliSta D(xo, yo) tangente y =—x+/5 1ielipse R +y— =1.

k=-1,1=5 . a’=4 > =1

k- 2 b2 :D(x,y )=D(—ﬁ,LJ:>
D(xg. 39)=D| - ? e oo

= D(x,. yo)zD(%, %J

Najmanja udaljenost elipse i pravca x + y — 3 = 0 je, zapravo, udaljenost diralista D(x,, yo) i tog
pravca.




racionalizacija

—_— =
\/E Lazlomka

5.5 5.5 5.5
——-3 -3 —=3
:|D |=-L:|D |=5—:>|D |=5—2|D |:‘\/§_3‘
S e S N 6 e
[ racionalizacija ‘\/g—3‘ J2 ‘\/E—3\/§‘
= L |D |=—'—:>|D,p|= =
| nazivnika ﬁ \/E ﬁ
10-3-/2] —(J10-3-/2
3|D,p|:N_—‘/_ [ﬁgﬁw] D, p|= (\/_2 )3
3-42=4/10
PR cE r)
Vjezba 085
2 2
Koliko iznosi najmanja udaljenost elipse R + RN 1 i pravca §+§ =17

Rezultat: @

Zadatak 086 (Antoaneta, maturantica gimnazije)
Odredi zajednicke tangente krivuljax” +4 - y* =8 ,y* =4 - x.

Rjesenje 086
Ponovimo!

Uvjet dodira pravca i elipse
Pravac

dodiruje elipsu

ako i samo ako vrijedi

Uvjet dodira pravca i parabole
Pravac

dodiruje parabolu

n m n+m
-a =da .




2
y

ako i samo ako vrijedi

=2px

p=2-k-l.
Budu¢i da je pravac y = k - x + 1 tangenta elipse i parabole, moramo postaviti dva uvjeta dodira.

I. Uvjet dodira pravca i elipse
I1. Uvjet dodira pravca i parabole

I. Uvjet dodira pravca i elipse

I1. Uvjet dodira pravca i parabole

y2=4.x
Sada je:
y2=4.x
5 = 2-p=4/:2 = p=2.
y =2.p.x
Uvjet dodira:
p=2
= 2=2:k1/:2 = k-1=1.

x2+4-y2=8
2
x +4-y " =8/:8
2 2
4-
X AyT
8 8
x2 2
_+y_:1
8 2
Sada je:
x2 y2
—+—=1
8 2 a2=8
2 2 = 9
X Y b~ =2
—2+—2=1
a b
Uvjet dodira:
a2=8,b2=2 2 2
s 2 2 o = 8k +2=1[".
a -k~ +b =1
A\
y +

tangenta

Y

RjeSavamo sustav jednadZzbi:

8~k2+2=12

8~k2+2=12
=
k-1=1

1
I=—
k

tangenta

11




4 ) 4 ) bikvadratna jednadzba, )
= 8k +2k =1= 8k +2:k  -1=0 > ) = 8t +2:t-1=0 =
supstitucija t =k

> a=8 ,b=2, c=-1
8t"+2t—-1=0 }
= =
1

D) -2+ 4—4.8.(_1)
=t = =
a=8 ,b=2,c=-1 _bim 12

fo= 2-8
2 2.4
; _—2+6
~, _—2+.4+32 ~, _—2%/36 L, _T2%6 1~ 16
12 16 12 16 127 16 26
2 16
= 4 t —1
16 17y
= o =
ty=—— ty=—=
16 2
Vra¢amo se na supstituciju (zamjenu).
1
t=l 2 1 s 1 1 klza
U 4 = kT ==/ :>k12=i Z:k12=i5:> .
2 & b
Racunamo pripadni | odsjecak na osi y:
1
k==
I 2 1
1:— _
ky 2
by SO
5 27 1
) | = l2=—1 = 12=—2
12:— _—
kn 2
, 1
= 7 / 1
o 20 = k2 __E /\/— = k12 == —E. nema smisla jer se dobiju imaginarni brojevi
t=k2
JednadZbe traZenih tangenata glase:
1
kj== .1 =2
. 2 = y=—-x+2.
y=kp-x+l
1
ky=——,1,=-2 1
o 2 2 2 = y=——-x-2.
y=ky-x+l, 2

Vjezba 086

Napisati jednadzbe zajedni¢kih tangenata krivuljay* =8 - x , x> +y* = 2.
Rezultat: y=xx=%2.

12



Zadatak 087 (Ivan, maturant gimnazije)
U tockama M(2, y > 0) i N(8, y > 0) parabole y* = 18 - x povuku se tangente. Odredi kut pod
kojim se sijeku te tangente.
Rjesenje 087
Ponovimo!
Tangenta na parabolu

y = 2 . p - X
u njezinoj tocki D(xy, yo) ima jednadzbu
yyy = p-(x+x0).
Kut izmedu dva pravca
Ako su dva pravca dana eksplicitnim jednadZbama

y=kx+]
y=ky-x+l,

i ako nisu okomiti, tada za kut ¢ izmedu ta dva pravca vrijedi

k—h

go=\————
1+kl~k2

Odredimo ordinate toaka M(2, y > 0) i N(8, y > 0) koje pripadaju paraboli y* = 18 - x.
Tocka M(x, y)
M(x,y)=M(2, y) v, =6
= 22182 = y2=36/Y =y =136 = ) N
2 1,2 -—6
y =18-x Y2

uvjet 6 M(2 6)
= ='y=6 = ,6).
y>0 Y

Tocka N(x, y)
N(x, y)=N(8, y) y; =12
N = 37188 = yimmsY oy =rf1ad o !
y =18-x ’ )’2:—12

uvjet

= = y=12 = N(8,12).
y>0

IzraCunamo parametar p zadane parabole:

y2=18~x

— 2.p=18/:2 = p=09.

JednadZbe tangenata u tockama M i N glase:

M(xy. yo)=M(2.6) . p=9

= y6=9(x+2) = 6:y=9-x+18/:6 =
v39= ()
= y=%-x+3 = y=%-x+3 = k1=%.

13



N(xo, y0)=N(8, 12) , p=9
= y-12=9-(x+8) = 12:y=9-x+72/:12 =

s -(xe )

9 3 3
= y=—x+6 = y=—x+6 = k,=—.
T ! 2 4

Kut tangenata ¢ iznosi:

k= 3 , ky = 3 3 3 3-6 3 3
1 2 -_= =7 _= e
2 4 2 4 4 4
= 1 = = 1 =l——| = 1 =l—=| =t = =
k2—k 89 33 89 9 89 17 89 17
tgp= I+—-— I+ — —
1+k -k 2 4 8 8 8
1 ™2
3
1 6 _1 6 0 U "
= IgQ="7 = IgQ=—" = Q=t — | = ¢=19 26'24".
8P 17 89 17 p=1g [17j 4
2
Vjezba 087
Koliki je kut izmedu tangenata na paraboli y> = 4 - x povuéenih u tockama s apscisom 4?
Rezultat: Naputak: Tocke na paraboli s apscisom 4 su M(4, 4) i N(4, 0 — 4 ). Tangente u njima

1 1
su y=5-x+21 y=—5-x—2 i kut izmedu njih iznosi ¢ = 53.13°.

Zadatak 088 (Mario, gimnazija)

Pravac x — 2 - y + 8 = 0 je zajedni¢ka tangenta elipse b> - x° + a” - y* = a’ - b* i sa njom
konfokalne parabole y* =2 - p - x. Nadi jednadzbu parabole i elipse.
Rjesenje 088

Ponovimo!
Krivulje koje imaju iste fokuse (ZariSta)nazivamo konfokalnim krivuljama.
Elipsa kojoj se srediste podudara s ishodistem koordinatnog sustava, smjer glavne osi s x-0si, a smjer
sporedne osi s y-osi ima jednadzbu

2
R +“\' :12b2~x2+c12~yz=(12~b2,

2 2
a b

[\

gdje su aib velika i mala poluos.
Uvjet dodira pravca i elipse

Pravac
y=k-x+I
dodiruje elipsu
X 2 y 2
—+—5=1
a 2 b 2

ako i samo ako vrijedi
2,2
a -kT+b" =1
Linearni ekscentricitet e elipse definira se:

ezzaz—b2 = e= az—bz.

Zarita (fokusi) elipse imaju koordinate:

F] (—e, ()) s Fz(e, ()).
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Parabola kojoj se os podudara s x-osi koordinatnog sustava, vrh sa ishodiStem, a fokus se nalazi na
pozitivnom dijelu x-osi ima jednadZbu
2
y =2-p-x,
pri ¢emu je p parametar parabole.
Ukoliko se fokus F nalazi na pozitivhom dijelu x-osi, njegove koordinate su:

)

Uvjet dodira pravca i parabole

Pravac
y=k-x+I
dodiruje parabolu
y 2_ 2-p-x
ako i samo ako vrijedi
p=2-k-l

JednadZbu zadanog pravca napiSemo u eksplicitnom obliku y = k - x + 1 da bismo odredili koeficijent
smjera k i odsjecak na y-osi I:

1
1 k=—
x=2-y+8=0 = -2-y=—x-8/:(-2) = yzz-x+4 = 2

[=4

Iz uvjeta dodira pravca i parabole izraCunamo parametar p pajednadzba parabole glasi:

= 4 1 2 2
2 = p:254 = p:4 = 3 =y =24-x = y =8-x
p=2-k-1 yr=2-p-x
Uporabom uvjeta dodira pravca i elipse dobije se¢ jednadzba:
1 2
k=—,1=4 1 1
2 :az-(—j +bz=42 :>—-a2+b2=16/-4 :>a2+4-b2=64.

2.2 .2 2 2 4

a kT +b" =1

Bududi da su elipsa i parabola konfokalne, imaju iste fokuse

4
F(e,0)=F(§,oj = e=§ = \/az—b2=5 = Jat-pt=2/2 = a?-p? =4

Rijesimo sustav jednadzbi:

a2+4-b2=64 {metoda suprotnih} a2+4-b2=64 a2+4-b2=64
a2—b2=4 koeficijenata az—b2=4/4(—1) —a2+b2=—4
2
2 2 b =12 2 2 2
= 5b"=60/:5=>b" =12 = s 9 = a -12=4 = a =4+12 = a" =16.
a —-b" =4

JednadZba elipse glasi:

a2=16 , b2=12

bz-x2+a2-y2=a2-b2

= 12~x2+16~y2=16-12 = 12~x2+16~y2=192.
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Vjezba 088

Pravac L +l =1 je zajednika tangenta elipse b> - x> + a’ - y> = a’ - b’ i sa njom konfokalne

parabole y* =2 - p - x. Nadi jednadZbu parabole i elipse.
Rezultat: y'=8-x , 12-x*+16-y =192

Zadatak 089 (Ana, gimnazija)

Kroz to¢ku T(1, 1) unutar elipse 4 - x> + 9 - y* = 36 treba postaviti tetivu kojoj je tocka T
poloviste. Nadi jednadzbu pravca na kojem leZi ta tetiva.
Rjesenje 089

Ponovimo!

az—bz :(a—b)~(a+b).

Poloviste duZine

Koordinate polovista P duZine E, A(xy, y1), B(X2, y2), su

X +Xx yit+y
P 1 2’ 1 2 ‘
2 2

Pravac tockama A(xy, y;), B(Xa, y2), X| # X,, ima koeficijent smjera

k=—2"1,
27

VA — y]

JednadZba pravca tockom T s danim koeficijentom smjera k
Pravac kroz tocku T(xy, y;) s koeficijentom smjera k-ima jednadzbu

Neka su krajnje tocke trazene tetive A(xy, yp).i B(Xz, y2).
Bududi da je tocka T(1, 1) poloviste traZene tetive AB, slijedi:

)c1+x2:1 x1+x2:

1/-2 -
2 5 XXy = 2 }
= = ) .

yty yty Yty, =

172 1 72 4, 1772
2 2
Tocke A i B su na elipsi pa njihove koordinate uvrstimo u jednadzbu elipse:
Alx y)=A(x. ) 2

= 4-)(12+9-y1 =36,
2 2
4-x"+9-y =36

B(x, y)=B Xn, Y
(7. ,) = 4.x7+9-y; =36.

4-x2+9~y2=36

Oduzimanjem prve jednakosti od druge i rastavljanjem na faktore dobije se koeficijent smjera trazenog

pravca:
2 2
4-x +9-y =36 [oduzmemo

2 2
4-x2 +9~y2 =36

2 2 2 2
= 4-x5 49y, 4%, =9y =36-36 =
jednakosti } 2 2 1 g
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= 4-x22—4-x12+9-y22—9-y12=0 = 4-(x22—x12)+9-(y22—y12)=0 =
= 4-(xy =) () +9- (3 =3y )- (52 +9) =0 = 4 (xy =) 249 (3, -3) 2=0 =
= 4-(x2—x1)~2+9~(y2—y1)~2=0/: 2 = 4~(x2—x1)+9-(y2—y1)=0 =

1 Vo= 4
a4 ‘
9-(xy-x)  Hmx 9 9

= 9:(n-y)=-4(x-5)/

A
Y

JednadzZba tetive iznosi:

T(x. y)=T(11) . k=—g

= y—1=—g-(x—1)/-9 = 9-(y-1)=-4-(x-1) =
y=yy =k-(x-x)

= 9.y-9=—4-x+4 = 4.x4+9.-y-9-4=0 = 4-x+9-y-13=0.
Vjezba 089

2 2
Kroz to¢ku T(1, 1) unutar elipse % + yT =1 treba postaviti tetivu kojoj je to¢ka T

poloviste. Nadi jednadzbu pravca na kojem leZi ta tetiva.
Rezultat: 4.-x+9-y-13=0.

Zadatak 090 (Tomo, srednja Skola)

Pravac 2 - X + y — 12 = 0 sijede parabolu y* = 4 - x. Odredi kut izmedu tangenata parabole u
tim tockama.
Rjesenje 090

Ponovimo!

2
(a—b) =a2 —2~a-b+b2.
Parabola kojoj se os podudara s x — osi koordinatnog sustava, vrh sa ishodistem, a fokus se nalazi na
pozitivnom dijelu x — osi ima jednadzbu
y=2px

pri ¢emu je p parametar parabole.
Tangenta na parabolu
u njezinoj tocki D(Xy, yo) ima jednadzbu

17



)b~y=p(x+xoy
Kut izmedu dva pravca

Ako su dva pravca dana eksplicitnim jednadzbama
y=k-x+]
y=ky-x+ly }

i ako nisu okomiti, tada za kut ¢ izmedu ta dva pravca vrijedi

ky =k

1+kl-k2

Presjek pravca i parabole dobijemo rjeSavanjem sustava jednadzbi:

2-x+y-12=0 y=—2-x+12
=

) ) = (—2-x+12)2=4-x =
y =4-x y =4-x

e 4ex 248 x+14d=dox o Aox 48 x+144—4.x=0 = 4-x2— 52 x+144=0 =

x2—13-x+36=0
-
a=

18¢=

= 4~x2—52~x+144=0/:4 = x2—13~x+36=0 =

1,b=-13, c=36
a=1,b=-13, c=36

5 13£/169— 41136 _13£,/169-144
= ~bt\ b —4ac[ T 27 21 I
M2~
> 2-a
1345 18
13425 13¢5 > 17 5 175 =9
= X T = X, = = = = =
; 2 ; 2 _13-5 8 xy =4
XZ—T Xz—g

X =9, yy=-2-x+12
= [y=-2x+12] = ! ! ! }
x2=4 s y2=—2-x2+12

y = —18+12 = -6 diraliSta tangenata A(4» 4)
= = = = '
Yy = -8+12 Yy = 4

1 parabole B(9, —6)
Sada odredimo parametar p parabole:
y 2 =4.x
= 2.p=4/:2 = p=2.
2

Tangente parabole u tockama A i B su:

A(xy. y9)=A(4.4) . p=2

= 4-y=2-(x+4) = 4.y=2-x+8 =
vy =p:(x+x)

1
=—-x+2 = k1
2

2 8
= 4.y=2-x+8/:4 = yzz-x+— =y

5 koeficijent smjera.
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B(xy. yy)=B(9.-6) . p=2
= -6-y=2-(x+9) => -6 y=2-x+18 =
pry=p ()

2 18 1 1
= -6-y=2-x+18/:(-6) > y=——x—— = y=——-x-3 = k, =— — koeficijent smjera.
(=6) 6 6 3 273 J
Kut izmedu tangenata parabole iznosi:
1 1
1 2 - -
2 3 3 2 6 6
- = gp=|—— 5| = ge=|—0| = ge=|—5> = 1gp=|-1| =
rop=| 21 T 1L >
L+k; -k 2 3 6 6

= p=1= p=1g 1 = go:%(in 450).
Vjeiba 090

Pravac %+% =1 sijege parabolu y* — 4 - x = 0. Odredi kut izmedu tangenata parabole u tim

toCkama.
Rezultat: 45°,

Zadatak 091 (Irena, gimnazija)

Odredi vrh, Zariste i ravnalicu parabole 2 - y* =5 - x=8 - y— 17 =0.
Rjesenje 091

Ponovimo!

(a—b)2:a2—2-a-b+b2.

Parabola je skup svih to€aka u ravnini ¢ija jeudaljenost od jedne ¢vrste tocke te ravnine jednaka
udaljenosti od &vrstog pravca iste ravnine. Cvrsta tocka zove se Zariste ili fokus parabole, &vrsti pravac
ravnalica ili direktrisa.

Parabola kojoj je os paralelna s osi x, a vrth V ima koordinate V(xo, yo) ima jednadZzbu:

p
F|xyn+—, y4 |,
(0 2 Oj

)4

X=XAn— .
0 »

pri ¢emu je p parametar parabole.
Koordinate fokusa F su

aravnalica ima jednadZbu

2-y2—5-x—8-y—17=0 = 2-y2—8-y=5-x+17 = 2-(y2—4-y)=5-x+17 =

-2:2-y+2 —22)=5-x+17 =

nadopunjavanje na
= 2-(y2—2-2-y)=5-x+17 = [ pum ! } = 2-(y2 2

puni kvadrat

= 2'(()’2—2'2'y+22)—22)=5~x+17 = 2-((y—2)2—4):5.x+17 —

= 2-(y—2)2—8=5~x+17 = 2~(y—2)2=5~x+17+8 = 2-(y—2)2=5~x+25 =
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= 2 (y-2) 2 =5-(x+5) = 2:(y=2) =5 (x+5) /2 = (y—2)2=§-(x+5) =

2 5 __ — —_ =
(y—Z) =5-(x+5) Xy = 5, y0—2 Xy = 5, y0—2
’ = 5 = 5 =
2-p=— 2-p=—1/:4
(y=30) =2-p-(x-x) 2 2
x0=—5 s y0—2
= Ezé = V(xo, yo)zV(— 5, 2). vrh ili tjeme parabole
2 8
Fokus F iznosi:
p 5
Xn==5, ya=2, —=—
0 0 2 8 5 35 o
= F|-5+—,2|=F|——, 2 |. zariste ili fokus parabole
Flx,+L 8 8
0750 Y
Ravnalica ima jednadZbu:
5
=5 =3 5 45
2 8 = x=—5—g = x=—?. ravnalica ili direktrisa parabole
N
X=X 5

Vjezba 091
Odredi vrh, Zariste i ravnalicu parabole y*~8+x —4 - y + 100 = 0.
Rezultat: v12,2) , F(14,2) , x=10.

Zadatak 092 (Marinela i frendice, studentice)
Nadi jednadZbu kruznice koja.dira paralelne pravce x —2 -y + 12=0ix-2-y-8=01
kruZnicu (x — 2)* + (y- 2)*=5.

Rjesenje 092
Ponovimo!

,a=0
(a—b)2=a2—2~a~b+b2 s (a~b)n=an~bn s az{ “-a

Udaljenost para paralelnih (usporednih) pravaca
P A-)c+B-y+C1 =0,
Py - A~)H—B~y+C2 =0
dana je formulom
& _

A2+B2

"’1’ ”2‘:

KruZnica je skup svih tocaka u ravnini kojima je udaljenost od zadane tocke (srediSta) stalna.
Ako je S(p, q) srediste kruznice, a r njezin polumjer, tada sredi$nja jednadzba kruZnice glasi

(r=p) 2 +(y=a) =12

Dvije kruznice k; i k, mogu se dodirivati izvana ili iznutra.
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Neka su A(xy, y1) i B(xs, y2) dvije tocke ravnine. Tada je udaljenost tocaka A i B dana formulom:

AB:\/(xz‘x1)2+(>'2‘3"1)2-

Buduéi da su paralelni pravei x —2 -y + 12 =01 x - 2 - y — 8 = 0 tangente traZene kruZnice, njihova
medusobna udaljenost jednaka je promjeru kruznice:

~2.y+12=0, A=1, B=-2, C, =12 c,-C g
X=2-y+ 1 }: 2_R:‘2 1 |-8-12]

2.y-8=0, A=1, B=-2, C,=—8 > o | T RE >
¥-2-y-8=0, A=1, B=-2, () =~ JAZ+B 124(-2)
| —20| 20 10 racionalizacija 10 5
= 2-R= = 2:R=—F—=/:2 = R=—F7 = ) = R=—7—— =
[1+4 \/E \/E nazivnika 5 45
10-,/5 o L
= R= p = R=2-,/5. polumjer traZene kruZnice

SrediSte S(p, q) traZzene kruZnice nalazi se na pravcu koji je paralelan s pravcimax -2 -y +12=01
x —2-y—-8=0, ajednako je od njih udaljen za polumjer R kruznice. Trazimo jednadzbu tog pravca:

‘Cz‘cl‘

A2+B2

x=2-y+12=0, A=1, B=-2, C1:12
= | R= =

x-2-y+C=0, A=1, B=-2, C2=C traZeni pravac
|c-12]

|Cc-12] |Cc-12]
—— =2 5= 2[5 55
12+(_2)2 A 1+4 \/g

2 — =
= |c-12]=2-({/5) :>|C_12|=2,5:>|C_12|=10:>C 12=10 }

= 2-45=

C-12=-10
G =10+12 ¢ = 22 nema smisla jer taj pravac ne leZi izmed dva zadana
= = =
C, =-10+12 C,=2

= x—2-y+2=0. traZeni pravac

Tocka S(p, q), srediste traZene kruZnice, leZi na praveu x — 2 - y + 2 = 0 pa vrijedi:
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S(x, y)=5(p. q)
x=2-y+2=0
Koordinate tocke S su:

} = p-2-q+2=0= p=2-q-2.

Buduci da se trazena kruznica

(x—p)2+(y—Q)2 =(2'\/§)2 . R=2-\5
(x-2)"+(3=2)" =5 . =5

dodiruju izvana, za udaljenost izmedu njihovih sredista O i S vrijedi:

0 1)=0(2.2) . (13, 3p) =5(2:4-2 2)} = [05:\/('*2"*1)2+(3’2‘3’1)2 =

|oS|=r+R=5+2-5=3-5
= |OS|=\/(2-q—2—2)2+(q—2)2 = 3-\/§=\/(2~q—4)2+(q—2)2 17 =

=N 45=(2-q—4)2+(q—2)2 N (2-q—4)2+(q—2)2=45 N (2~(q—2))2+(q—2)2=45 =N

= 4-(q—2)2+(q—2)2=45 = 5~(q—2)2=45/:5 = (q—2)2=9/f = g-2=%9 =

-2=3 =3+2 q =35
:q—Z:i3:q :>q = ! :[p:2-q—2]:
qg—2=-3 qg=-3+2 -1

p=2-q-2 p1=2'5—2 py=10-2 p =8

= = = = =
Py=2-qy=2 p2:2'(—1)—2 py=-2-2 py=-4
Si(pp ar)=5;(8.5)

$)(p: 43) =55 (-4.-4)

i kruznica

. srediSta traZenih kruZnica (dva rjeSenja)
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Bududi da se trazena kruZnica

(x=p)+(v-4)

i kruznica
(x-2)"+(y-2)2 =5, r=yf5

dodiruju iznutra, za udaljenost izmedu njihovih sredista O i S vrijedi:

0(x. 3)=0(2.2) . S(x3. 7,)=5(2-¢-2.2) :[ RN
105|=R=r=2-J3-J3 243 05—\/('2 '1) (vz “1)
= |0S|=\/(2-q—2—2)2+(q—2)2 = \/EZ\/(Z‘q—4)2+(q—2)2 17 =

= 5=(2:g-4) 2 +(0-2)2 = (2:4-4) 2 +(g-2) 2 =5 = (2(4-2)) P +(¢-2) 2 =5 =

= 4~(q—2)2+(q—2)2=5 = 5-(q—2)2=5/:5 = (q—2)2=1/f = g-2=%1 =

-2=1 =1+2 q3 =3
:q—Z:iI:q }:q }:3

} = [1722-(/—2] =

qg—2=-1 qg=—1+2 q4=1
p3=2-q3—2 p3=2-3—2 p3=6—2 p3=4
= = = = =
p4=2~q4—2 p4=2~1—2 p2=2—2 p4=0

S3( Py 43)=53(4.3)

Sy (g a4)=54(0.1)

Ukupno postoje 4 kruZnice koje ispunjavaju uvjete:

. srediSta trazenih kruZnica (dva rjeéenja)

(x—8)2+(y—5)2=20 : (x+4)2+(y+4)2=20

(x—4)2+(y—3)2 =20 , x2+(y—1)2 =20.

Vjezba 092
Nadi jednadZbu kruzZnice koja dira paralelne pravce x —2 -y +12=0ix-2-y-8=01
kruZnicu x> +y -4 -x—-4-y+3=0.
Rezultat: (x — 8)* + (y- 59=20 , (x+4)7+ (y+ 4y’ =20
(x—4)7+(y=3=20 , x*+(y—1) =20.
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Zadatak 093 (Mirela, srednja Skola)

Parabola y* = 2 - p - x ima Zarite F(1, 0). Odredi joj diraliste s tangentom koja s osi apscisa
zatvara kut 135°.
Rjesenje 093

Ponovimo!
Parabola kojoj se os podudara s x — osi koordinatnog sustava, vrh sa ishodistem, a fokus se nalazi na
pozitivhom dijelu x — osi ima jednadzbu

y'=2-p-x,
pri ¢emu je p parametar parabole.
Pravac
y=k-x+I
dodiruje parabolu
y 2_ 2-p-x
ako i samo ako vrijedi
p=2-k-l.
Koordinate diralista D parabole
y 2_ 2-p-x
i tangente
y=k-x+I
glase:
D (f, 2 z).
k
Eksplicitni oblik jednadzbe pravca glasi
y =k - xFY;
gdje je k koeficijent smjera pravca, a 1 odsjecak pravca na osi y. Za koeficijent smjera k vrijedi
k=tg a,

gdje je a kut koji pravac zatvara s pozitivnim smjerom osi X. Uo¢imo:
1) ako je « Siljasti kut, onda je k >0,
2) ako je « tupi kut, onda je k <0,
3) ako je &« =0, onda je k =0, pravac je paralelan s osi x.

k>0

v

Parametar p parabole iznosi:
F(ﬁ, 0)=F(1, 0) = L=1/2= p=2.
2 2
Budu¢i da tangenta parabole s osi apscisa zatvara kut 135° , njezin koeficijent smjera k ima vrijednost:

0

a=135"1 1350 = k=1,

k=tga

Iz uvjeta dodira pravca (tangente) i parabole dobije se 1 odsjecak pravca na osi y:
k=-1, p=2

= 2=2:(-1)1 = 2=-21 = 2:1=-2/:2 = k=-1
p=2-k-l
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Diraliste D tangente i parabole ima koordinate:

];(1,1 211)1 = D(:—i’ 2'(—l)j =D(1,-2).
k

Vjezba 093
Parabola y* =2 - p - x ima Zari$te F(1, 0). Odredi joj diraliste s tangentom koja s osi apscisa
zatvara kut 45°.

Rezultat: D(1, 2).

Zadatak 094 (Mirela, srednja skola)

Kolika je medusobna udaljenost tangenata elipse 3 - X" + 4 - y* = 48 koje su paralelne s
pravcemx —2 -y + 12 =07?
Rjesenje 094

Ponovimo!

a,a=>0
|a]= :
-a,a<0
Elipsa kojoj se srediSte podudara s ishodiStem koordinatnog sustava, smjer glavne osi s x-0si, a smjer
sporedne osi s y-osi ima jednadzbu

gdje su aib velika i mala poluos.
Uvjet dodira pravca i elipse

Pravac
y=k-x+I

dodiruje elipsu

o 2 y 2

—+—5=1

a 2 b 2
ako i samo ako vrijedi

2,2 .2 2

a kT+b" =1

Uvjet usporednosti (paralelnosti) pravaca:
Ako su pravci dani eksplicitnim jednadZzbama y = k; - x + 1, y =k, - x + I, k;, k, # 0, tada su
usporedni (paralelni) ako i samo ako je

k; = ko.
Eksplicitni oblik jednadzbe pravca

k — koeficijent smjera }

y=k-x+l =
[ — odsjecak na osi y
Udaljenost para paralelnih (usporednih) pravaca
. A-)c+B-y+C1 =0,

Py - A~x-i—B-y+C2 =0
dana je formulom
(el

A2+B2

‘Pl’l’z‘:

Da bismo odredili a* i b’ treba jednadZbu elipse svesti na oblik

25



—+ =1.
02 b2
l.inacica
2 2 2 2 2
3. 4. a =16
3-x2+4-y2=48/:48: i + Y :>x_+y_= )
48 16 12 b =12
2.inacica
Rabimo koordinate tjemena elipse
2 2

3-x"+4-y =48
A(x, y)=A(a, 0)

3~x2+4~y2=48

D(x, y) = D(O, b)

} = 3~a2+4-02=48 = 3-a2+O=48 = 3-a2=48 /:3 = a2=16.

} = 302 +4-h2 =48 = 044-b> =48 = 4.b2 =48/ 4 = b2 =12.

Koeficijent smjera k zadanog pravca iznosi:

1 1
x=2-y+12=0 = —2-y=—x-12/:(-2) = y=5-x+6 = k=5.

Budu¢i da su tangente paralelne sa zadanim pravcem, imaju isti koeficijent smjera:

1
k=—.
2

Odsjecak 1 traZzenih tangenata na osi y dobije se iz uvjeta dodira pravca i elipse:

1
a®=16 . b* =12, k=— 12 5 1 5 5
2 = 16-(5j H2=10 =16 +12=1" = 4r2=1"

[ =4
2 A _ 1
= [~ =16Y 211’2—1‘116 3122_4}.

JednadZbe traZenih tangenata glase:

1 1
k=5 s ll=4 s y=k-)c+l1 y=5-x+4/~2 2.y =x+8 X—2-y+8=0
1 R 2 8 7 x-2.y-8=0]
y=x-— X—2-y—08=
kza,l2=—4,y=k~x+12 y=5-X—4/-2
Udaljenost d izmedu tangenata elipse iznosi:
x-2:y+8=0, A=1, B=-2, C; =8 \cz—c]\ |-8-3|
1= = d= =
—2.y-8=0, A=1, B=-2, C,=—8 ‘ 2 2 2 2
rmey=me=b, A=l b=, 0= A“+B 17+(-2)

= d=

|16
= d=
nazivnika

J1+4 J5
Vjeiba 094

Kolika je medusobna udaljenost tangenata elipse 3 - X + 4 - y* = 48 koje su paralelne s

X
pravecem —— +Z =17

-12 6

16 racionalizacija 16 5 16-4/5
——:[ J}:d ~\/7:d: \/7
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16-4/5

5

Rezultat:

Zadatak 095 (Marko, srednja skola)

Odredi jednadZbu hiperbole kojoj su Zarista F;(— 10, 0), F»(10, 0) i asimptote y =+ 2 - x.
Rjesenje 095

Ponovimo!
Hiperbola kojoj se srediste podudara s ishodiStem koordinatnog sustava, a fokusi leZe na osi x ima
jednadzbu

\’2 \‘2 2 2 2 2 2 2
———==1=b"x"=a"-y"=a"b",
2 2
a b

gdje je a realna poluos, b imaginarna poluos.
Koordinate zariSta ili fokusa hiperbole glase

F(-e0) , Fy(e0)
gdje je e linearni ekscentricitet
2 2
e =a +b
A
y
asimptota asimptota

Pravci koji sadrZe dijagonale srediSnjeg pravokutnika s dimenzijama 2 - ai 2 - b zovu se asimptote i
njihove su jednadzbe:

b b
y=——-X s y=—"X
a a

Bududi da je pravac y = 2 - x asimptota hiperbole, dobije se:

y=2-x
b = —=2/-a = b=2-a.
y=—-x a
a
Za fokus hiperbole vrijedi:
F, (10, 0) 2 ,2_ 2
2 Se=10= @ TPl 20522102 = W% 4p 2 =100,
Fz(e’o) e=10
Da bismo odredili a* i b’ rije§imo sustav jednadzbi:
aZip? =100 a’+b? =100 a+b2 =100 ) ’
= 5 = ) ) = a +4-a =100 =
b=2-a b=2-a/ b " =4-a
2
2 2 a =20 2 2
= 5a =100/:5= a =20 = = b =420 = b~ =80.
b2=4~a2



JednadZba hiperbole glasi:

a”=20, b* =80 80 x2—-20-y2=8020/:20 = 4-x%—y2 =80
2 2 2 2 2 o 7S Ay =SRAEA = A Ty =oh

b”-x"—a" -y =a"-b
Vjezba 095

Odredi jednadZbu hiperbole kojoj su Zarista F;(— 5, 0), F»(5, 0) i asimptote y =+ —- x.

A w

Rezultat: 9-x 2 -16-y 2 =144.

Zadatak 096 (Marko, srednja Skola)

Odredi jednadZbu hiperbole kojoj je pravac x + 2 - y = 0 asimptota, a pravac
5-x—-6-y-8=0 tangenta.
Rjesenje 096

Ponovimo!
Hiperbola kojoj se srediSte podudara s ishodiStem koordinatnog sustava, a fokusi leZe na osi x ima
jednadzbu

2 2
X y 2 2 2 2 2 .2
—— =l=>b " x —a -y =a ‘b",

2 2 ’
a b

gdje je a realna poluos, b imaginarna poluos.
A
y
asimptota asimptota

Pravci koji sadrZe dijagonale srediSnjeg pravokutnika s dimenzijama 2 - ai 2 - b zovu se asimptote i
njihove jednadzbe glase:

b b
y=——"X ) y=—X

a a
Uvjet dodira pravca i hiperbole
Pravac

y=k-x+I
dodiruje hiperbolu
2 2
L
a 2 b 2

ako i samo ako vrijedi

Eksplicitni oblik jednadzbe pravca

k — koeficijent smjera
y=k-x+Il = .

[ — odsjecak na osi y

Bududi da je pravac x + 2 - y = 0 asimptota hiperbole, vrijedi:
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1 b b
x+2-y=0:>2-y=—x/:2:y=—5-x: y=——Xx :>——=——/~(—2~a):>

= 2-b=a = a=2-b.

JednadZbu zadane tangente napisemo u eksplicitnom obliku kako bismo odredili k koeficijent smjera i
1 odsjecak na osi y:

5 8 5 4
5-x— 6y80:>—6y——5x+8/ :>y=— X—— = y=—x—— =
6 6 3
5
k =— koeficijent smjera
N 6
4
l=—§0ds]ecak na osi y
Iz uvjeta dodira pravca i hiperbole dobije se:
k==, l=-— 5 4 25 16
R :a?(gj _b2=(_§j = B2 2005
a2~k2—b2=12
= 25-a2—36~b2=64.
Da bismo odredili a* i b’ rije§imo sustav jednadzbi:
25.a2-36.b 2 =64 25-a2-36-b> =64 25-a2-36-b° =64
= 5 = ) ) =
a=2-b a=2-b/ a“=4-b
:>25-4-b2—36-b2=64 = 100-b2—36-b2=64 = 64-b2=64/:64 = b2=1 =
b2=1 2 2
:2 ) = a =41= a =4
a” =4-b
Jednadzba hiperbole glasi
2 2
=4.,b =1 2 2 2 2

=>1lx" -4y =41= x -4y =4

Vjezba 096
Odredi jednadZbu hiperbole kojoj je pravac x — 2 - y = 0 asimptota, a pravac
5-x-6-y-8=0 tangenta.

Rezultat: x 2_ 4.y 2 =4,

Zadatak 097 (Martina, ekonomska Skola)

Odredi jednadzbe zajednickih tangenata hiperbole 20 - x> — 36 - y* = 720 i kruZnice
X +y>=8.
Rjesenje 097

Ponovimo!
Hiperbola ¢iji fokusi leZe na x — osi, a srediste joj je ishodiSte koordinatnog sustava dana je
jednadzbom




gdje je a realna poluos, b imaginarna poluos.

Pravac
y=k-x+I
dodiruje hiperbolu
2 2
L .
a ? b 2
ako i samo ako vrijedi:

a2~k2—b2212.

Ako je S(0, 0) srediste kruznice, a r njezin polumjer, tada sredi$nja jednadzba kruznice glasi:

2 2 2
X" +y =r".
KruZnica
2 2 2
X +y =1
i pravac
y=k-x+I
dodiruju se ako i samo ako vrijedi:
2 2 2
ro\1+k ) =1".
2 2 2 2 20-)c2 36- 2
20-x7 =36-y =720 20-x =36y =720/:720 SR
) ) - 2 ) N 720 720
X y X y 2 2
77! — 771 LA
a b a b 2 2
a b
x2 y2
—_— L\ e 2
36 ...20 a =36
= 5 2 = )
Y b~ =20
a2 b2
Postavimo uvjet da pravac
y=k-x+I
bude tangenta zadane hiperbole:
a2 =36 , b2=20 2 2
s 2 2 9 = 36-k"-20=1[".
a kT -b" =l
Postavimo uvjet da pravac
y=k-x+I
bude tangenta zadane kruznice:
x2+y2=8 2 2
r -(1+k )=l

Iz sustava od dvije kvadratne jednadzbe sa dvije nepoznanice dobije se ki 1.
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2 2

36k -20=I {metoda
=

8-(1+k2)=l2

= 36~k2—8~k2=8+20 = 28~k2=28 = 28-k2=28/:28 = k2=1 = k2=1/\[ =

ko =1
1
= kl’zzidl = ' __1}.

)=

= 36-k2—20=8-(1+k2) = 36-/(2—20=8+8-k2 =
komparacije

Sada racunamo 1 odsjecak na y osi.

8~(1+k2)=12
= 8-(1+1)=12 = 82=12 5 16=1> = 1°=16 = 1°=16/" =
2
k™ =1
I, =4
1
= 11’2=J_rq/16 = e
ly=—4
Jednadzbe zajednickih tangenata hiperbole 20 - x> — 36 - y* = 720 i kruZnice x* + y* = 8 glase:
k=1, =4
. ! ! = y=x+4,
y=kl-)c+l1
kk=1,1,=-4
L ! 2 = y=x-4,
y=k1-x+12
ky=-1,1 =4
] 2 ! = y=—x+4,
y=ky-x+l
k2=—1 , 12=—4
] = y=—x-4.
y=ky-x+ly

Vjezba 097

Odredi jednadzbe zajedni¢kih tangenata hiperbole 10 - x> — 18 - y* = 360 i kruZnice
X’ +y =8.
Rezultat: y=x+4 , y=x—4, y=—x+4 , y=—x-4.

Zadatak 098 (Martina, ekonomska Skola)

Sjecista elipsa x* + 16 - y* =64 13 - x> + 8 - y> = 72 su vrhovi pravokutnika. Koliko iznosi
povrsina tog pravokutnika?
Rjesenje 098

Ponovimo!
Elipsa kojoj se srediste podudara s ishodistem koordinatnog sustava, a fokusi leze na osi x ima
jednadzbu

\S]
[\

X y 2 2 2 2 2 2

—+—==1= b " x"+a -y =a ‘b,
2 2 -

a b

gdje je a velika poluos, b mala poluos.
Povrsina pravokutnika duljina stranica a i b iznosi:

P=a-b.

Da bismo nasli sjecista elipsa moramo rijesiti sustav od dvije kvadratne jednadZbe sa dvije
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nepoznanice. Opcenito mogu biti 4 rjeSenja.

x2 +16-y 2 =64 metoda suprotnih x2 +16-y . =64
) ) = o = ’ ’ =
3.x 4835 =72 koeficijenata 3.x 48y :72/.(_2)
2 2
x“+16-y " =64
= Y = 5x2=-80 = ~5x2=-80/:(-5) = x2=16 =

—6-x2—16-y 2 =—144

Sada racunamo pripadne y.
X = 4
x=4 = x 2_ 16

= 16+16-y2=64 = 16-y2=64—16 = 16-y2=48 =
2 2

x +16-y " =64
yl=\/3
y2=_\/§

1692 =48/:16 = y2=3 = y2=3/Y = Vp=ty3 =

Tocke presjeka su:
A(4.43) . B(4.—f3):

X, =—4
x=—4 = x2=16

2

:>16+16-y2=64:>16-y2=64—16:>16-y2=48:>
2
x +16-y " =64

Y3 :\/3
Yq =_\/§ .

=16y =48/:16 > y =3 y°=3/Y Sy, =23

Tocke presjeka su:

c(-4.3) . D(-4.-3).

y
c 4.3 A
b
4 @ >
-4 4 X
L 4
D a -3 B

Sa slike vidi se da su duljine stranica pravokutnika

a=4+4 = a=8 , b=y[3+ 3 = b=2.3

pa njegova povrsina iznosi:
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P=a-b = P=8-2-/3 = P=16-[3.
Vjezba 098
Sjecista elipsa x> + 16 - y* =64 13 - x> + 8 - y> = 72 su vrhovi pravokutnika. Koliko iznosi
opseg tog pravokutnika?

Rezultat: — 16+4-,[3.

Zadatak 099 (Marko, gimnazija)
Asimptota hiperbole je pravac y = 2 - x. Na hiperboli je tocka (5, 8). Jednadzba hiperbole je:

x2 2 x2 2 x2 2 x2 2
__y_=1 , B. ——y—=1 , C. ——y—=1 , D. ——y—=1
36 9 9 36 6 3 3 6
Rjesenje 099
Ponovimo!

a—-b a b

n non
Hiperbola ¢iji fokusi leZe na x — osi, a srediste joj je ishodiste koordinatnog sustava dana je
jednadzbom
. 2 2
A =1,
2 b 2

<

)

gdje je a realna poluos, b imaginarna poluos.
Pravac koji sadrzi dijagonale srediSnjeg pravokutnika dimenzija 2 - a i 2 - b nazivamo asimptotama
hiperbole. JednadZbe tih pravaca su:

b b
y=—2x NO¥y=—-——-x
a a
1.inadica
=2-x
Y b b
b = —=2= —=2/-a = b=2-a.
y=—-x a a
a

Budu¢i da tocka A(S, 8) pripada (leZi) na hiperboli, uvrstit ¢emo njezine koordinate u jednadZbu
krivulje.

A(x, y)=A(5,8) s 9
X y 2 2 2 2
— =1 a b a b
2 2
a b
Iz sustava jednadZbi dobije se realna poluos a i imaginarna poluos b.
b=2-a
metoda 25 64 25 64 25 16
25 64 = . . 3—2——2212 —2——2212—2——2212
—2——2=1 supstitucije a (2-a) a 4-a a a
a b
25-16 9 2
= 5 =1 = —2—1 = a =9
a a
Sada radunamo b”.
PR a’=9 =9 2 2
= = ) ) = b =49 = b~ =36.
b=2-a b=2-a/’ be=4.a

JednadZba hiperbole glasi:
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a =9 ,b" =36 2 2
2 2 SR
r Y 9 36
a2 b2
Odgovor je pod B.
2.inacica

Budu¢i da tocka A(5, 8) pripada hiperboli, uvrstit ¢emo njezine koordinate u jednadzbu
krivulje u svakom odgovoru A, B, C i D. Jednakost koja bude istinita je traZeni odgovor.

Odgovor A.

Al y)=A(5.8)
52 82 25 64 25-1256 231 o
2 2 5> —-—=1=> ———=1=> ———=1 = ———=1 nije to¢no

XY o 36 9 36 9 36 36

36 9
Odgovor B.
A(x, y)=A(5.8)

52 82 25 64 100 —-64 36 L

2 2 P p———— N =1 = —=1 tocno je
r Y 9 36 9 36 36 6

9 36
Odgovor je pod B.

Dalje ne moramo provjeravati jer je samo jedan odgovor tocan.

Vjezba 099
Asimptota hiperbole je pravac y = 2 - x. Na hiperboli je tocka (— 5, — 8). Jednadzba hiperbole

je:
. 2 2 X 2 2 . 2 2 . 2 2
PSS S S PO AP I S S
36 9 9 36 6 3 3 6
Rezultat: Odgovor je pod B.

Zadatak 100 (Mario, gimnazija)

Zadana je kruZnica (x — D? + (y+ 372 =17.
a) Tocka A(2, y), y > 0 pripada kruznici. Odredite y.
b) Odredite jednadZbu tangente na kruZnicu u tocki A.

Rjesenje 100
Ponovimo!
Ako je S(p, q) srediste kruznice, a r njezin polumjer, tada sredi$nja jednadzba kruznice glasi

(x-p) +(y-q)* =1

Jednadzba tangente kruZznice (x — p)* + (y — q)> =1* s dirali§tem D(x,, yo) glasi

(xo—p).(x—p)—i-(yo—q).(y_q):},Z
a)

Budu¢i da toc¢ka A pripada kruZnici, prvo ¢emo izracunati ordinatu te tocke. U jednadzbu kruZnice
uvrstimo x = 2 i dobijemo kvadratnu jednadzbu.

A(x, y)=A(2.y)

5 5 = (-1 (y+3)7 =17 = 4 (y+3) =17 =
(x=1)"+(y+3)" =17

= 1+(y+3)2=17 = (y+3)2=17—1 - (y+3)2=16 - (y+3)2=16/f = y+3=+16 =
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y+3=4 y=4-3 =1
= = = .
y+3=-4 y=—-4-3 yp =17
Ordinata koja zadovoljava uvjet y > 0 je y; = 1. Dakle, A(2, 1).

b)
JednadZba tangente glasi:

(x—1)2+(y+3)2=17
Az y9)=A(2.1) . p=1. q=-3 . r" =17 = (2-1)-(x=1)+(1+3)-(y+3) =17 =
2
(x9-p) (x=p)+(yg-a) (y=a)=r
= 1 (x-1)+4-(y+3)=17 = x—-1+4-y+12=17 = x—1+4-y+12-17=0 = x+4-y—6=0.

Vjezba 100
Zadana je kruznica (x — 1)> + (y + 3)> = 17. To¢ka A(2, y), y < 0 pripada kruZnici. Odredite y.

Rezultat: AQ2,-17).
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