Zadatak 021 (Los-Habalos, gimnazija)
U pravilnu trostranu (uspravnu) prizmu upisana je kugla koja dodiruje sve plohe prizme.
Nadite omjer oplosja kugle i oplosja prizme.

RjeSenje 021
Ponovimo!
Duljina visine v jednakostrani¢nog trokuta duljine stranice a iznosi:
3 2.v-
N R VY
2 3
PovrSina jednakostrani¢nog trokuta duljine stranice a je:
a v a
2
/3
pot 3
4
Oplo§je kugle iznosi:
a O=4-r z .

Oplo§je pravilne uspravne trostrane prizme racuna se po formuli:
2
/3
0=2 2(+3~a~h.

Budu¢i da kugla dodiruje sve plohe prizme, visina prizme je:
h=2-r

Kod jednakostrani¢nog trokuta visine i teZiSnice podudaraju se pa je

tocka T teZiSte koje dijeli svaku teZiSnici ( i visinu) u omjeru 2 : 1

racunajuci od vrha trokuta. Sa slike vidi se:

V=|AD|=3~r — Q:M — a=2~r~\/§,

Racunamo omjer oplosja kugle i prizme:

(8]

2
0 2. 0 2. 0 .

- ko 4-r 2 :—k=4’+:—k=2—”:0k:op=2z:9ﬁ.
Op 6.r2.J3+12:72.y3 Op 18,23 Op 93

Vjezba 021
U pravilnu trostranu (uspravnu) prizmu upisana je kugla koja dodiruje sve plohe prizme.
Nadite omjer oplosja prizme i oplosja kugle.

Rezultat: OP : Ok =9\/§ (27

Zadatak 022 (Los-Habalos, gimnazija)

U kocku je upisan tetraedar tako da su mu bridovi ploSne dijagonale kocke. Nadite omjer
obujma kocke i obujma tetraedra.
Rjesenje 022

Ponovimo!

Obujam kocke: V =a 3.

Obujam tetraedra: V = a



Buduc¢i da je a duljina brida kocke, a duljina brida tetraedra a - \/E , slijedi:

Vi a’ Vi a’ Vi 12 Vi 12
A Vv =3 -~ V. 33~ Vv 2 v 27
a/2 a t (aﬁ)ﬁ t a».z.\/f t 2 t 2
12 12
a V 12 % 3
a :>—k=?:>7k=—:>Vk:Vt—3l

Vjezba 022
U kocku je upisan tetraedar tako da su mu bridovi ploSne dijagonale kocke. Nadite omjer
obujma tetraedra i obujma kocke.

Rezultat: Vt :Vk =1:3.

Zadatak 023 (Ana, srednja Skola)

U pravilnu cetverostranu piramidu kojoj su svi bridovi dugi 20 cm upisana je kocka, tako da
su joj Cetiri vrha u osnovki piramide, a Cetiri na bo¢nim bridovima. Koliki je obujam kocke?
RjeSenje 023

Ponovimo!
Ako je zadan kvadrat duljine stranice a, duljina njegove dijagonale iznosi d =a- \/E
Najprije izraCunamo visinu piramide ABCDV koriste¢i njezin dijagonalni presjek (jednakokracni
trokut ACV): v

Sa slika vidi se:
| AB|=|BC|=|CD|=|DA|=| AV|=|BV|=|CV|=|DV|=20 , |AC|=20-{2 , |SC|=10-2.

Uocimo pravokutan trokut SCV i pomoc¢u Pitagorina poucka nademo visinu v:

2
v=|vs|=\/|cv|2—|sc|2 = v=\/202—(10~ﬁ) = v=,/400-200 = v=./200 = v=10-,/2.

U piramidu je upisana kocka tako da su joj Cetiri vrha u osnovki piramide, a cetiri na bo¢nim
bridovima.
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Sa slike vidi se:

|KL|=|LM |=| L1y |=a , |TS|=a , |KM |=a-2 [ sM|=|T0) [= 225,

IS

|TV|=|VS|-|TS|=10-

Promatramo dijagonalne presjeke piramide i kocke (pravokutnik KMM; K, upisan u jednakokracan
trokut ACV).
Trokuti AVSC i AVTM; su sli¢ni (imaju jednake kutove) pa vrijedi razmjer:

f
[sc|_[mn] w02 a2 e fi07
|VS|_|TV| 1()\/7 0. = 2.(10. 2_a):>a\/3—2(10 2 a):>

= aJ2=20\2-2-a = a-J2+2:a=20-/2 = a-(J2+2)=20.{/2 = 02042

2(lﬁ -
if z JJ: 20.\/34._(22_\5) R azzo.ﬁ-iz—ﬁ) = a=10-{2-(2-2) =

= a=202-20 = a=20-(\/2-1) = a=20-(141-1) = a=20-041 = a=82cm.

Obujam kocke iznosi:

Vea’ = V=(82cm) = V=554 cm’.

Vjezba 023

U pravilnu Cetverostranu piramidu kojoj je osnovni brid dug 20 cm, a boc¢ni brid iznosi 15 cm
upisana je kocka, tako da su joj Cetiri vrha u osnovkipiramide, a Cetiri na bo¢nim bridovima. Koliki je
obujam kocke?

Rezultat: 64 cm’.

Zadatak 024 (Hrvoje, srednja Skola)

Kocki je upisana i opisana kugla: Izracunaj omjer volumena upisane i opisane kugle.
Rjesenje 024

Ponovimo!
Ako je a brid kocke, njezina prostorna dijagonala iznosi:

Dza-\/g.

Obujam kugle polumjerar je:

Neka je a brid zadane kocke. Tada je:

¢ polumjer upisane kugle r, =

MIH MIH

a3

Racunamo omjer volumena upisane i opisane kugle:

® polumjer opisane kugle 7, =



4 3 1 3
— T 3 3 —qa
o 4 ro?’.ﬂ- Vo ro3 Vo "o Vo l.a.\ﬁ Vo 3
3 2
djelomicno V 1 V, 1
St L Ve 1 {J. _}j_uz Va1t
Vo (\/3) Vo /33 korjenovanje Vo 32.3 Vo 3~\/§

== %= =V, :V,=.3:09.
Vo 33 /3 "V, 9 u-ro
Vjezba 024

Kocki je upisana i opisana kugla. Izracunaj omjer volumena opisane i upisane kugle.

Rezultat: Vo iV, =9 \/3

racionalizacija Vv 3 3
= { o } S 1 SEN
nazivnika

Zadatak 025 (Marijana, maturantica)
U kuglu polumjera r upisana su dva uspravna stoZca s istim polumjerima baze jednakim
0.5 - 1, ali s razlicitim visinama. Koliki je zbroj njihovih volumena?

RjeSenje 025
Neka su x i y visine upisanih stoZaca u kuglu polumjera r. Zbroj volumena
stoZaca iznosi:
1 2
Vl=§~(0.5~r) X
1 2 1 2
V2=§~(O.5~r) Ty :V1+V2=§~(05 r)"mx+=(05r)" - y=
x+y=2-r
1 2 1 2 1 2 1 3 11 3 g
=—(05-r)" 7w (x+y)==-(05-r)"7-2-r==-025-r" - w-2.r==—-05r" - r=—-—-r" 7=
3 3 3 3 32 6

Vjezba 025
U kuglu polumjera 6 upisana su dva uspravna stoZca s istim polumjerima baze jednakim
3, ali s razlicitim visinama. Koliki je zbroj njihovih volumena?

Rezultat: 36 - m.

Zadatak 026 (Marijana, maturantica)

Vr$ni kut uspravnog stozZca je pravi. Ako mu je polumjer upisane kugle jednak \/E, nadi
polumjer baze stoZca.
RjeSenje 026

Ponovimo!

2
(a+b)2=a2+2-a-b+b2 , \/azza,aZO , (a-\/Z) =a2-b.




Sa slike vidi se:
|AB|=2-R , |BV|=|BT|+|TV|=R+r=R+J2 ., |AV|=|AM|+|MV|=R+r=R+2
| BV |=|AV]|.

Trokut ABYV je pravokutan trokut pa vrijedi Pitagorin poucak:

|AB|* =BV |*+]aV|* = (2~R)2=(R+\/§)2+(R+\/3)2 = (2~R)2=2-(R+J§)2 =

= 4~R2=2~(R2+2~R~ 2+2) — 4.R2=2.R%+4.R-2+4 = 4~R2—2~R2—4-R-ﬁ—4=0 =

2

R™-2-\/2-R-2=0
:>2-R2—4-R-w/2—4:O/:2:>R2—2- 2:R-2=0=> =

a=1,b=-2-J2, c=-2

- —_n. - 2
a=1,b=-2 \/E, c=-2 Z-ﬁi\/(—lﬁ) -4-1-(-2)
= R _—bi\¢b2—4-a-c = RI’Q’: 2-1 =

: : : 2-(J2£2
2.2+ 8+8:>R2=2ﬁiJT6:>R _2aEa (V2 ):>
2 1,2 2 1,2 2

R1 = \/5 —2 nema smisla }

R2 =,/ 2 +2Jesenje

= R1’2= 212 =

Vjezba 026
Vrs$ni kut uspravnog stoZca je pravi. Ako mu je polumjer upisane kugle jednak \/3, nadi

opseg baze stoZca.

Rezultat: 2- (\/3 + 2) -TT.

Zadatak 027 (Valentina, maturantica)
Pravokutni jednakokracni trokut i njemu upisana kruZnica rotiraju oko najkrace visine trokuta.

Nadi omjer volumena rotacijom nastalih tijela.

Rjesenje 027
Ponovimo!

Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
Nasuprot jednakim stranicama nalaze se jednaki kutovi:

a=b => a=p
a=c = a=y
b=c = f=y
Nasuprot jednakim kutovima nalaze se jednake stranice:
a=p = a=b

=y => a=c

B=y = b=c
Zbroj svih kutova u trokutu je 180°.



a+p+y=180 O.
Kod jednakokrac¢nog trokuta duljine dviju stranica su jednake. Stranice jednakih duljina zovemo
kraci trokuta. Uo¢imo da su kutovi koji leZe na trecoj stranici jednaki zbog ¢injenice da se nasuprot
jednakim stranicama nalaze jednaki kutovi.
Pravokutni trokuti imaju jedan pravi kut (pravi kut iznosi 90°).
Sinus Siljastog kuta pravokutnog trokuta jednak je omjeru duljine katete nasuprot tog kuta i duljine
hipotenuze.

2 2
sin450:£ , («/a) =a.
2
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(b+c)=a-b+a-c , ab+ac=a-(b+c).

Obujam (volumen) uspravnog ili kosog stoSca s polumjerom baze r i visinom Vv iznosi:

2

V=—1r"-7 V.

iy
3

Obujam (volumen) kugle polumjera r iznosi:

Slovom a ozna¢imo osnovicu, a slovom v visinu jednakokra¢nog pravokutnog trokuta. Polumjer
upisane kruZnice neka je r.

Sa slike vidi se:
C
E
VS
r
S
r
45° 45°
A a D a B
2 2
|ap|=|DB|=Z . |DC|=v . |SE|=|sD|=r . |sC|=|DC|-|DS|=v-r.

Rotacijom trokuta i njemu upisane kruZnice oko visine v (ona je najkraca u trokutu) dobije se

.. . . a . y- . .y
stoZac visine v i polumjera baze E, te kugla polumjera r. Uo¢imo pravokutan jednakostranican trokut

CDB.



45° 45°

N
N

Tada je:
|LM1:|DB|:>V=%.

Uoc¢imo pravokutan jednakokracan trokut CSE.

45°

N |

Tada je:
sin 45 0_ | SE| \/E .

_|SC| = 5 = = \/E-(V—r)=2-r = V~\/E—r~\/3=2~r =

vV—r

= v 2=2qwan§::\LJ§=r(2+JE):>an§=r(2+J5)w;%::>

2

) V:r((ﬁ)2+ﬁj 22)

e NEEERAINE

—r.ﬁ.(ﬁ—kl):v—r 2+1
- = ~r(y2+1)

1z sustava jednadZbi dobije se polumjer kugle r.




a
E = {memda } = r~(\/3+1)=% = r~(\/3+1)=ﬁ/- ! =

komparacije 2 \/E +1

a

= r=
¢ Obujam stoSca iznosi:

1(a 2 a 1 (a 3 1 a3 1 3
Vo=—|—=| m—=>Vi=—|—| 7 =>Vig=—— 7T = Vg=—+a -T.
3\2 2 312 3 8

¢ Obujam kugle iznosi:

Vzi a 37r:>V=i aS 7[:>V=i~ aS T =
© s 2({2n) £ 23~(ﬁ+1)3 £3 8-(\/E+1)3
3 3 3
:>Vk=4 a 3~7r:>Vk=l~ a 37r:>Vk= a 3~7r.
3 2(J2+1)

§.8~(\/3+1)

Racunamo omjer volumena stoSca Vi kugle Vi.

1 3 1 3 3 3
R s = (S A
VS 3 :V_s_ :V_s_ 24 A

k a k a k

Vjezba 027
Jednakostranicni trokut rotira oko jedne svoje visine. Nadi obujam rotacijom nastalog tijela.

1
Rezultat: \% =a~a 3 7Z\/§

Zadatak 028 (Bole, maturant)

U polusferu polumjera R smjestene su tri jednake kugle, tako da se diraju medusobno, diraju
polusferu i njezinu bazu. Koliki je polumjer kugala?
RjeSenje 028

Ponovimo!

Kugla je skup svih tocaka prostora ¢ija je udaljenost od sredista S manja ili jednaka polumjeru
r. Omedena je sferom polumjera 1, tj. skupom tocaka prostora ¢ija je udaljenost od sredista jednaka r.

Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta. Jednakostranican trokut
ima sve tri stranice jednake duljine.




Visina jednakostrani¢nog trokuta:

2
2 :
a2—192=(a—b)-(a+b) , (\/Z) =a , nzl—ll.
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(b+c)=a-b+a-c , ab+ac=a-(b+c).

Sa slike vidi se:
|ST|=R . |AB|=|BC|=|CcAl£2r , |SN|=|CT|=r

|NC|=|ST|-|SN|-|CT|=R-r—r=R-2-r
T

|NC|:% _2.,-:# = R_z.r:z.r—é\/E = R—2~r=r~\/§ —
= R=r~\/§+2~r = R=r~(\/§+2) = R=r~(2+\/§) — r~(2+\/§):R .

I _ R racionalizacija
= r(2+3) =K/ w3 T Lazivmka } -



Vjezba 028
U polusferu polumjera R smjestene su tri jednake kugle, tako da se diraju medusobno, diraju
polusferu i njezinu bazu. Koliki je polumjer polusfere?

Rezultat: R= r~(2+\/_3).

Zadatak 029 (Filip, srednja skola)

Duljina hipotenuze pravokutnog trokuta je 9 cm. Izraunajte obujam (volumen) stoSca koji
nastaje rotacijom toga trokuta oko katete duljine 4 cm.
Rjesenje 029

Ponovimo!

Pitagorin poucak

Trokut ABC je pravokutan ako i samo ako je kvadrat nad hipotenuzom jednak zbroju kvadrata nad
katetama.

Rotacijsko tijelo nastaje vrtnjom ravninskog lika oko pravca koji lezi u istoj ravnini. StoZac je
rotacijsko tijelo nastalo vrtnjom pravokutnog trokuta oko jedne njegove katete. Stozac je tijelo
omedeno krugom i stoZastom plohom. Vrh stosSca je tocka najudaljenija od baze. Baza stosca je krug, a
plast mu je zakrivljena ploha. Pravac koji prolazi srediStem baze i vrhom stoSca je os stoSca. Izvodnica
stoSca je duZina koja povezuje vrh stoSca s toSkemmna obodu baze. StoZac je uspravan ako mu je os
okomita na ravninu baze. Obujam uspravnog ili.kosog stoSca s polumjerom baze r i visinom Vv iznosi:

I 2

V:_.r TV,
3

Pravokutan trokut zadan je duljinom hipotenuze c i duljinom katete a pa pomocu Pitagorina poucka
izra¢unamo duljinu druge katete b.

pr=c? 0 o p?=c?2a? 1Y s =yt oa? = p=y92-4? 5

= b=,/81-16 = b=,/65.

Budu¢i da pravokutan trokut rotira oko katete a, nastaje stoZac ¢ija je visina a i polumjer baze b.

v=a , r=bh.

10



Obujam stoSca iznosi:

1 1 1 2 1 260
Vv =—~r2 Ty =V =—~b2 Ta =V =—~(«/ 65) T4 =>V=="06574=>V=--r cm3.
3 3 3 3 3
Vjezba 029

Duljina hipotenuze pravokutnog trokuta je 10 cm. Izracunajte obujam (volumen) stoSca koji
nastaje rotacijom toga trokuta oko katete duljine 6 cm.

Rezultat: 1287 cm 3.

Zadatak 030 (Dalibor, gimnazija)
Duljina prostorne dijagonale drvene kocke je 24 cm. Iz kocke je izrezan valjak najvecega
mogucega obujma. Koliki je obujam valjka?

A384- 3.7 com® B.192\(3 7 cm® C.772-7 em® D.1536-7 cm”°

Rjesenje 030
Ponovimo!

(\/;)2241 ’ ac_ac ’ (a-b)nzan-bn.

b d b-d
Kocka je pravilna Cetverostrana prizma kojoj su svi bridovi jednake duljine. Prostorna dijagonala
kocke je duzina koja spaja dva vrha koji ne leZe na istoj strani. Postoje Cetiri prostorne dijagonale i
one se sve sijeku u jednoj tocki. Formula za duljinu prostorne dijagonale glasi

Dza-\/g.

Uspravni je valjak tijelo nastalo rotacijom pravokutnika oke'jedne njegove stranice. Obujam
uspravnog valjka jednak je umnosku povrSine osnovke (kruga polumjera r) i duljine visine v, tj.

V=r2-7l'-v.

Iz formule za duljinu prostorne dijagonale izracunamo duljinu brida kocke.

D=a- \/E 1 24 racionalizacija
= a\3=24 = a-\/3=24/ —— = a=—F7 = =

D=24 J3 J3 | nazivnika
:ﬁﬁ —24.\/3 a=—24.\/E = a=24.\/E = a=8~\/§.

= a = a= =
NEINERMNE ; ;
| ~
‘ N~
i D a i v a
] .
a r a
a a

Sa slike vidi se da je polumjer baze (kruga) valjka upisanog u kocku jednak

r=l~a — r:l.g.\/E = r—1~8~\/§ = r=4~\/§,

2 2 )

v=a = V=8'\/§.
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Obujam valjka iznosi:
V=r2~7r~v = V=(4~\/§)2~7r~8~\/§ = V=42~(\/§)2~7[~8~\/§ =

= V=163783 = V=384-3 7 cm".
Odgovor je pod A.
Vjezba 030
Duljina prostorne dijagonale drvene kocke je 6- \/E cm. Iz kocke je izrezan valjak najvecega
mogucega obujma. Koliki je obujam valjka?

A.54-7 em® B.54-\3-7 cm” C.216-7 cm® D.36-7 cm®
Rezultat: A.

Zadatak 031 (4A, TUPS)

Salica u obliku valjka napunjena je vodom do pola visine. Koliko je decilitara vode u alici
ako joj je visina 10 cm, a polumjer 5 cm? (Napomena: 1 1= 1 dm?®)

A.0.16 1 B.0.39 1 C.1.571 D.3931]
RjeSenje 031
Ponovimo!
1dn=10cm , 1cm=01dm , ldm3 =1L

Uspravni je valjak tijelo nastalo rotacijom pravokutnika oko jedne njegove stranice. Obujam
uspravnog valjka jednak je umnosku povrsine osnovke (kruga polumjera r) i duljine visine v, tj.

Buduc¢i da je Salica u obliku valjka napunjena vodom do pola visine, vrijedi:

r=>5cm=0.5dm r=0.5 dm r=0.5 dm volumen polovice valjka
H=10cm=1dm ; = 1dm = = ) =
H hzT h=0.5 dm V=r-.7h
h=—
2

2
= V=(05dm)” -7-05dn = V=039 dm> = [1 a’m3zll} = V=0391.

Odgovor je pod B.
Vjezba 031

v

Salica u obliku valjka napunjena je vodom do pola visine. Koliko je decilitara vode u Salici
ako joj je visina 10 cm, a polumjer 5 cm? (Napomena: 1 1= 1 dm?®)

A.0.16 B.0.39 [ C.1.571 D.393]
Rezultat: A.
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Zadatak 032 (Antonio, tehnicka Skola)

Pravokutni trapez osnovica a = 10 cm, ¢ = 2 cm, povrsine 90 cm? rotira oko vece osnovice.
Nadi oploSje i volumen nastalog tijela.
Rjesenje 032
Ponovimo!
Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice
a-n a

—=—,n#0, n#l1.
b-n b

Trapez je Cetverokut kojemu su barem dvije stranice paralelne (usporedne).
Vrste trapeza su: pravokutni (s dva prava kuta) i jednakokracni (s dva jednaka kraka).
Podsjetimo se formule za povrSinu trapeza:

a+c
pP=
2

-V,

gdje su a i c osnovice trapeza, v visina trapeza.

Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta. Pravokutni trokuti
imaju jedan pravi kut (kut od 90°). Stranice koje zatvaraju pravi kut zovu se katete, a najdulja stranica
je hipotenuza pravokutnog trokuta.

Pitagorin poucak

Trokut ABC je pravokutan ako i samo ako je kvadrat duljine hipotenuze jednak zbroju kvadrata
duljina kateta.

2 2
c =a +b
Krug je skup svih tocaka ravnine kojima je udaljenost od.zadane tocke S manja ili jednaka zadanom
broju r > 0 (polumjeru kruga).

Plostina kruga polumjera r iznosi:

P:r2-71'.

Uspravni i kosi valjak jednakog polumjera baze r i visine v imaju jednake obujme. Taj obujam iznosi:
V=r ? V.

Plostina plaSta uspravnog valjka polumjera r i visine v izraCunava se formulom:
P=2-r-mw-v.

Obujam uspravnog ili kosog stoSca s polumjerom baze r i visinom v iznosi:

2

V=—r -7

1
3
Plostina plaSta uspravnog stoSca s bazom polumjera r i izvodnicom s iznosi:

P=r-m-s.
Geometrijska tijela koja nastaju vrtnjom nekog ravninskog lika oko istaknute osi nazivamo rotacijska
tijela. Rotacijska tijela nastaju vrtnjom ravninskog lika oko pravca koji leZi u istoj ravnini.
Valjak je rotacijsko tijelo nastalo vrtnjom pravokutnika oko jedne njegove stranice.
Stozac je rotacijsko tijelo nastalo vrtnjom pravokutnog trokuta oko jedne njegove katete.
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 r r
A\ S _/B

Sa slike vidi se:
| As|=|sB|=| DP|=| PC|=r . |AD|=|SP|=|BC|=h =c=2

|PV]=hy ,|SV]=a<10 , |CV]|=s

Budu¢i da je zadana povrSina trapeza, moZemo izracunati njegovu visinu v.

a=10
c=2 § = [P:aJrC-»} _gp=10F2 ., 90=%~v - 90=%~v -
P=90

= 90=6-v = 6-v=90 = 6-v=90/:6 = v=15.
Visina v trapeza istodobno je polumjer r osnovke valjka.

r=v
= r=15.
v=15

Uocimo pravokutan trokut VPC ¢&ije su katete
h, =| PV hy =| SV |—|SP hy=a-c hy, =10-2 hy =38
21PN my=lsvisel) _ hpmame] m=10-2] p=s)
r:|pc| r=15 r=15 r=15

a hipotenuza

s=|cv|.

Nademo duljinu izvodnice s uporabom Pitagorina poucka.

2 2 2
lev|?=|pc|+|pv|? = sP=rPan) = s =rPen 1Y s s= it en =

= s=\/152+82 = s=17.

Oplosje O rotacijskog tijela sastoji se od povrSine plasta P stosca, povrSine plasta Py valjka i povrSine
jedne osnovke (donje baze) B valjka.
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r=15
O=F+Hh,+B = O=r-7[~s+2~r-7[-hl+r2~7[ = |s=17| =
/1122

= 0=15~7r~17+2~15~7r~2+152~7r = 0=255-7+60-7+225- 71 = O=540-x cm2

Obujam V rotacijskog tijela jednak je zbroju obujmova V, valjkai V; stoSca.

r=15
2 12 2 I .2
V=W+Vy = V=rm-l+—r w-hy = |Iy=2|=V=15"-72+—15"7-8 =
3 3
=8

/12

= V=450-7+600-7r = V =1050-x cm3.
Vjezba 032

Pravokutni trapez osnovica a = 1 dm, ¢ = 0.2 dm, povrSine 90 cm? rotira oko veée osnovice.
Nadi oplos$je i volumen nastalog tijela.

Rezultat: 0=540-tcm?® , V=1050" 1 cm’.

Zadatak 033 (Vedran, gimnazija)

Pravokutni trokut ¢ije su katete a i b rotira najprije oko katete b, a zatim oko katete a. Nadimo
omjer izmedu volumena nastalih stoZaca.

RjeSenje 033
Ponovimo!

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

a-n .a

—== , n#0 , n#l.

b-a\ b
Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta. Pravokutni trokuti
imaju jedan pravi kut (kut od 90°). Stranice koje zatvaraju pravi kut zovu se katete, a najdulja stranica
je hipotenuza pravokutnog trokuta.
Obujam uspravnog ili kosog stoSca s polumjerom baze r i visinom v iznosi:

1
V=—-r2-71'-v.

Uspravan valjak, stoZac i kugla mogu nastati rotacijom nekog geometrijskog lika oko istaknutog
pravca (osi rotacije, vrtnje).
Rotacijom pravokutnog trokuta oko katete b dobije se stoZac polumjera baze a i visine b.

@)

Volumen iznosi:



Rotacijom pravokutnog trokuta oko katete a dobije se stoZac polumjera baze b i visine a.
‘ [ 1
| b ~—b b A

r=>b 1
} = [VZE-rz-ﬂ'-L} = Va=—~b2~7£~a.

v=a

Volumen iznosi:

—

Omyjer izmedu volumena nastalih stoZaca iznosi:

1 2 12
—-a -7-b —-a -7-b 2 2
Yes” "0 % s” T Y ath N a b Yy o
1,2 1,2 Vy b2 Ve b2 V, b
Va ~ b ra Va b .r-a a b7 -a a b -a a
3 3

= Vb :Vy=a:b.
Vjezba 033

Pravokutni trokut ¢ije su katete a =4 i b = 3 rotira najprije oko katete b, a zatim oko katete a.
Nadimo omjer izmedu volumena nastalih stoZaca.

Rezultat: Vb V=43

Zadatak 034 (Petar, srednja Skola)

Ako se polumjer baze i visina stoSca smanje dva puta volumen stoSca smanji se:

A. 4 puta B. 6 puta C. 8 puta D. 16 puta
Rjesenje 034
Ponovimo!
n n
a=b c d n n o, n a a a ¢ a-c
= —=— (a-b) =a b , - == , T =T
c=d a b b b b d b-d

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice
a-n a

—=—,n#0, n#l1.
b-n b

Obujam uspravnog ili kosog stoSca s polumjerom baze r i visinom v iznosi:

1
V:_.rz.ﬂ'.y_
3
l.inacica
12 1 2 12
V=3romy podijelimo] v, 371 v 3 TY
1 2 = jednadzbe | v 1 2 TV 2 -
jednadzbe
Vi=—r -7 —r TV —er v
15 1 1 3 3
2
v 2 uvjet v (lm 1V v lrzlv
oA it 1_\2 2 Vi 4 5
= 1 1 = = = = =
2 LW =—-r V, =—-V 2 2
reev | rov rov

16



1 21
Vi 475" v v v
Vv re .y V 42 vV 8 14
Odgovor je pod C.
2.inacica
jet
Lo uvj 1 (1 2 |
Vi=Zn mvp = 1 I e A o ot B AL
3 H=":r ., V=7V 2 2
2 2
11 2 1 1 (1 1 2
= ‘/1:_._.7- T—y = ‘/1:— —-r Tv|l=>|V=—-r v | = ‘/1—_ |4
34 2 8 3
Odgovor je pod C.

Vjezba 034
Ako se polumjer baze smanji dva puta i visina stoSca Cetiri puta volumen stoSca smanji se:

A. 4 puta B. 6 puta C. 8 puta D. 16 puta
Rezultat: D.

Zadatak 035 (Asterix, gimnazija)

Duljine osnovica pravokutnog trapeza‘iznose 5 cm i 7 cm, a duljina kraceg kraka iznosi 4 cm.
IzraCunajte oplosje tijela koje nastaje rotacijom toga trapeza oko dulje osnovice.

Rjesenje 035

Ponovimo!
JJa-b= \/Z\/Z

Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(b-i—c):a-b-i-a-c , a-b-i—a-c:a-(b-i-c).

Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.

Pravokutni trokuti imaju jedan pravi kut (kut od 90°). Stranice koje zatvaraju pravi kut zovu se katete,
a najdulja stranica je hipotenuza pravokutnog trokuta.

Pitagorin poucak

Trokut ABC je pravokutan ako i samo ako je kvadrat nad hipotenuzom jednak zbroju kvadrata nad
katetama.

Cetverokut je dio ravnine omeden sa Cetiri duZine. Konveksni etverokuti su etverokuti kojima su svi
kutovi manji od 180°.

Trapez je Cetverokut kojemu su dvije suprotne stranice usporedne (paralelne). Usporedne stranice zovu
se osnovice, a druge dvije zovu se kraci trapeza. Vrste trapeza su: raznostrani¢an (ima sve stranice
razlicite duljine), jednakokracan (ima 2 nasuprotne stranice jednake duljine) i pravokutan (ima jedan
pravi kut).

Paralelogrami su ¢etverokuti kojima su po dvije nasuprotne stranice usporedne (paralelne).
Pravokutnik je paralelogram koji ima barem jedan pravi kut (pravi kut ima 90°).

Krug je skup svih tocaka ravnine kojima je udaljenost od zadane tocke S manja ili jednaka zadanom
broju r > 0 (polumjeru kruga).

Opseg kruga polumjera r iznosi:
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0O=2-r-x.
Plostina kruga polumjera r iznosi:
P=r 2 - TT.

Rotacijsko tijelo nastaje vrtnjom (rotacijom) ravninskog lika oko pravca koji leZi u istoj ravnini.
Valjak je rotacijsko tijelo nastalo vrtnjom pravokutnika oko jedne njegove stranice. Osnovka ili baza
valjka je krug.

Oplosje uspravnog valjka
Oplosje uspravnog valjka polumjera r i visine v racuna se formulom:

()22-1‘2-71'-1-2-}”-71'-»".

Stozac je rotacijsko tijelo nastalo vrtnjom pravokutnog trokuta oko jedne njegove katete. Osnovka ili
baza stosca je krug. Izvodnice stoSca spajaju vrh-s'tockama na kruZnici. StoZac je uspravan ako su mu

sve izvodnice jednakih duljina:
[ 2 2
s=\r-+v-.

&
Oplosje uspravnog stoSca

Oplosje uspravnog stoSca s bazom polumjera r i izvodnicom s iznosi:

2
O=r"-7T+r-7-s.

18



Sa slike vidi se:
b=5cm ,a=7cm , r=4cm , v=a-b=Tcm-5cm=2 cm

Rotacijom pravokutnog trapeza oko dulje osnovice nastaje geometrijsko tijelo sastavljeno od valjka i
stoSca pri cemu je duljina izvodnice jednaka

r=4
5= r2+v2:>{ }:w: 42492 = 5=J16+4 = s=J20 =

= s=445 = s=\/2~\/§ = s=2-45 cm.

Oplosje nastalog tijela jednako je zbroju:
e plostine donje baze (kruga) valjka

e plostine plasta valjka
e plostine plasta stoSca

pa vrijedi

O=r2~7r+2~r-7r~b+r~7r~s = O=r-7r~(r+2~b+s) = | b=
= 0=4-7-(4+25+2.[5) = 0=4.7.(4+10+2.[5) = 0=4.7.(14+2-[5) =
= 0=(56-7+8-7-\/3) em .

Duljine osnovica pravokutnog trapeza iznose 50 mm i 0.7 dm, a duljina krac¢eg kraka iznosi

4 cm. IzraCunajte oplosje tijela koje nastaje rotacijom toga trapeza oko dulje osnovice.

0=(56-7+8-7-[5) cm”.
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Zadatak 036 (Felix, gimnazija)

Zadan je Suplji uspravni stoZac s izvodnicama duljine 15 cm te visinom duljine 9 cm. U njega
je stavljena kugla polumjera 10 cm koja dira samo izvodnice stoSca. Kolika je duljina kruZnice u kojoj
se dodiruju kugla i plast stosca?

Rjesenje 036
Ponovimo!
-d+b- l; - 2
n=_ , dpLaeroc , a2=22 , (a+b) =a2+2-a-19+192
1 b d b-d c c
n n
L +1
(ﬁj :a_n ) 02=O:>a=() , ﬁJr—9=a 9.
b b n n n

Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.

Pravokutni trokuti imaju jedan pravi kut (kut od 90°). Stranice koje zatvaraju pravi kut zovu se katete,
a najdulja stranica je hipotenuza pravokutnog trokuta.

Za s§iljaste kutove a i  pravokutnog trokuta vrijedi:

a+[)’:900.

Pitagorin poucak

Trokut ABC je pravokutan ako i samo ako je kvadrat nad hipotenuzom jednak zbroju kvadrata nad
katetama.

Tangens §iljastog kuta pravokutnog trokuta jednak je omjeru duljine katete nasuprot tog kuta i duljine
katete uz taj kut.

Sinus Siljastog kuta pravokutnog trokuta jednak je omjeru duljine katete nasuprot tog kuta i duljine
hipotenuze.

Sli¢nost trokuta

Kazemo da su dva trokuta sli¢na ako postoji pridruzivanje vrhova jednog vrhovima drugog tako da su
odgovarajuci kutovi jednaki, a odgovarajuce stranice'proporcionalne.

a b ¢
a=a . ﬁ:ﬁl AVEN — =L ==L
a, b ¢
1 1 "1
Omjer stranica sli¢nih trokuta k zovemo koeficijent sli¢nosti.
C
b a
A c B

Prvi poucak sli¢nosti (K — K)
Dva su trokuta sli¢na ako se podudaraju u dva kuta.
Drugi poucak sli¢nosti (S — K- S)
Dva su trokuta sli¢na ako se podudaraju u jednom kutu, a stranice koje odreduju taj kut su
proporcionalne.
Trec¢i poucak slicnosti (S-S - S)
Dva su trokuta sli¢na ako su im sve odgovarajuce stranice proporcionalne.
Cetvrti poucak sli¢nosti (S — S — K)
Dva su trokuta sli¢na ako su im dvije stranice proporcionalne, a podudaraju se u kutu nasuprot vecoj
stranici.
Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice
a-n a

—=—,n#0, n#l1.
b-n b
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Ako su aib brojevi, kazemo da je kvocijent a : b, b # 0 omjer brojeva aib.
Razmyjer ili proporcija je jednakost dvaju jednakih omjera. Ako je
a:b=k 1 c:d=k,

tada je razmjer ili proporcija

a:b=c:d.
Umnozak vanjskih ¢lanova razmjera a i d jednak je umnoSku unutarnjih ¢lanova razmjera b i c.

a:b=c:d = a-d=b-c.

Kruznica je skup svih tocaka u ravnini jednako udaljenih od zadane tocke (sredista).
Polumjer ili radijus je duZina koja spaja srediSte kruZnice s bilo kojom tockom kruZnice. Duljina
polumjera oznacava se slovom r.
Opseg kruZnice polumjera r iznosi:

Oo=2-r-x.
JednadZba pravca oblika

y=k-x+I

naziva se eksplicitni oblik jednadZbe pravca ili krace, eksplicitna jednadZba pravca. Broj k naziva se
koeficijent smjera pravca. Broj 1 nazivamo odsjecak pravca na osi y.

Prikloni kut pravca je kut za koji treba u pozitivnom smjeru zarotirati pozitivni dio x — osi oko
presjeka pravca i osi do pravca p. Njegov tangens jednak je koeficijentu smjera pravca, tj.

tga=k.

P P

k=tga k=tga

A\ 4
A

y=k-x+I y=k-x+1

Veza izmedu nagiba pravca i veliCine priklonog kuta:
@ Prikloni kut je $iljasti kut => tangensSiljastog kuta je pozitivan broj => koeficijent smjera je

pozitivan broj.
A

\4

a<90° = tga>0 = k>0 =

@ Prikloni kut je tupi kut => tangens tupog kuta je negativan broj => Kkoeficijent smjera je
negativan broj.

A\ 4

a>90° = tga<0 = k<0 >

Ako je S(0, 0) srediSte kruZnice, a r polumjer, tada sredi$nja jednadzba kruznice glasi:

2 2 2
X +y =r .

Tangenta kruZnice je pravac koji s kruZznicom ima to¢no jednu zajednicku tocku. Pravac s jednadzbom
y =k - x + 1 dira kruZnicu x* + y* = * onda i samo onda ako vrijedi
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Sa slike vidi se:
|VA|=s=15,|VP|=v=9 , |SD|=R=10 , [PA|=y ., |VD|=x , LPVA=a

|ND | =r — polumjer kruZnice u kjoj se dodiruju kugla i stoZac

B my A

Primijetimo pravokutan trokut VAP i pomocu Pitagorina poucka izratunamo duljinu katete y.
2 2 2 [
|PA| =|VA| —|VP| :>y2=s2—V2:>y2=s2—v2/\/_:>y= S2—V2 =

= y=y152-9% = y=12.

1.inacica
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Pravokutni trokuti AVAP i AVDS sli¢ni su (prvi poucak sli¢nosti, K — K) pa vrijedi razmjer:

[ve| _vo]

v X
y R

Pravokutni trokuti AVAP i AVDN sli¢ni su (prvi poucak slicnosti, K — K) pa vrijedi razmjer:

PA ND
[PA|_IND] [y r oy iy, Y
|VA| |VD| s X x s x s s
151 15 12
r=—-— =— — = r=6.
2 15 2 15
Duljina kruZnice (opseg) u kojoj se dodiruju kugla i plast stosca je:
O=2-r-x
= 0=2-67m = 0=12-7 cm.
r=6
2.inacica
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Uocimo pravokutne trokute AVAP i AVDS i uporabom trigonometrijske funkcije tangens dobijemo:

tga:M _y
L Dl O S T SN S
|SD| R vV X v_x y - y
th(:W l‘ga=;

Uocimo pravokutne trokute AVAP i AVDN i uporabom trigonometrijske funkcije sinus dobijemo:

_ | PA|
A sinag =2
s :>l=£:>£=l:>—=1/-x:> r=x-+- =
. |ND| . r s x x s x s s
Slna:ﬁ smo =—
VD X
N r_E.E 15 12

= = r .
2 15 2 15
Duljina kruZnice (opseg) u kojoj se dodiruju kugla i plast stosca je:
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O=2-r-x
= 0=2-67r = 0=12-7 cm.
r=6
3.inadica
RjeSenje je ponudio profesor matematike i informatike Tibor Peji¢ iz Bjelovara.
A
Y |~
L g "
\
>
J
X
A
N
Sa slike vidi se:

|vC|=|VL|=s=15, |VK|=v=9 , |0A|=|0B|=1 ., |OD|=10 , 2BVO=a
|ND | =r — polumjer kruZnice u kojojSe dodiruju kugla i stoZac

Nac¢i ¢emo rezultat uporabom analiticke geometrije. Problem postavimo u koordinatni sustav u ravnini
tako da kruZnica polumjera 10 cm ima srediSte u.ishodiStu koordinatnog sustava.

xz+yz=102 = x2+y2=100,

a izvodnice stoSca su tangente
y=k-x+1

L~

Zbog jednostavnosti promatrat ¢emo pravokutni trokut VKL. Pomoc¢u Pitagorina poucka izracunamo
duljinu katete | KL| .
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|KL|2=|VL|2—|VK|2 = |KL|2=|VL|2—|VK|2/I = |KL|=\/|VL|2—|VK|2 =

= |KL|=y15%-9% = |KL|=12.

U trokutu VKL je kut a istodobno koeficijent smjera tangente t;.

k=tgao
g =1—r1 | VK | 9

Pomocu uvjeta dodira pravca i kruZnice dobije se duljina odsjecka 1 tangente t;.

2
r= =100 2
r2~(l+k2)=12 = = 100- l+(gj =12 = 100~(1+%j=12 =

11 +1 2
= 100- —+—6 =12 = 100~9 6=12 = 100~—5=
1 9 9 9

2 2
= 12=ﬂ/\/_ = l=‘/ﬂ = l=$.
9 9 3

JednadZba tangente t; glasi:

/ / —

2 2500 2
I =5 ——=

4
k=—
3

y=k-x+l = =—- .
Z——SQ 3 3
3

Koordinate tocke D u kojoj tangenta t; dira kruZnicu rjeSenja su sustava jednadzba:

y 4 x+50 i o)
=X+t — metoda 4 50
3 3 = . = x2+(—~x+—j =100 =
2 2 zamjene 3 3
x +y =100
16 400 2500 16 400 2500
2+—~xz+T~x+T=100 = x2+—~x2+T~x+T=100/- 9 =

= 9~x2+16~x2+400~x+2500=900 = 9~x2+16~x2+400~x+2500—900=0 =

= X

= 25~x2+400~x+1600=0 = 25~x2+400~x+1600=0/:25 = x2+16~x+64=0 =

= (x+8)°=0 = x+8=0 = x=-8.

Racunamo y.
4 50
y=_—-x+— 4 50 32 50 -32+50
3 3¢ = y=—~(—8)+— = y=——t— = y=— =
3 3 3 3 3
x=-8
= _18 = _5 = y=6
y 3 y 3 y

DiraliSte D ima koordinate
D(x, y) = D(—S, 6).

Buduc¢i da je ordinata y = 6 ujedno i polumjer traZene kruZnice (u kojoj se dodiruju kugla i plast

stoSca) vrijedi:
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=6

Y } = r=6.

r=y

Duljina kruZnice (opseg) u kojoj se dodiruju kugla i plast stoSca je:
O=2-r-x

= 0=2-671 = 0=12-7 cm.
r=6
4.inacica
RjeSenje je ponudio veliki ljubitelj matematike iz Gimnazije Bjelovar pod nadimkom Ivan

Galeb.
Treba ponoviti kutove sa okomitim kracima!

Sa slike vidi se:

|VA|=|VB|=5=15 , |VP|=v=9 , |ND|=r , |SD|=R=10

Izvodnica stoSca tangenta je kruZnice, a pravci VS i AB medusobno su okomiti. Vrijedi
£ DSN = ZVBP

jer su to Siljasti kutovi s okomitim kracima. Trokuti ADSN i1 AVBP sli¢ni su (K — K poucak) pa vrijedi

razmjer:
1
|VP|:|VB|=|ND|:|SD| = vis=r:R = s:r=v-R = sr=v-R/ ~ =
s
v-R 9 cm-10 cm 9 cm-10 cm
— = > fr=——— = f=—— = r=6cm.
s 15 cm 15 cm
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Duljina kruZnice (opseg) u kojoj se dodiruju kugla i plast stoSca je:
O=2-r-x
= 0=2-6cm7w = 0=12-7 cm.
r=6cm
Vjezba 036

Zadan je Suplji uspravni stoZac s izvodnicama duljine 1.5 dm te visinom duljine 9 cm. U njega
je stavljena kugla polumjera 1 dm koja dira samo izvodnice stoSca. Kolika je duljina kruZnice u kojoj
se dodiruju kugla i plast stoSca?

Rezultat: 12 - T cm.

Zadatak 037 (Petra, gimnazija)

Brid kocke ima duljinu a. U tu kocku upisana je uspravna piramida tako da se donje baze
poklapaju, a vrh piramide je u srediStu gornje baze kocke. Nadi omjer oplo$ja kocke i piramide.

Rjesenje 037
Ponovimo!
an an a ¢ a-d+b-c 2
(_j _a g @dvbe s [0 o, Jabeyalp
b b b d b-d
b ab 1 n m_ n+m g_ﬁ

a—=—— , a =a , a -a =a , = .
c ¢ b \/7

Kocka (heksaedar) spada u pravilne poliedre. Omedena je sa Sest sukladnih strana koje su kvadrati,

ima 8 vrhova i 12 bridova. Ako kocka ima brid a, tada je oplo§je:

0O=6-a 2.
Piramida je geometrijsko tijelo omedena mnogokutima — osnovkom (bazom) i trokutima koji ¢ine
pobocke (strane) piramide. Poboc¢ke spajaju vrh piramide s bridom osnovke. Visina piramide
udaljenost je vrha piramide od ravnine njezine baze. OploS§je piramide racuna se po formuli
O=B+P,
gdje je B plostina baze, a P plostina plasta.
Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
Pravokutni trokuti imaju jedan pravi kut (kut od 90°). Stranice koje zatvaraju pravi kut zovu se katete,
a najdulja stranica je hipotenuza pravokutnog trokuta.
Pitagorin poucak
Trokut ABC je pravokutan ako i samo ako je kvadrat nad hipotenuzom jednak zbroju kvadrata nad
katetama.
Plostina trokuta izracunava se po formuli

P:a-va ’ P:b-vb ’ P:C-bc
2 2 2

Plostina trokuta jednaka je polovici produkta duljine jedne njegove stranice i duljine visine koja
odgovara toj stranici.
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Kod jednakokrac¢nog trokuta duljine dviju stranica su jednake. Stranice jednakih duljina zovemo
kracima trokuta.

Sukladnost trokuta

KaZemo da su dva trokuta sukladna ako postoji pridruZivanje vrhova jednog vrhovima drugog tako da
su odgovarajuci kutovi jednaki, a odgovarajuce stranice jednakih duljina.

a=o ,ﬂzﬂl L Y=1n o, a=q ,bzb1 , C=0p

Prvi poucak sukladnosti (S —S —S)

Dva su trokuta sukladna ako se podudaraju u sve tri stranice.

Drugi poucak sukladnosti (S — K- S)

Dva su trokuta sukladna ako se podudaraju u dvije stranice i kutu izmedu njih.

Tre¢i poucak sukladnosti (K-S — K)

Dva su trokuta sukladna ako se podudaraju u jednoj stranici i oba kuta na toj stranici.
Cetvrti poucak sukladnosti (S —S — K)

Dva su trokuta sukladna ako se podudaraju u dvije stranice 1 kutu nasuprot vecoj stranici.
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju:

a-(b+c) =a-b+a-c , ab+a-c :a-(b+c).
Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

an a
—=—,n#0, n#l.

b-n b

Cetverokut je dio ravnine omeden sa Cetiri duZine. Konveksni etverokuti su etverokuti kojima su svi
kutovi manji od 180°.

Kvadrat je cetverokut kojemu su sve stranice sukladne, a dijagonale medusobno sukladne i okomite.
PovrSina kvadrata duljine stranice a izraCunava se po formuli

P=c12
H G

A

Sa slike vidi se:
| AB|=| BC|=|cG|=|sV]|=a , |SP|=% . |ve|=v
Uoc¢imo pravokutan trokut PSV i uporabimo Pitagorin poucak.
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2 2 2 2
2 2 2
|VP| =|SP| +|SV| :>V2: ﬁ +Cl2 :>V2=a—+a2 :>v2=a_+a_:>
2 4 4 1
2
2 a2+4~a2 2 5~a2 o) 5~a2 Na 5~a2 5.4
=V = =V = > Vv = / = yp= = yp="" "
4 4 4 4 \/Z
\/g'\/dz a5
= p=" ¥ =N
2 2

Jednakokracni trokuti AABV, ABCV, ACDV i ADAV medusobno su sukladni (S — S — S) pa imaju
jednake povrSine

Oplosje kocke Oy iznosi:

Oplosje piramide ABCDV jednako je zbroju ploStine kvadrata ABCD i plostina jednakokra¢nih
trokuta AABV, ABCV, ACDV i ADAV.

Oplo§je piramide O je:

2

a-v 2 %
= 02 =a +47 = 02 =a

+4. 22 =
2

1-4/ 5 a-+l5
:>Oz=a2+2~a~v:>|:v=c [:I:>02=a2+2~a~ [ =

2 ats 2 2 2
:>02=a +2~T:>02=a +a ~\/§:>02=a ~(1+\/g).

Za omjer oplo§ja kocke O 1 oplo§ja piramide O vrijedi:
0 6-a 2 0 6-a 2 0 6
R L =

02_a2~(1+\/§) 02 az~(1+\/§) 02 1+\/§

= 0 :0,=6:(1+45).

Vjezba 037
Odmor!
Rezultat:

Zadatak 038 (Darko, gimnazija)

Oko bunara promjera 1.2 m treba napraviti betonsku plo¢u kojoj je vanjski rub kvadrat ¢ija je
duljina stranice 2 m kao §to je prikazano na skici. Debljina te ploce treba biti 5 cm. Jedna vreca
suhoga betona dovoljna je za 12.5 litara (dm®) betona. Koliko je najmanje vre¢a potrebno kupiti za
betoniranje te ploce?
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Rjesenje 038

Ponovimo!
1m=10dmn , 1dn=10cm , 1cm=0.1dm.

1L=1dm 3.
Cetverokut je dio ravnine omeden sa Cetiri duzine. Konveksni etverokuti su &etverokuti kojima su svi
kutovi manji od 180°.
Kvadrat je Cetverokut kojemu su sve stranice sukladne, a dijagonale medusobno sukladne i okomite.
Povrsina kvadrata duljine stranice a izracunava se po formuli
2
P=a".
Kruznica je skup svih tocaka u ravnini jednako udaljenih od zadane tocke (sredista).
Polumyjer ili radijus je duZina koja spaja srediSte kruZnice s bilo kojom tockom kruZnice. Duljina
polumjera oznacava se slovomr.
Promjer kruznice:
d=2-r.
Uspravni i kosi valjak istog polumjera baze (osnovke)r.i-visine h imaju jednake obujme (volumene).
Taj obujam iznosi:
2
V¥ -7 h
Kvadar je uspravna Cetverostrana prizma kojoj je baza pravokutnik. Neka su a, b i ¢ duljine bridova
kvadra. Obujam kvadra izraCunava se po formuli:

V=ab-c

Obujam V betonske ploce jednak je razlici obujma Vi kvadra i obujma V, valjka.
a=2m=20dm
V:Vk_Vv = V=a2~h—r2'7[-h = |2r=12m = r=6dn | =
h=5cm=0.5 dn

E
= V=(20 dm)z.o.s dm—(6 dm)z.z.o.s dm = — V =143.45 dm”°.

Jedna vreéa suhoga betona dovoljna je za 12.5 litara (dm?) betona. Za betoniranje ploce trebat ée
najmanje 12 vreca.
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3 .
mz —1148=~12.

12.5 dm
Vjezba 038
Odmor!
Rezultat:

Zadatak 039 (Alan Ford, maturant)

Danoj kocki je upisana i opisana kugla. IzraCunajte omjer volumena upisane i opisane kugle.

A3:3 B.\[2:4 C.{f3:9 D.2:1

Rjesenje 039
Ponovimo!
n n
a (a 3 a ¢ a-d 1 n m n+m
= , Na=afa , Z== , a =a , a -a =a :
b b b d b-c

2

(\/;) =a |, (n\/z)m:n a , ]zza:b.
h

ProSiriti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka pomnozZiti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

a a-n
—=——, nz0, n&h

b b-n
Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

a-n a

—=— 0", n#l.

b-n b
Kocka (heksaedar) spada u pravilne poliedre:.Omedena je sa Sest sukladnih strana koje su kvadrati,
ima 8 vrhova i 12 bridova.
Prostorna dijagonala kocke je duZina koja spaja dva vrha koji ne leZe na istoj strani. Postoje Cetiri
prostorne dijagonale i one se sve sijeku u jednoj tocki.
Duljina D prostorne dijagonale kocke dana je formulom

D=a- \/E ,
pri ¢emu je a duljina brida kocke.
Kugla je skup svih tocaka prostora ¢ija je udaljenost od srediSta S manja ili jednaka polumjeru r.
Omedena je sferom polumjera r. Sfera je skup tocaka prostora ¢ija je udaljenost od sredista S jednaka

r. Promjer je duljina duZine koja prolazi kroz srediSte kugle i ¢iji se krajevi nalaze na sferi.
Obujam kugle polumjera r iznosi:

r2

r r

r2
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Neka je a brid kocke, r; polumjer upisane kugle, r» polumjer opisane kugle (prikaz je u dvije
dimenzije!).

Za promjer upisane kugle vrijedi:
1 a
2-n=a > 2-n=al/-— = rn=—
1 1 2 1

Za promjer opisane kugle vrijedi:

1
2~r2=a~ﬁ = 2y =a 3/-5 = =

2
Racunamo omjer:

4.3 4.3 3 a
Moz oM 5T My :ﬁ_[r_lJ V| o
= 3 = =
v Y3 2 Y3 oy Y Vy a3

2 2
3 3 o)
3
@ 3
Jh | o :,VIZH Viot Mot M1
v, a~\/§ v, \/E v, (\/E) v, 133 v, 3\/3
2
S T S R IO T N/ T E
2
Vo 343 43 Vs 3(\/3) Voo 33 Vo 9
= ViV, = 3:9
Odgovor je pod C.
Vjezba 039
Odmor!
Rezultat:
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