Zadatak 101 (4A, 4B, TUPS)

Osnovka (baza) uspravne Cetverostrane piramide je kvadrat duljine stranice 6 cm. Duljina
visine piramide je 10 cm. Koliki je obujam (volumen) te piramide?

A. 60 cm 3 B.120 cm 3 C. 360 cm 3 D. 600 cm 3

Rjesenje 101

Ponovimo!
Cetverokut je dio ravnine omeden sa Getiri duZine. Konveksni ¢etverokuti su detverokuti kojima su svi
kutovi manji od 180°.

Kvadrat je cetverokut kojemu su sve stranice sukladne, a dijagonale medusobno sukladne i okomite.
Povrsina kvadrata duljine stranice a izracunava se po formuli

2
B=a".
Piramida je geometrijsko tijelo omedena mnogokutima — osnovkom (bazom) i trokutima koji ¢ine
pobocke (strane) piramide. Pobocke spajaju vrh piramide s bridom osnovke. Visina piramide
udaljenost je vrha piramide od ravnine njezine baze. Baza je Cetverostrane pravilne piramide kvadrat, a

visina prolazi kroz srediSte kvadrata. Svi su pobo¢ni bridovi pravilne Cetverostrane piramide jednake
duljine. Obujam pravilne Cetverostrane piramide racuna se po formuli

1 1 2
V==—Bv=V=—a v,
3 3

gdje je a duljina brida osnovke (kvadrata), v njezina visina.

a

2

B=a ,
1 a=6cm 1 2

1 :>V=—~a2~v: :>V=—~(6cm) ~v:V=120cm3.
V=—RB.y 3 v=10 cm 3

3

Odgovor je pod B

Vjezba 101

Osnovka (baza) uspravne Cetverostrane piramide je kvadrat duljine stranice 3 cm. Duljina
visine piramide je 10 cm. Koliki je obujam (volumen) te piramide?

A. 30 cm3 B. 90 cm3 C.120 cm 3 D. 150 ecm 3

Rezultat: A.

Zadatak 102 (Miroslav, gimnazija)

Koliki je kut izmedu dvije prostorne dijagonale kocke?
Rjesenje 102

Ponovimo!



(a~b)n=an~b” ’ (\/;) — 4 ’ u =u ’ a”~am=a”+m.
n\m n-m n a ¢ a-d+b-c a ¢ a-d-b-c
1 b d b-d b d b-d
a
ac_ac ﬁ_wd
bd bd ~ ¢ bc
d

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

an_d ,n#0 , n#1.

b-n b
Kocka (heksaedar) spada u pravilne poliedre. Omedena je sa Sest sukladnih strana koje su kvadrati,
ima 8 vrhovai 12 bridova.
Prostorna dijagonala kocke je duzina koja spaja dva vrha koji ne leZe na istoj strani. Postoje Cetiri
prostorne dijagonale i one se sve sijeku u jednoj tocki.
Duljina D prostorne dijagonale kocke dana je formulom

D=a- \/E s
pri ¢emu je a duljina brida kocke.
Prostorne dijagonale kocke sijeku se u jednoj tocki koja ih raspolavlja.
Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
Poucak o kosinusu (kosinusov poucak)
U trokutu ABC vrijede ove jednakosti:

2 2 2
2 2 2 b +c —a
a =b +c  =2-b-c-cosh= cos@x=—,
2:b-c
2 2 2
+c =1
172=az+cz—2-a-c-cos/3 = cosﬁzu,
2-a-c
2 2 2
2 2 2 a +b~ —c
c =a +b " -2-a-b-cosy = cosy=———-—"—
2-a-b
Aq i B,
¢
1 S a
p/ |
o C
e a
A a B

Sa slike vidi se:

|AB|=|BC|=|CD|=|DA|=‘AA1‘=‘BBl‘=‘CC1‘=‘DD1‘=a
‘AlBl‘:‘BICI‘Z‘CIDI‘:‘DIAI‘:a
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‘ AIC ‘ =‘ DB1 ‘ = a-\/_3 duljina prostorne dijagonale , ‘ SA1 ‘ =‘ SB1 ‘ =l-a-\/§

2
LASB =¢
Uocimo trokut A;SB; Cije su duljine stranica |SA1 |, |SB1| i |A1B1 |.P0moéu poucka o kosinusu
imamo
2 2
2 1 |? 2 Ta3] 4 oay3] —a?
EARAEEEY 5 5
cosQ = = cosp= T 7 =
2|54, || 5B, | Z.E.a.\ﬁ.?a.ﬁ
1 21 2 1 1
—-az-(\/g) +—-a2-(\/§) —a2 —-a2-3+—-a2-3—a2
4 4 4 4
= cos@Q= 1 1 = cos@= o 5 =
Q.E.a.ﬁ.?a.ﬁ La (3)
2
3 2 2 2 3 2.3 2 a
— +— -a —a " +—a -
= cos(o=4 T a2 . = cos(o=4 34a2 LN
2 2
3-a +3~a2—4 a2 2~a2 2(12 1
= cos@Q= 4 = cos(/)=L = cospPp=— = cos¢)=l =
32 3 ) 3
2 2 2 2
1
2 -1(1 ° 2144
= cos(p=§ = COSQ === @=Cos g = @=70 31'44".
2

Vjezba 102
Koliki je veéi kut izmedu dvije prostorne dijagonale kocke?
Rezultat: 109° 28' 16".

Zadatak 103 (Miroslav, gimnazija)
Koliki kut zatvara prostorna dijagonala kocke s osnovkom?
Rjesenje 103
Ponovimo!
2

ae_ac s alza s a’14a177=an+’n s \/;4\/22\”1417 s (\/;) =a.
b d b-d

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

an a
—=—,n#0, n#l.
b-n b

Progiriti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka pomnoZiti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice
a a-n

—=—— ., n#0, n#l.
b b-n



Kocka (heksaedar) spada u pravilne poliedre. Omedena je sa Sest sukladnih strana koje su kvadrati,
ima 8 vrhovai 12 bridova.

Plosna dijagonala kocke je duZina koja spaja dva nesusjedna vrha strane kocke (strane kocke su
kvadrati sa stranicama a).

Duljina d plosne dijagonale kocke dana je formulom

d=a- \/E s
pri ¢emu je a duljina brida kocke.
Prostorna dijagonala kocke je duzina koja spaja dva vrha koji ne leZe na istoj strani. Postoje Cetiri
prostorne dijagonale i one se sve sijeku u jednoj tocki.
Duljina D prostorne dijagonale kocke dana je formulom

D=a- \/E s
pri ¢emu je a duljina brida kocke.
Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
Pravokutni trokuti imaju jedan pravi kut (kut od 90°). Stranice koje zatvaraju pravi kut zovu se katete,
a najdulja stranica je hipotenuza pravokutnog trokuta.
Sinus Siljastog kuta pravokutnog trokuta je omjer duljine katete nasuprot tog kuta i duljine hipotenuze.
Kosinus Siljastog kuta pravokutnog trokuta je omjer duljine katete uz taj kut i duljine hipotenuze.
Tangens Siljastog kuta pravokutnog trokuta jednak je omjeru duljine katete nasuprot tog kuta i duljine
katete uz taj kut.
Kod ortogonalne projekcije zrake projiciranja su okomite na ravninu crtanja. Svakoj tocki prostora
moZemo pridruZiti tocku ravnine koja je probodiste okomice povucene tockom na ravninu.
Ortogonalna projekcija duZine koja nije okomita na ravninu projekcije je duZina.
Ortogonalna projekcija duzine okomite na ravninu projekcije-je tocka.
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Ortogonalna projekcija prostorne dijagonale D na osnovku kocke je plosna dijagonala d (dijagonala
kvadrata). TraZeni kut je kut izmedu prostorne dijagonale D i njezine ortogonalne projekcije d na
osnovku kocke. Uoc¢imo u kocki pravokutan trokut ¢ija je hipotenuza prostorna dijagonala D, a katete

su brid kocke a i plosna dijagonala d. Mjeru kuta o moZemo izracunati na vise nacina pomocu
trigonometrijskih funkcija.

. a . a racionalizacija
e sina=— = sina= =
D

. a . 1
= sing=—— = sinad=— =
a-+3 a3 A3 Lazivnika

= azsin_l(—] S a=35"15'52"

J cosa=i = cosa!=a.\/_2 = COSO!=a.\/_2
D a-\/g a-\/g
Je

3 6
= COSA=—fF —= = COSq =

6
\/3 \/3 (\/3)2 = cosa=T =

= cosa =

U

SIS

racionalizacija
. . :>
nazivnika

= a:oos_l(—j = =35 15'52"

racionalizacija
=

1
a-\/z - tga_a-\/z - tga_ﬁ = Lazivnika
2 e

[\

5 = 1ga=

- 2 °
= a=tg 1(%} = a=35 15'52".

Koliki kut zatvara prostorna dijagonala kocke s bridom iz zajednickog vrha?
Rezultat: 54°44'8".

Vjezba 103



Zadatak 104 (Bojana, gimnazija)

Dijagonalni presjek kvadra je kvadrat plostine 1 m”. Izraunajte oplo§je i obujam kvadra, ako
su duljine njegovih osnovnih bridova u omjerua:b=3: 4.

Rjesenje 104
Ponovimo!
2 a ¢ a-c n a ¢ a-d+b-c 1
(\/Z) =« , ——=—— , n=— , —F—=———— | a =a.
b d b-d 1 b d b-d
an.am:anﬂn ’ (a-b)”:an-bn.

Cetverokut je dio ravnine omeden sa Getiri duZine. Konveksni ¢etverokuti su detverokuti kojima su svi
kutovi manji od 180°.
Kvadrat je ¢etverokut kojemu su sve stranice sukladne, a dijagonale medusobno sukladne i okomite.
Povrsina kvadrata duljine stranice a izracunava se po formuli
2

P=a".
Cetverokut koji ima dva para usporednih stranica zove se paralelogram. Paralelogram kome su
unutarnji kutovi pravi zove se pravokutnik.
Plostina pravokutnika izraCunava se po formuli:

P=a-b.
Dijagonala pravokutnika stranica a i b racuna se po formuli:

dzzaz-i-bz.

Ako su aib brojevi, kaZzemo da je koli¢nik a : b, b # 0 omjet brojeva aib.
Razmjer ili proporcija je jednakost dvaju jednakih omjera. Ako je
a:b=k i/eyd=Kk,
tada je razmjer ili proporcija
a:b=c:d.

Umnozak vanjskih ¢lanova razmjera a i d jednak je umnosku unutarnjih ¢lanova razmjera b i c.

asb=c:d = a-d=b-c.
Kvadar je uspravna Cetverostrana prizma kojoj je baza pravokutnik. Neka su a, b i ¢ duljine bridova

kvadra.
Oplosje kvadra izracunava se po formuli:

0= 2~(a~b+a~c+b-c‘).
Obujam kvadra izracunava se po formuli:
V=ab-c




Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice
an_d ,n#0 , n#1.
b-n b
Bududéi da je dijagonalni presjek kvadrat plostine 1 m?, vrijede jednadzbe:
d=c

4 1}:>c-c=1:>62=1:>c2=1/\/—:>c=\/_1:>c=1m:>d=1m.
Cc=

Formule za plo$nu dijagonalu d i razmjer Cine sustav jednadZba iz kojeg izrac¢unamo a i b.

2 ,2_ 2 2 .2 a2+b2=1
a +b a +b a +b =1
[d—l] = = 3 =
a:b=3:4 4-a=3-b 4.-a=3-b/: 4 a=Z-b
metoda 3 2 2 9 2 2 9 2 2
= ) = |—b| +b" =1 —b " +b" =1=> —-b +b =1/16 >
zamjene 4 16 16

= 9-b2+16-b2=16 = 25-b2=16 = 25-b2=16/:25 = b2=;—6 =

16 {

Racunamo a.

Oplosje kvadra iznosi:

’;
5
4 34 3 4
0=2-(a-b+a-c+b-c) = |b=—| = 0=2|=—+=14+—1| =
5 55 5 5

12 3 4 12+15+20 47 2 47 9 2
= 0=2|—+—+—-| =2 0=2———"=>0=2-— = 0=—— = 0 m-.
25 5 5 25 1 25 25
Obujam kvadra iznosi:

V=abc=|b=

Vjezba 104

Dijagonalni presjek kvadra je kvadrat plostine 100 dm?. Izradunajte oplogje i obujam kvadra,
ako su duljine njegovih osnovnih bridova u omjerua:b=3:4.



% 2. 12 3

Rezultat: 0= m ,V= m.
25 25

Zadatak 105 (Danijel, srednja skola)

Nacrtaj mrezu trostrane piramide kojoj je osnovni brid dug a, bo¢ni b.
Rjesenje 105

Ponovimo!

Piramida je geometrijsko tijelo omedena mnogokutima — osnovkom (bazom) i trokutima koji ¢ine
pobocke (strane) piramide. Pobocke spajaju vrh piramide s bridom osnovke. Visina piramide
udaljenost je vrha piramide od ravnine njezine baze.

b b

Vjezba 105
Nacrtaj mreZu trostrane piramide kojoj je osnovni brid dug 2 cm, bo¢ni 3 cm.

Rezultat: Sve isto uz odgovarajuce mjere.



Zadatak 106 (2B, TUPS)

Dana je piramida osnovke B. Usporedno osnovki na udaljenosti v piramida je presjecena
ravninom, a povrsina tog presjeka je Bi. Kolika je duljina visine piramide, ako je B = 400 cm?,
B: =100 cm?, v =3 cm?

Rjesenje 106

Ponovimo!

a
n a ¢ a-d-b-c p a-d
n=-— —_—_— Y -
c

1 b d b-d ' _b~c.

d

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

an_d ,n#0 , n#1.

b-n b
Piramida je geometrijsko tijelo omedena mnogokutima — osnovkom (bazom) i trokutima koji ¢ine
pobocke (strane) piramide. Pobocke spajaju vrh piramide s bridom osnovke. Visina piramide
udaljenost je vrha piramide od ravnine njezine baze.
Ako n — terostranu piramidu presije¢emo ravninom usporednom s njezinom osnovkom dobivamo
novu piramidu s istim vrhom i tijelo koje nazivamo krnjom piramidom.
Krnja je piramida omedena dvama usporednim n — terokutima i s n trapeza. Za omjer povrsina
osnovaka vrijedi:

h=v .
B
- L8
B
gdje su B i B1 osnovke krnje piramide, v je visina krnje piramide, h je visina piramide.
Va i
// \\
’ I \\
4 I N
o’ i N
J/ i AN
; A I \\ x
/ ;i N
/ i N
/ N I N
4 B N
/ 7 DN
/ T o N
_ay” I = S
// -7 B [ N - N h
) - LI R N
L 117 N
,/ o N
/ | | N
/ I | \\
// [ 7:‘ 77777777777777777777 \7\ V
, L >
/ -7 U -7
’ _ | -
/ // | //
/ // ! //
/ // | //
/ P " P
// /// ! e
// /’/ B ‘\ /’/
S b
///// ‘///
v=3cm
1 2 1
h=yv ——— = Blzl()()cm = h=3cm —/— =
B 5 [ [ 100 cm
B B =400 cm -
400 cm



1 1 1
= h=3cm- 5 = h=3cm- :>h=3cm-—1:>h=3cm-ﬁ:>
100 cm 1- 1 1—— ———
- |— 4 2 1 2
2
400 cm
1
1 1 I
= h=3 cm-ﬁ = h=3 cm-T = h=3 cm-T = h=3cm-2 = h=6 cm.
2 2 2

Vjezba 106

Dana je piramida osnovke B. Usporedno osnovki na udaljenosti v piramida je presjecena
ravninom, a povrsina tog presjeka je Bi. Kolika je duljina visine piramide, ako je B = 45 m?,
Bi=5m%v=2m?

Rezultat: 3m.

Zadatak 107 (2B, TUPS)

Na kojoj je visini od vrha piramida presjeena usporednom ravninom ako je povrSina donje
osnovke Cetverostruko veéa od gornje i ako je visina piramide 12 cm?

Rjesenje 107
Ponovimo!

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

a-n a
—=—,nz#0_,wW=l.
b-n b
Kako zapisati da je broj b n — terostruko veci od broja a?
b b
b=n-a 4 J—=a , —=n.
n a

Piramida je geometrijsko tijelo omedena mnogokutima — osnovkom (bazom) i trokutima koji ¢ine
pobocke (strane) piramide. Pobocke spajaju vrh piramide s bridom osnovke. Visina piramide
udaljenost je vrha piramide od ravnine njezine baze.

Ako n — terostranu piramidu presije¢emo ravninom usporednom s njezinom osnovkom dobivamo
novu piramidu s istim vrhom i tijelo koje nazivamo krnjom piramidom.

Krnja je piramida omedena dvama usporednim n — terokutima i s n trapeza. Za omjer povrsina
osnovaka vrijedi:

2 2
B] X B] X
—_—= - — =| — s
B x+v B h

gdje su B i B1 osnovke krnje piramide, x je visina dopunjujuce piramide, v je visina krnje piramide, h
je visina piramide.
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B=4-B,

B1 h=12 cm B1
= x=h|— = = x=12cm-

[1 1 1

= x=12cm-,|[— = x=12cm-—=x=12cm-— = x=6 cm.
4 2 2

Vjezba 107

Na kojoj je visini od vrha piramida presjecCena usporednom ravninom ako je povrSina donje
osnovke Eetverostruko veca od gornje i ako je visina piramide 10 cm?

Rezultat: 5 cm.

Zadatak 108 (Luka, srednja Skola)

Kocka brida a = 12 cm presjecena je ravninom koja prolazi kroz tri (i samo tri) vrha kocke.
Kolika je povrSina presjeka?

Rjesenje 108
Ponovimo!
2 1

n n o n n\mM n-m
(a~b) =a -b s al =a , a =a , a =a .

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

a-n a

—=—,n#0, n#l.

b-n b

Kocka (heksaedar) spada u pravilne poliedre. Omedena je sa Sest sukladnih strana koje su kvadrati,
ima 8 vrhova i 12 bridova.

Plosna dijagonala kocke je duZina koja spaja dva nesusjedna vrha strane kocke (strane kocke su
kvadrati sa stranicama a).

Duljina d plosne dijagonale kocke dana je formulom

d=a- \/E s
pri ¢emu je a duljina brida kocke.
Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
Trokute dijelimo prema odnosu medu duljinama stranica

11



raznostranican
jednakokracan
jednakostrani¢an

Jednakostranican trokut ima tri jednaka kuta i tri jednake stranice.
Plostina jednakostrani¢nog trokuta duljine stranice a ra¢una se po formuli:

A 4 B

Buduéi da je presjek jednakostrani¢an trokuta DBC; duljine stranice d, povrsina presjeka iznosi:
2

P:# = [d=a'\/3} = PZM = P—a (\/E) \/E =

4 4

2 2 2
- p:# - p:# = P:# = [a:]2cm] =

2 2 2
(2em)” 3 M4em” 3 laaem” 3

= P=—"—"F""-"— = ) 3cm2

Vjezba 108

Kocka brida a = 1.2 dm presje€ena je ravninom koja prolazi kroz tri (i samo tri) vrha kocke.
Kolika je povrSina presjeka?

Rezultat: P=72-\/3 cm 2
Zadatak 109 (Luka, srednja Skola)
Koliki kut zatvara prostorna dijagonala kocke s osnovicom?

Rjesenje 109
Ponovimo!

12



Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

an_d ,n#0 , n#1.

b-n b
Kocka (heksaedar) spada u pravilne poliedre. Omedena je sa Sest sukladnih strana koje su kvadrati,
ima 8 vrhovai 12 bridova.

D, C,
A, B,
| ;
/b
o/ | c
/ a
A a B

Prostorna dijagonala D povezuje dva nasuprotna vrha koji ne leZe na istoj strani.
Duljina prostorne dijagonale kocke dana je formulom

D=a- \/E .
pri ¢emu je a duljina brida kocke.
Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
Pravokutni trokuti imaju jedan pravi kut (kut od 90°).-Stranice koje zatvaraju pravi kut zovu se katete,
a najdulja stranica je hipotenuza pravokutnog trokuta.
Sinus Siljastog kuta pravokutnog trokuta jednak-je omjeru duljine katete nasuprot tog kuta i duljine
hipotenuze.

C,

A a B
Sa slike vidi se:
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|44 |=a , [ca|=D=a-3 , zacA =«
Uocimo pravokutan trokut ACA;. Pomoc¢u funkcije sinus dobije se:
44|

= sina =
[ea]

sind=—— = sind=———— = sina = =

a 1

E e NE
= azsin_l(%j = a=35"15'52".

Vjezba 109

Koliki kut zatvara prostorna dijagonala kocke s osnovicom?
Rezultat: 35°15'52".

Zadatak 110 (Luka, srednja Skola)
Povrsina dijagonalnog presjeka kocke je P =25- \/_2 cm 2. Koliko je oplo§je kocke?

Rjesenje 110
Ponovimo!

1 n m n+m
a =a , a -a =a .

Kocka (heksaedar) spada u pravilne poliedre. Omedena je sa Sest sukladnih strana koje su kvadrati,
ima 8 vrhovai 12 bridova. Ako kocka ima brid a, tada je oplogje:

0=6-a 2.
Cetverokut je dio ravnine omeden sa Getiri duZine. Konveksni ¢etverokuti su detverokuti kojima su svi
kutovi manji od 180°.
Kvadrat je ¢etverokut kojemu su sve stranice sukladne, a dijagonale medusobno sukladne i okomite.
Dijagonala d kvadrata izracunava se po formuli:

dzal\/z.

Paralelogrami su Cetverokuti kojima su'po dvije nasuprotne stranice usporedne (paralelne).
Pravokutnik je paralelogram koji ima barem jedan pravi kut (pravi kut ima 90°).
Povrsina pravokutnika je jednaka produktu njegove duljine a i Sirine b.

P=a-b.
D, c,
A ‘ B,
1 a
o, | C
d a
A a B
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Uocimo da je dijagonalni presjek kocke pravokutnik ACCA; za ¢iju povrsinu vrijedi:

P=da=|d=a[2]= P=a2:a> P=a’. 2.

Racunamo duljinu brida a kocke.

— 2
Pea” 2| _ 2 22252 = a® 22252/ [0 = a®=25 =

P=25.2

= a%=25/" = a=J25 = a=5em
Oplosje kocke iznosi:

a= 5 2 2
y (= 0=65" = 0=6-25 = 0=150 cm
O0=6-a
Vjezba 110
Povrsina dijagonalnog presjeka kocke je P =16- \/E cm 2. Koliko je oplosje kocke?

Rezultat: 96 cm®.

Zadatak 111 (Leon, srednja Skola)

Bazen ima oblik kvadra duljine 5 m, Sirine 3.5 m i visine (dubine) 1.8 m. Koliko litara vode
2
ima u bazenu ako je napunjen do g svoje visine?

Rjesenje 111
Ponovimo!

lm3=1()()()clm3 s ldm3=1L , 1hl=100 L.

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

i ,n#0 , n#1.

b-n b
Kvadar ili pravokutni paralelopiped je uspravna Cetverostrana prizma kojoj je baza pravokutnik. Neka
su a, b i c duljine bridova kvadra.
Obujam kvadra izracunava se po formuli:

V=ab-ec
i c
b
a
Broj litara vode u bazenu iznosi:
a=5m
2 2 2 3
V=§~a~b~c = | b=35m| = V=§~5 m-35m-1.8 m = V=§~31.5m =

c=1.8m

= V=21m3 = V =21000 dm3 = V=21000 L = V =210 hl.
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Vjezba 111

Bazen ima oblik kvadra duljine 5 m, Sirine 3.5 m i visine (dubine) 1.8 m. Koliko litara vode
1
ima u bazenu ako je prazan do 5 svoje visine?

Rezultat: 210 hl.

Zadatak 112 (Leon, srednja Skola)

Duljine bridova kvadra su 5 dm, 12 dm i 15 dm. Koliki je brid kocke kojoj je oplosje jednako
oplosju tog kvadra?
Rjesenje 112

Ponovimo!

lm3=1()()()clm3 s 1clm3=1L , 1hl=100 L.

Kocka (heksaedar) spada u pravilne poliedre. Omedena je sa Sest sukladnih strana koje su kvadrati,
ima 8 vrhovai 12 bridova. Ako kocka ima brid a, tada je oplosje:

2
O=6-a".
Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice
a-n a
—=—,n#0, n#l.
b-n b

Kvadar ili pravokutni paralelopiped je uspravna Cetverostrana prizma kojoj je baza pravokutnik. Neka
su a, b i c duljine bridova kvadra.
Oplosje kvadra izraCunava se po formuli:

0= 2~(a~b+a~c+b~c).
Neka je x duljina brida kocke. Tada vrijedi:

0, =0

O1 =6-x 2_ oplosje kocke uvjet
=
| 2

O2 =2-(a-b+a-c+b-c) — oplo§je kvadra

= 6-x2=2-(a-b+a~c+b~c) = 6-x2=2-(a-b+a~c+b~c) /-é =

a=5dm
1
= xzzg.(a.b+a.c+b.c) = b:]2 d/77 =
c=15dm
)1 2 1 2
= x =§~(5 dm-12 dm+5 dm-15 dm+12 dm-15 dm) = x =§-315 dm™~ =

1 1
= x2:§~105 dm2 = x2:g-105 dm2 /\[ = x=4/105 dm = x=10.25 dm.

Vjezba 112

Duljine bridova kvadra su 0.5 m, 120 cm i 15 dm. Koliki je brid kocke kojoj je oplosje
jednako oplosju tog kvadra?

Rezultat: 10.25 dm.
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Zadatak 113 (Asterix, gimnazija)
Puna metalna kugla polumjera 10 cm pretopljena je u kocku. Kolika je duljina brida kocke?
A 5cm B.7.48 cm C.16.12 cm D. 29 cm
Rjesenje 113
Ponovimo!

3
”/a.b:”\/;”\/Z , c13=a.
Obujam kugle

Obujam (volumen) kugle polumjera r iznosi:

Kocka (heksaedar) spada u pravilne poliedre. Omedena je sa Sest sukladnih strana koje su kvadrati,
ima 8 vrhovai 12 bridova. Ako kocka ima brid a, tada je obujam:

V=a 3.
Kada pretopimo kuglu volumena V; u kocku volumena V2 njihovi volumeni ostaju jednaki.

’3
4 4 ; f4 3/ 4
V2=V1 = 613=—-r3-7z = a3=—-r3-7z/\f = a=3 g-r3-75 = a= r3-3 gﬂ' =

3 3

/4 /4
= a=r-3 §~7Z' = [r=10 cm] = a=10 cm~3 §~7r = a=16.12 cm.

Odgovor je pod C.

g
Vjezba 113
Puna metalna kugla polumjera 1 dm pretopljena je u kocku. Kolika je duljina brida kocke?
A.5cm B.7.48 cm C.16.12 cm D.29 cm
Rezultat: C.

Zadatak 114 (Asterix, gimnazija)

Pobocke pravilne trostrane piramide s bazom zatvaraju kut mjere 52°. Duljina osnovnoga brida
iznosi 7.5 cm. Kolika je visina te piramide?

A 2777 cm B.3.24 cm C.4.80 cm D. 6.50 cm

Rjesenje 114

Ponovimo!
Piramida je geometrijsko tijelo omedena mnogokutima — osnovkom (bazom) i trokutima koji ¢ine
pobocke (strane) piramide. Pobocke spajaju vrh piramide s bridom osnovke. Visina piramide
udaljenost je vrha piramide od ravnine njezine baze.

Pravilna uspravna trostrana piramida (tetraedar) je geometrijsko tijelo koje se sastoji od Cetiri
jednakostranic¢na trokuta.
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Trokut je dio ravnine omeden s tri duzine. Te duZine zovemo stranice trokuta.

Pravokutni trokuti imaju jedan pravi kut (kut od 90°). Stranice koje zatvaraju pravi kut zovu se katete,
a najdulja stranica je hipotenuza pravokutnog trokuta.

Tangens Siljastog kuta pravokutnog trokuta jednak je omjeru duljine katete nasuprot tog kuta i duljine
katete uz taj kut.

TeziSnica trokuta je duZina koja spaja vrh s polovistem nasuprotne stranice i dijeli trokut na dva dijela
jednake povrSine. Sve tri teZiSnice sijeku se u jednoj tocki, teZistu trokuta. TeZiSte dijeli svaku
teziSnicu u omjeru 2 : 1 gledano od vrha.

Cc

B, A,

A C, B

Jednakostrani¢ni trokut je trokut koji ima sve tri stranice jednake duljine i tri jednaka kuta.
Polumjer upisane kruznice jednakostrani¢nog trokuta iznosi:

a-+ 3

Visina jednakostrani¢nog trokuta iznosi:

Sa slike vidi se:
| AB|=| BC|=| cA|=a=75cm | |NP|=# ,ZNPV=a=52° | |NV|=v

| BP

- ec|

Noziste N visine pravilne trostrane piramide je teZiSte jednakostranicnog trokuta ABC i istodobno
srediSte njemu upisane kruznice. Budu¢i da je trokut VNP pravokutan, uporabom funkcije tangens
izraCunamo visinu v.
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wa= e YL e e g | W | = [ W] = NP g =
IR

IINE
6

Odgovor je pod A.
Vjezba 114

Pobocke pravilne trostrane piramide s bazom zatvaraju kut mjere 52°. Duljina osnovnoga brida
iznosi 75 mm. Kolika je visina te piramide?

A. 277 cm B.3.24 cm C. 4.80 cm D. 6.50 cm
Rezultat: A.

7.5 Ci’l’l'\/g o
ga = V=T-tg52 = v=2.77 cm.

Zadatak 115 (4B, TUPS)

Ako se duljine svih bridova kvadra povecaju tri puta, koliko se puta poveca njegovo oplosje?
Rjesenje 115

Ponovimo!

Kvadar je uspravna Cetverostrana prizma kojoj je baza pravokutnik. Neka su a, b i ¢ duljine bridova
kvadra.
Oplosje kvadra racuna se formulom

0= 2~(a~b+a-c+b-c).
Kako zapisati da je broj a n puta veéi od broja b?
a=n-b , ﬁ:b s a4
u b
Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

=n.

a-n a

—=—,n#0, n=#l.
ban b
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a~(b+c)=a~b+a~c s a~b+a~c=a~(b+c).

Neka je zadan kvadar duljina bridova a, b i c. Njegovo je oplosje
0=2-(a-b+a-c+b-c).
Ako se duljine svih bridova kvadra povecaju tri puta, slijedi:
@ =3-a , b1 =3-b , c1 =3-c
Tada oplosje iznosi:
O1 = 2-(a1 -bl +a; ¢ +b1 -cl).

Racunamo koliko se puta poveca njegovo oplosje.

1.inacica
ﬁ=2-(a1-b1+a1-cl+b1~cl) N ﬂ=2-(al~b1+a1~cl+b1-cl)
0 2~(a~b+a-c+b-c) (0] 2-(a-b+a~c+b~c)
al:3~a
O, a -b+a -c;+b -c O, 3.4.3-b+3.-4-3.-¢c+3-b-3-
- A1 1 11 11 b =3-b = L=21 e SN
(0] a-b+a-c+b-c a-b+a-c+b-c
=3¢



O 9.a-b+9-a-c+9b-c O, 9-(a-b+a-c+b-c) O 9(ab+a-c+b-c)
= —= = —= = —= =
0] a-b+a-c+b-c 0] a-b+a-c+b-c (0] a-b+a-c+b-c

9 9
= —=9= —==9/-0 = 01=9-0.
0] 0]

2.inacica
al:3-a
0y =2(a-by+aj-cj+by-¢;) = | by=3b | = 0;=2-(3-a-3:b+3-a-3:c+3:b-3:c) =
(?l:3~c
= 0,=2(9-a-b+9-a-c+9-b-c) = 0,=2-9-(a-b+a-c+b-c) =

= 0,=9:(2-(a-b+a-c+b-c)) = [0=2-(a-b+a-c+b-c) | = 0 =9-0.
Vjezba 115
Ako se duljine svih bridova kvadra povec¢aju dva puta, koliko se puta poveca njegovo oplosje?
Rezultat: 0,=4-0.

Zadatak 116 (Katarina, maturantica)

U prazan akvarij koji ima oblik kvadra duljine 50 cm, Sirine 30 cm i visine 40 cm uliveno je
18 litara vode. Do koje je visine voda ispunila akvarij? Napomena: 1 L =1 dm’.
A.do 12 cm B.do 14 cm C.do18 cm D. do 20 cm
Rjesenje 116
Ponovimo!

Kvadar je uspravna Cetverostrana prizma kojoj jecbaza pravokutnik. Neka su a, b i ¢ duljine bridova
kvadra.
Obujam kvadra racuna se formulom

V=ab-c
o e
h
P b
a
Voda je ispunila akvarij do visine h pa vrijedi:
1 14
V=abh= abh=V =abh=V/ —=h=—=
a-b a-b
V=18 L=18 dm3 3
18 dm

= | a=50cm=5dm = h= = h=12dm = h=12 cm.

b=30cm=3dm

Odgovor je pod A.
Vjezba 116

U prazan akvarij koji ima oblik kvadra duljine 0.5 m, Sirine 0.3 m i visine 0.4 m uliveno je
18 litara vode. Do koje je visine voda ispunila akvarij? Napomena: 1 L =1 dm’.
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A.do 12 cm B.do 14 cm C.do 18 cm D. do 20 cm
Rezultat: A.

Zadatak 117 (Matija, gimnazija)

Poboc¢na ploha pravilne uspravne Cetverostrane piramide ima visinu duljine m i kut prema bazi
piramide veli¢ine a. Volumen piramide je V. Tada je 3 - V jednako:

A.2-m3-sina-cosa B.4-m3-sina-cosa C.2-m3-sin(2-a)-cosa
D.2-m3-cos(2-0()~sin0( E.4~m3-sin(2-0()~cos0(
Rjesenje 117
Ponovimo!

1 n m n+m n
a =a , a -a =ua , n=—

Piramida je geometrijsko tijelo omedena mnogokutima — osnovkom (bazom) i trokutima koji ¢ine
pobocke (strane) piramide. Pobocke spajaju vrh piramide s bridom osnovke. Visina piramide
udaljenost je vrha piramide od ravnine njezine baze. Obujam piramide racuna se po formuli

1
V=—RB-v,
3
gdje je B plostina baze, a v visina piramide. Ako je baza piramide kvadrat duljine stranice a tada je
obujam piramide

1
V=‘-az-v.
3

Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine:Te duZine zovemo stranice trokuta.
Pravokutni trokuti imaju jedan pravi Kut (kut od 90°). Stranice koje zatvaraju pravi kut zovu se katete,
a najdulja stranica je hipotenuza pravokutnog trokuta.
Sinus Siljastog kuta pravokutnog trokuta jednak je omjeru duljine katete nasuprot tog kuta i duljine
hipotenuze.
Kosinus Siljastog kuta pravokutnog trokuta jednak je omjeru duljine katete uz taj kut i duljine
hipotenuze.
Cetverokut je dio ravnine omeden sa Getiri duZine. Konveksni ¢etverokuti su detverokuti kojima su svi
kutovi manji od 180°.
Kvadrat je ¢etverokut kojemu su sve stranice sukladne, a dijagonale medusobno sukladne i okomite.
Povrsina kvadrata duljine stranice a izracunava se po formuli
2
P=a .
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A

Sa slike vidi se:

|AB|=|BC|=|cD|=|DA|=a , |SV|=v ., |PV]=m , |SP|=%
Uocimo pravokutan trokut SPV. Tada je
) v
N % . v sina =—
sina=ﬁ s1na/=; {t sinar=— —=sinx
a = a4l = " S =
cosazﬂ 9 cos o =2 cos o = — 2 _cosa
| PV | cosor =< m 2-m 2-m
1
v
—=sina /- m .
m v=m-sina }
= = .
——=cos& /- 2-m a=2:m-cosa
2-m
Dalje slijedi:

1 1
V:;B-v = V:E-B-v/-3 = 3-V=Bv = [B:a2} = 3-V:a2~v =

a=2-m-cos
=

2
. } = 3~V=(2~m~cosa/) ‘m-sing = 3~V=4-m2-cosza~m-sinaf =
v=m-sino

= 3-V=4~m3~c0s2a-sina = 3-V=2-m3~2~cosa-sina~cosaf =

= 3-V=2~m3~(2~cosa-sina)-cosa = 3-V=2-m3~sin(2~a)-cosa.
Odgovor je pod C.
Vjezba 117
Odmor!
Rezultat:
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Zadatak 118 (KreSimir, gimnazija)

Pravilna uspravna trostrana prizma cija je osnovka (baza) jednakostranicni trokut duljine
stranice a prerezana je ravninom neparalelnom s bazom. Bo¢ni bridovi dobivene 'krnje' prizme imaju
duljine m, n i p. Odredite plostinu njezina plasta.

palminep) o pamintp) ) p mERER

2 4 3-a
Rjesenje 118
Ponovimo!

Prizma je geometrijsko tijelo omedeno dvama sukladnim poligonima (mnogokutima) i
paralelogramima. Osnovke (baze) prizme su poligoni, a paralelogrami ¢ine pobocje. Ako je osnovka
pravilan poligon i ako je prizma uspravna, ona je pravilna. Prizma kojoj je pobo¢ni brid okomit na
osnovku zove se uspravna. Duljina visine prizme jednaka je udaljenosti izmedu ravnina u kojima leze
osnovke.

Cetverokut je dio ravnine omeden sa Getiri duZine. Konveksni ¢etverokuti su detverokuti kojima su svi
kutovi manji od 180°.

Trapez je ¢etverokut koji ima dvije suprotne stranice usporedne. Usporedne stranice trapeza zovu se
osnovice, a druge dvije zovu se kraci trapeza. Trapez je Cetverokut kojemu su barem dvije stranice
paralelne (usporedne).

Plostina trapeza izracunava se po formuli

a+c
P = . \/?’
2
gdje je v visina trapeza, a i ¢ su duljine osnovica.
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a~(b+c) =a-b+a-c , La*b+a-c= a-(b+c').

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomKa podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice
a-n Ja

—===, n#0, n#l.
bim b
P P p
m m m
a a [n a a [n a a |n
a a a

Plast ¢ine tri trapeza pa je ukupna ploStina jednaka zbroju njihovih plostina.

m+n n+p p+m a
= ‘a+ -a+ a = P=—-(m+n+n+p+p+m) =
2 2 2 2
= P=§-(2~m+2~n+2-p) = P=§-2-(m+n+p) = P=%~2~(m+n+p) =
P=a-(m+n+p).
Odgovor je pod C.
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Vjezba 118
Pravilna uspravna trostrana prizma cija je osnovka (baza) jednakostranicni trokut duljine
stranice 1 prerezana je ravninom neparalelnom s bazom. Bo¢ni bridovi dobivene 'krnje' prizme imaju
duljine m, n i p. Odredite plostinu njezina plasta.
m+n+ m+n+ m+n+
A LTETP i C.m+n+p p 1riTP
2 4 3
Rezultat: C.

Zadatak 119 (Luka, gimnazija)

Duljine bridova pravokutnog paralelepipeda, Cija je prostorna dijagonala duga 6 cm, a oplosje
je 72 cm?, tvore geometrijski niz. Kolike su duljine bridova?
Rjesenje 119

Ponovimo!

n o n n 1 n\mM n-m n m n+m
a -b :(a~b) , a =a , a =a a -a =a .

- £
n m n—m
a :a =a R a-b=+la-+b.

Prizma je geometrijsko tijelo omedeno dvama sukladnim poligonima (mnogokutima) i
paralelogramima. Osnovke (baze) prizme su poligoni, a paralelogrami ¢ine pobocje. Ako je osnovka
pravilan poligon i ako je prizma uspravna, ona je pravilna. Prizma kojoj je pobo¢ni brid okomit na
osnovku zove se uspravna. Duljina visine prizme jednaka je udaljenosti izmedu ravnina u kojima leZe
osnovke. Prizma kojoj su baze paralelogrami naziva se paralelepiped. Sve strane paralelepipeda (ima
ih Sest) su paralelogrami. Uspravni paralelepiped kojemu su/baze pravokutnici naziva se pravokutni
paralelepiped (kvadar). Sve strane pravokutnog paralelepipeda su pravokutnici. Pravokutni
paralelepiped kojemu su svi bridovi sukladni zove se kocka.

Neka su a, b i ¢ duljine bridova kvadra.

Duljina prostorne dijagonale kvadra:

Dzzaz-i-bz-i-cz

Oplosje kvadra:
o= 2~(a~b+a~c+b~c).
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a~(b+c‘) =a-b+a-c , a~b+a~cza~(b+c).
Da bi umnozak bio jednak nuli, dovoljno je da jedan faktor bude jednak nuli.
a-b=0 < a=01ili b=01li a=b=0.
Niz (a,) je geometrijski niz ako je svaki ¢lan niza, po¢evsi od drugog, jednak prethodnom ¢lanu
pomnoZenom s konstantom q # 0, tj.
a, 1 =an 9q-
Broj q naziva se koli¢nik geometrijskog niza.
Niz je geometrijski ako je omjer svakog €lana i ¢lana ispred njega stalan:
an _
= q.
4
Neka su duljine bridova pravokutnog paralelepipeda tri uzastopna ¢lana geometrijskog niza:
a=a ,b=a-q,c=agq
Iz uvjeta zadatka slijedi:
D2=a2+b2+62 N D=6,0=172
O=2-(a-b+a-c+b-c) a=a ,b=a-q,c=a-q
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2

62=a2+(a-q)2+(a-q2) 36=a2+a2-q2+a2~q4

= = =
(2 2 2. 2 3
2 2 4

36=a ~(1+q +tq ) 36=a2-(1+q2+q4)

- 2 2 2 2 3 - -

72=2-(a ‘qta” g +a -q )/:2 36=a2-q+a2~q2+a2-q3

36=a2~(1+q2+q4)
2 2 4 2 2 3
= 5 5 3 =a ~(1+q +q )=a ~(q+q +q ):
36=a ~(q+q +q )

= (12-(1+c]2+c]4)=(12~(q+c]2+q3)/:a2 = 1+q2+q4=q+q2+q3 =

= 1+(/2+q4=q+qz+q3 = 1+q4=q+q3 = 1+q4—q—q3=0 =

metoda
:6]4—6]3_6]+1203{ . }:(q4—q3)+(—q+1)=02
grupiranja

1= = =1
:>q3-(q—1)—(q—1)=0:>(q—l)-(q3—1)=0:>q31 00}361 : }:q 3 b=

3 g
g 1= g9 = o1
q=1 q=1}
= = g=1

Duljine bridova su:

a=a a=a a=a

b=a-q :[qzl]:bzwl = b=a,.

c=a~q2 c=a~12 c=a

Rijec je o kocki ¢ija duljina brida iznosi:
62=az+az+a2 = 36=3~a2 = 3~a2=36 = 3-a2=36/:3 = a2=12 =

:>a2—12/\f:>a NI2 = a=4/4 3:>a—\/_\/_:>a 2\/§cm
Vjezba 119
Duljine bridova pravokutnog paralelepipeda, Cija je prostorna dijagonala duga 0.6 dm, a

oplogje je 72 cm?, tvore geometrijski niz. Kolike su duljine bridova?

Rezultat: a=2-4/3 cm.

Zadatak 120 (Luka, gimnazija)

Bazen ima oblik kvadra kome je dno kvadrat. Ako je volumen bazena 32 m® koliko moraju biti
dimenzije bazena tako da povrS$ina strana bazena bude minimalna?

Rjesenje 120

Ponovimo!
n
1 a n—m b a-b a+b a b noon n
a =a , —p=a , a-—= R =—+— , a b =(a-b).
a c c n n o n




n m n+m nl n
a -a =a s a =a, a=0.

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

a-n a

—=—,n#0, n#l.

b-n b
Neka je dan skup n pozitivnih brojeva { ap, Ay, Az, ..., Ay } Tada je aritmeticka sredina A, brojeva
aj, a, as, ... , a, definirana izrazom

_aptaytazt . tay
Ap =
n

Neka je dan skup n pozitivnih brojeva { ap, @y, A3, .., Ay } Tada je geometrijska sredina Gy
brojeva ay, a, as, ..., a, definirana izrazom

G, =n\/al Ay gy
Za aritmeticku i geometrijsku sredinu vrijedi AG — nejednakost:

a tay+az+ .. +ay

A, >2G R > a ay-ay- ... -ay,.
n n B 1 %493 n
a+a,+az+ ... +a,2n'! a-ay-agy- .. -dp.
Znak jednakosti vrijedi ako je a=ay =ay= ... =ay.
Oznake za derivaciju su:
) Ay Ox+Ax)— (>
y':d—): lim 7}: Lim j(x X) f(x):f'(/\”).
dx Ax—0 Ax Axo0 Ax
Tabli¢no deriviranje
Funkcija Derivacija
X 1
1 1
- -7
X X
1 n
n T n+l
X X

Ako je ¢ konstanta, a u = f(x), v = g(x) su funkcije koje imaju derivacije, onda je

(e f(x) =e-(F(x)  (F(0)2e(x) =(£(x) £(s(x)).
Odredivanje maksimuma i minimuma funkcije y = f(x)
I. Nade se prva derivacija funkcije

y =1 ()
I1. Prva derivacija funkcije izjednaci se s nulom
f(x)=0
ITI. Rijesi se dobivena jednadzba
f (x) =0 = Xp» Xgs X35 o0y X; SU rjeSenja jednadzbe,

to su vrijednosti apscise za koje zadana funkcija moZe imati ekstrem, te se tocke zovu stacionarne
tocke

I'V. Nade se druga derivacija funkcije tako da se derivira prva derivacija funkcije
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V=1 =(7' W)

V. Svaka stacionarna tocka xi, Xo, X3, ... , Xj uvrsti se u drugu derivaciju funkcije. Pri tome vrijedi:

e zaf (xl‘) >0u x; je minimum
* 7a f” ()‘z) <0u X; je maksimum.
Akoje f (x;)=0., dalje slijedi:

VI. Nade se tre¢a derivacija funkcije tako da se derivira druga derivacija funkcije

v =r (0)=(r ()
VII. Svaka stacionarna tocka X1, X2, X3, ... , Xj uvrsti se u trecu derivaciju funkcije. Pri tome vrijedi:
¢ zaf (x)#0ux funkcija ima tocku infleksije
Akoje f (x;)=0, dalje slijedi:
VIIIL. Nade se cetvrta derivacija funkcije tako da se derivira tre¢a derivacija funkcije
W= (7" )

IX. Svaka stacionarna tocka xi, X2, X3, ..., Xj uvrsti se u ¢etvrtu derivaciju funkcije. Pri tome vrijedi:

R S
a f (Jxl-) >0u x; devminimum
A T
za f (xi)< 0,m Wi je maksimum.

4
Akoje f ( ) (xl-) =0, slijede daljnja istraZivanja.
Cetverokut je dio ravnine omeden sa Getiri duZine. Konveksni ¢etverokuti su detverokuti kojima su svi
kutovi manji od 180°.
Paralelogrami su cetverokuti kojima su'po dvije nasuprotne stranice usporedne (paralelne).
Pravokutnik je paralelogram koji ima barem jedan pravi kut (pravi kut ima 90°).
Plostina pravokutnika izracunava se po formuli:
P=a-b,
gdje su a i b duljine njegovih stranica.
Kvadrat je ¢etverokut kojemu su sve stranice sukladne, a dijagonale medusobno sukladne i okomite.
Povrsina kvadrata duljine stranice a izracunava se po formuli
2
P=a".
1.inacica
Neka je:
e aduljina brida dna bazena (kvadrata)
® b visina bazena

V. 2
e P povrSina strana bazena, P=a "~ +4-a-b

e V volumen bazena, V =a 2 -b.

Sada je:
2 | \%4
V=a’b a’ b=V a b=vVi/—5| b=—3
) — ) = a = a =
P=a"+4-ab P=a""+4-a-b P=a2+4-a-b P=a2+4-a-b
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metoda 1% 14 v
:{ }:P=a2+4-a-—:>P=a2+4-a-—:>P=a2+4-—:>

ami 2 2
zamjene a a a

32 128
= [V=32]= P=a’+4-22 = P=a’+—.
a a
Primijenimo AG — nejednakost!

128 64 64 64 64 64 64
2 _— P:az 23.3\/a2._.—:3.3\/a2.—.—:

P=a + +—+—

a a a a a a a

=3-3«/64-64=3-3\/43-43 =3-3\/(4-4)3 =3-3\/163 =3-3\/163 =3-16=48.

Jednakost aritmeticke i geometrijske sredine, tj. minimum vrijedi ako su svi ¢lanovi medusobno
jednaki.

’3
4 4 :
W20 L 2 L e s aP i Y o =368 = a=am
a a
Racunamo b.
a=4 , V=32 3 -
32
\% => b=—F => b=— = b=— = b=2m
h=——r 42 16 16
2
a
2.inacica

Neka je:
e aduljina brida dna bazena (kvadrata)
® Db visina bazena

- 2
e P povrSina strana bazena, P=a "~ +4-a-b

e V volumen bazena, V =a 2 -b.

Sada je:
2 1 Vv
V=a’b a’ b=V a b=Vi—5| b=—y
) = 5 = a = a =
P=a"+4-a-b P=a"+4-a-b P:a2+4-a-b P:a2+4-a~b

metoda 1% 14 4
:{ ) }:P=a2+4-a-—2:>P=a2+4-a-—2:>P=a2+4-—:>
zamjene

a a a

32 128
:[v=32]:»P=a2+¢——:>P=a2+——.
a a

.. 2 128 . . . .. ..
Promatramo funkciju P =a =~ +—— i njezinu minimalnu vrijednost.
a

Potrebno je odrediti vrijednost od a za koji P(a) ima najmanju vrijednost. Slijedi:

1 '

Pla)=a?+128 2 p'(a):(a%ﬁj - p'(a):(az)}(ﬁj - P'(a)=2~a—li§.

a a a
1z
P (a) =0,
to jest
128
2 -5 = 0
a

dobivamo stacionarne tocke.



128 128 2

2 a—=0=2-a—=0/-a = 2-a3—128=0 = 2-a3

2 2
a a

3
240 =128/0 = ad =64 = a~ =64/ = =1

Rac¢unamo P ' (a) .

P"(a)z(z'a—%j = P"(a)=(2-a)'—(%] = P (a)=2:a -

a a
= P"(a)=2-1+£36 = P"(a)=2+£36_
a a
Iz
P"(a)=2+£36
a
dobije se:

" 256 256 " 256

P (a)=2+—:> a:4]:>P"(4):2+—:>P (4):24'@:}])

a3 43

= P (4)=2+4 = P (4)=6>0.
Buduéi da je

P (4)=6>0;

znaci da funkcija P (povrSina strana bazena) ima minimalnu vrijednost za a =4 m.

Racunamo b.

=128 =

|

64 = a=4m.

256
__3 =
a

(4)=2+@ =
64

a=4 , V=32 » -
32
\% => bz=— => b=— = b=— = b=2m
bh=——r 42 16 16
2
a
Vjezba 120
Odmor!
Rezultat:
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