Zadatak 141 (Tom, maturant)

U kvadratnoj je mreZi prikazano zemljiSte u obliku cetverokuta.

D

e

50 m

Koliko je vremena potrebno oracu da izore prikazano zemljiSte ako u pola sata prosjecno izore
5000 m? zemljista.
RjeSenje 141

Ponovimo!
Cetverokut je dio ravnine omeden sa Cetiri duZine. Konveksni etverokuti su etverokuti kojima su svi
kutovi manji od 180°.
Paralelogrami su cetverokuti kojima su po dvije nasuprotne stranice usporedne (paralelne).
Pravokutnik je paralelogram koji ima barem<edan pravi kut (pravi kut ima 90°).
Plostina pravokutnika izracunava se po formuli:

P=a-b,

gdje su aib duljine njegovih stranica.
Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
Pravokutni trokuti imaju jedan pravi kut (kut od 90°). Stranice koje zatvaraju pravi kut zovu se katete,
a najdulja stranica je hipotenuza pravokutnog trokuta.
Plostina pravokutnog trokuta izraCunava se po formuli

_a-b

>

2
gdje su ai b duljine kateta.
Odredimo duljine pomoc¢u zadane mjerne jedinice (50 m).

| AB|=| PQ|=200m , | BP|=|QA|=250 m , | CP|=| PD|=| DQ|=100 m

Plostina zemljiSta (Cetverokuta ABCD) jednaka je razlici ploStine pravokutnika ABPQ i zbroja
ploStina pravokutnih trokuta ACPD, ADQA.

P=Psppo ‘(PCPD+PDQA) =

P | D] IDQ|~|QA|J
) + =

= P=|AB|~|BP|—[ 5

100-100 N 100-250
2

N P=200~250—( 10000 25000} _

) = P=50000—(—+—
2 2



= P=50000—35—200 = P=50000-17500 = P =32500 m2.

aQ HHS P

)

i

A B

—

50 m

Ora¢ u pola sata prosje¢no izore 5000 m? zemljista. Za sat vremena izorat ¢e 10000 m?. Vrijeme
potrebno da izore prikazano zemljiSte iznosi:

32500 m 2
S =325 h=3h+025h=3h+[025-60]min=3 h+15 min=3 / 15 min,

10000 ™
h

Vjezba 141
Odmor!
Rezultat:

Zadatak 142 (Petar, maturant)

Kvadrat i romb imaju jednake opsege. Odredi oStar kut romba, ako mu je povrSina dva puta

manja od povrSine kvadrata.
[e] o o o

A. 10 B.15 C.25 D. 30
RjeSenje 142
Ponovimo!

n_m n—m
a =a , a :a =a .

Cetverokut je dio ravnine omeden sa Cetiri duZine. Konveksni &etverokuti su etverokuti kojima su svi
kutovi manji od 180°.

Kvadrat je cetverokut kojemu su sve stranice sukladne, a dijagonale medusobno sukladne i okomite.
Povrsina kvadrata duljine stranice a izracunava se po formuli

2
P=a".
Opseg kvadrata duljine stranice a izracunava se po formuli
O=4-a.

Romb je cetverokut kojemu su sve Cetiri stranice jednake duljine, dijagonale se raspolavljaju,
dijagonale su medusobno okomite, dijagonale su simetrale kutova, suprotni kutovi su jednaki.
Plostina romba izracunava se po formuli

P=a-v,
gdje je v visina romba.
Opseg romba duljine stranice a izraCunava se po formuli

0O=4-a.

2



Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
Pravokutni trokuti imaju jedan pravi kut (kut od 90°). Stranice koje zatvaraju pravi kut zovu se katete,
a najdulja stranica je hipotenuza pravokutnog trokuta.
Sinus $iljastog kuta pravokutnog trokuta jednak je omjeru duljine katete nasuprot tog kuta i duljine
hipotenuze.
Kako zapisati da je broj b n puta manji od broja a?

1 b 1

b=—-a , nb=a , —=—.
n a n

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice
a-n a
—=—,n#0, n#l.
b-n b
Budu¢i da kvadrat i romb imaju jednake opsege, duljine stranica su im jednake.
Povrsina romba je dva puta manja od povrSine kvadrata.

1 1 1 1
Po=—P = a~v=—~a2 = a~v=—~a2 lia = v=—-a.
2k 2 2 2
a
D a C
a a
a
v
a
o
a A a N B
Promatrajmo pravokutan trokut AND i uporabime funkciju sinus.
; L x | v )
sing=— = sina=2— = sin@=2— = sin@=— = a=sin [—J:»a=30 .
a a a 2 2
Odgovor je pod D.
Vjezba 142
Odmor!
Rezultat:

Zadatak 143 (Svizac, gimnazija)
Razlika opsega dvaju kvadrata je 8, a razlika njihovih povrSina 16. Zbroj njihovih povrsina je
A. 40 B.36 C.26 D. 34
Rjesenje 143
Ponovimo!

(a+b)2=a2+2-a-19+192 , a2—192=(a—b)-(a+b) , (a—19)2=a2—2-a-b+192
a=b

= a+c=b+d.
CcC=
Cetverokut je dio ravnine omeden sa &etiri duZine. Konveksni &etverokuti su etverokuti kojima su svi
kutovi manji od 180°.
Kvadrat je cetverokut kojemu su sve stranice sukladne, a dijagonale medusobno sukladne i okomite.
Povrsina kvadrata duljine stranice a izracunava se po formuli
2
P=a".



Opseg kvadrata duljine stranice a izracunava se po formuli
O0=4-a.
l.inacica
Neka su a i b duljine stranica zadanih kvadrata, a > b. Tada je
4-a—-4-b=38 4-a-4-b=8/:4 a—-b=2 a=2+b metoda
az—b2=16} T a2p2 216 } - az—b2=16} - az—b2=16} - Lamjene} -
)2 —b2=16 = 4+4~b+b2—b2=16 = 4+4~b+192—192=16 = 44+4-b=16 =
= 4+4-6=16/:4 = 1+b=4 = b=4-1 = b=3.

= (2+b

Racunamo a.
b=3
= a=2+3 = a=5.
a=2+b

Zbroj povrsSina kvadrata je
a®+b?=5%+32=2519=34,
Odgovor je pod D.
2.inacica
Neka su a i b duljine stranica zadanih kvadrata, a > b. Tada je

4-a-4-b=8 4-a—4-b=8/:4 a-b=2 metoda
= = = =
a2_b2 =16 a2 _b2 =16 (a—b)~(a+b)=16 zamjene

= 2-(a+b)=16 = 2-(a+b)=16/:2 = a+b=8.
Promatramo sustav:
a-b=2 metoda suprotnih
a+b=8} {

Racunamo b.

L = 2-a=10 = 2-a=10/:2 = a=5.
koeficijenata

} = 5+b=8 = b=8-5 = b=3.

Zbroj povrSina kvadrata je
a’+b%=52+3%222549=34.
Odgovor je pod D.
3.inacica

Neka su a i b duljine stranica zadanih kvadrata, a > b. Tada je

4-a-4-b=38 4-a-4-b=8/:4 a-b=2 metoda
= = = =
a2_b2 =16 a2 _b2 =16 (a=b)-(a+b)=16 zamjene

a-b=2 a—b=2 a-b=2) a-b=2/"
= = = = =
2-(a+b)=16 2-(a+b)=16/:2 a+b=8 atb=8 />
2
(a-D) =22 a?-2.a-b+b>=4 zbrojimo
= 2 27 2 2 = | jednadzb
(a+b)" =8 a“+2-a-b+b” =64 Jednadzbe

a2 2abtb i a2 a bbb =4+64 = a® -2 ab+b24at 0 a-b+bE=68 =

a2 4b2+a b2 =68 = 2.a%+2-b2 =68 = 2.a>+2.b>=68/:2 = a > +b > =34



Odgovor je pod D.
Vjezba 143
Razlika opsega dvaju kvadrata je 4, a razlika njihovih povrSina 11. Zbroj njihovih povrsina je
A. 61 B.55 C.63 D.59
Rezultat: A.

Zadatak 144 (Mala sirena, gimnazija)
Osnovice trapeza imaju duljine a i c. Koliki je omjer povrSina na koje je trapez razdijeljen
srednjicom?

A.2~a+c B a+c C.3~a+c D.ﬁ
a+c a+2-c a+3-c c
Rjesenje 144
Ponovimo!
n a ¢ a-d+b-c
n=— , —F4—=——
1 b d b-d

Cetverokut je dio ravnine omeden sa Cetiri duZine. Konveksni &etverokuti su etverokuti kojima su svi
kutovi manji od 180°.

Trapez je Cetverokut koji ima dvije suprotne stranice a i ¢ usporedne. Usporedne stranice trapeza zovu
se osnovice, a druge dvije b i d zovu se kraci trapeza. Trapez je Cetverokut kojemu su barem dvije
stranice paralelne (usporedne).

Plostina trapeza izraCunava se po formuli

gdje je v visina trapeza, a i ¢ su osnovice trapeza.
Srednjica trapeza je spojnica poloviSta krakova trapeza. ' Racuna se po formuli
a+c

2
Srednjica je duzina u trokutu koja spaja polovista dviju stranica trokuta. Usporedna je trecoj stranici
trokuta. U trokutu je srednjica jednaka polovici duljine trece stranice.
Srednjica je duzina u trapezu koja spaja polovista dvaju krakova trapeza. Usporedna je osnovicama
trapeza. U trapezu srednjica je jednaka polovici zbroja osnovica trapeza.
Srednjica trapeza raspolavlja visinu trapeza.
Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

NS

a-n a
—=—,n#0, n#l.
b-n b

c
v P2
2

s

N[ <
U
—h

Gledamo omjer!



P Py P, S P, + P at -t
_1:3_ 2 1 i 2):>_1_as 1 +2 :>_1_1+2
» sStev P stcw st P, atc, P, atc_ c
2 2 2 2 2 1
» 2-a+a+c » 3-a+c » 3-a+c »
‘a+
e = e~ e~
P, atc ¢ h 4 ¢ h 4 ¢ Py a+3-c
2 2 2
Odgovor je pod C.
Vjezba 144
Odmor!

Rezultat:

Zadatak 145 (KreSo, maturant)
Ako produljimo stranicu kvadrata za 4 jedinice povrSina mu se utrostruci. Za stranicu x
polaznog kvadrata vrijedi:
A 4<x<5 B.5<x<6 C.6<x<7 D.7<x<8
RjeSenje 145

Ponovimo!

(a+b)2=a2+2-a-19+192 , Ja-bz\/;-\/z.

Cetverokut je dio ravnine omeden sa Cetiri duZine. Konveksni ¢etverokuti su etverokuti kojima su svi
kutovi manji od 180°.

Kvadrat je cetverokut kojemu su sve stranice sukladne;a dijagonale medusobno sukladne i okomite.
Povrsina kvadrata duljine stranice a izracunava se po formuli

2
Psa .
Kako zapisati da je broj b za n ve¢i od broja-a?
b=a+n~5 b—-a=n , b—-n=a.
Kako zapisati da je broj b n puta vec¢i od broja a?
b b
b=na , —=n , —=a.
a n
(x+4)?=3x2 = x24+8 14162312 = x> +8-x+16-3-x2=0 = 2. x> +8-x+16=0 =
2 -
— 2 x2 48 x416=0/:(-2) > x2-4.x-8=0 = ¥ ~4x78=0 -
a=1,b=—4,c=-8

a=1,b=-4,c=-8
_4x 1632 _

2
()£ (-4 41 (-8)
= bbP—dac [T N7 71 = 5

1,2 2.a
4+.[48 4+.16-3 4+.J16-/3 4+4.[3
= N277 5 = N2 4 = 257 5 = N277 5 =
4-(1+43 4-(1+4/3 =2-\1+43

:>xlzzwlezzwlezzz(li\/g):xl ( \/_) =

’ 2 ’ 2 ’ Xy = 2~(1—\/§) nema smisla

= x=2-(1+/3) = x=546 = 5<x<6.

Odgovor je pod B.



Vjezba 145
Ako produljimo stranicu kvadrata za 4 jedinice povrSina mu se udvostruci. Za stranicu x
polaznog kvadrata vrijedi:
A 6<x<7 B.7<x<8 C.8<x<9 D.9<x<10
Rezultat: D.

Zadatak 146 (Zvone, maturant)
Izracunajte plostinu paralelograma, ako je e = 15 cm, f =9 cm i Siljasti kut o = 60°.

A.30~\/§cm2 B.36~\/§cm2 C.36cm2 D.25~\/§cm2
RjeSenje 146
Ponovimo!
=1/ o o o 3
=0| L vembrd , c0s60" =L | cos120°=—L | sinco°=2,
c= 2 2 2
Cetverokut je dio ravnine omeden sa Cetiri duZine. Konveksni &etverokuti su etverokuti kojima su svi
kutovi manji od 180°.
Plosna dijagonala je duzina koja spaja dva nesusjedna vrha nekog mnogokuta.
Paralelogrami su ¢etverokuti kojima su po dvije nasuprotne stranice usporedne (paralelne).
® ima dva para usporednih (paralelnih) stranica
nasuprotne stranice jednake su duljine
dijagonale se raspolavljaju
suprotni kutovi jednaki'su

a| €

o
<
=
=
R
o
e o o

e kutovi uz svaku stranicu suplementarni su o+ £ =180 °

Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
Poucak o kosinusu (kosinusov poucak)
U trokutu ABC vrijede ove jednakosti:

a2 :l92+c2—2-b-c-cosa,

bz =az+(72—2~a'(7~cos,b’,
(72 =a 2+172—2~a~b~cos}/.

Plostina trokuta kojemu su zadane duljine dviju stranica i mjera kuta izmedu njih racuna se po
formulama:

1 1 1
P=—-a-b-siny , P=—-a-c-sinff |, P:E-b-c-sina.

Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(b+c)=a-b+a-c , a-b+a-c=a-(b+c).

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

an a
—=—,n#0, n#l.
b-n b
D a C
f
b
e b
a B
A a B



Sa slike vidi se:
|AB|=|CD|=a , |BC|=|DA|=b ,|AC|=e=15,|BD|=f =9, ZDAB=a=60"
ZABC=[4=180°-60°=120"°

A a B

Na trokutu ABD uporabimo kosinusov poucak.

f2=a’+b>~2-a-b-cosa = 9% =a

N 81=a2+b2—2~a~b% N 81=a2+b2—2~a~b% — 81=aZ+b2—a-b.

2+l?2—2~a~b~cos60o =

(o

A a B
Na trokutu ABC, takoder, uporabimo kosinusov pou¢ak.

2 2
e

—aZ b2 2.a-b-cosf 5152 =a’

+b2-2-q-b-cosl20° =
N 225=a2+b2—2~a~b~[—%J — 225=a2+b2—2~a~b~(—%J — 25=a%+b%+a-b,
Iz sustava jednadzba dobije se:

81=a2+b2—a~b oduzmemo 2 2 2 2
= = 225-8l=a”"+b +a~b—(a +b —a~b):>

225 =a 2 + b 2 +a- b jednﬂdee

= 144=a2+b2+a~b—a2—b2+a~b = 144=a2+192+a~b—a2—192+a~b =
= 144=a-b+a-b = 144=2-a-b = 2-a-b=144 = 2-a-b=144/:2 = a-b="T2.
Plostina paralelograma ABCD jednaka je dvostrukoj plostini trokuta ABD.

1 1 o o
pP=2-P = P=2-—-a-b-sihnad = P=2-—-a-b-sin60 = P=a-b-sin60 =

ABD ) >

a-b=72

J3 J3 2

= ., \/—g = P=72-— = P=72--— = P=36-y\/3cm

sin60 = =-~— 2 2

Odgovor je pod B.

Vjezba 146
Izracunajte plostinu paralelograma, ako je e = 30 cm, f = 18 cm i §iljasti kut a = 60°.
A1202em? B4 J3em®  Clddem®  D.100-2 em?
Rezultat: B.



Zadatak 147 (Mira, ekonomska Skola)

Ako su kutovi Cetverokuta a, B, y, 81 vrijedi a: f:y:0=1: % 12 %, tada za te kutove izlazi
da su:
A. sva Cetiri Siljasta B. dva siljasta i dva tupa
C. dva Siljasta, jedan pravii jedan tupi D. tri Siljasta i jedan tupi

RjeSenje 147
Ponovimo!
Cetverokut je dio ravnine omeden sa Cetiri duZine. Konveksni etverokuti su etverokuti kojima su svi
kutovi manji od 180°.
Zbroj svih kutova u ¢etverokutu je 360°.
o

a+ [+y+0=360 .
Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

a-n_a

—=—,n#0, n#l.
b-n b

Omjer je koli¢nik dviju istovrsnih veli¢ina
a:b=k ili ==k,
b
gdje je:
a — prvi ¢lan omjera,
b — drugi ¢lan omjera,
k — vrijednost (kvocijent) omjera.
Vrijednost omjera ne mijenja se ako se prvi i drugi broj pomnoze ili podijele istim brojem.
a: bz(a~n) : (b-n)
a :b:(a:n) : (b:n).
Ako postoji n jednostavnih omjera, takvihda je

a 1ay =k
an a3 = k2
az:ay = k3
4p—1 - n :kn 1
produZeni omjer je
apay tayiay a, 1 ap

Siljasti kut: od 0° do 90°.

Pravi kut: to¢no 90°.

Tupi kut: od 90° do 180°.

Zbog jednostavnosti mozZemo svaki ¢lan omjera pomnoZiti brojem 2.

3 7 3 7
a:fpy:o=1:=:2:—= a:B:y:0=(1-2):| =-2|:(2-2):| =2 | =
prris=tidind = apiysa-2)i( 3222 1 2)
a=2-k

B=3k . : :
S>a:p:y:0=2:3:4:7=> m — k koeficijent proporcionalnosti.

y=4-

0=Tk

Zbroj kutova u etverokutu je 360°.



A+ B+y+8=360" = 2-k+3-k+4-k+7-k=360" = 16-k=360" =
= 16-k=360"/:16 = k=225".

Mjere kutova su:

=2k @=2.225° or=45° siljasti kut
B=3k N [k :22.50] N ,B=3~22.5: N ,B=67(.)5° §i1?'asti kut
y=4k y=4-225 y=90 pravi kut
6=Tk §=7-22.5° §=157.5° tupi kut
Odgovor je pod C.
Vjezba 147
Odmor!
Rezultat:

Zadatak 148 (Tomo, maturant)

Dijagonale jednakokracnog trapeza su okomite, a povrsina je 50. Kolika je dijagonala?
Rjesenje 148

Ponovimo!

1 no m n+m 2 2 2
a =a , a -a =a , (a-i—b) =a +2-a-b+b

Cetverokut je dio ravnine omeden sa Cetiri duZine. Konveksni-&etverokuti su etverokuti kojima su svi
kutovi manji od 180°.
Plosna dijagonala je duZina koja spaja dva nesusjedna vrha-nekog mnogokuta.
Trapez je Cetverokut koji ima dvije suprotne stranice usporedne. Usporedne stranice trapeza zovu se
osnovice, a druge dvije zovu se kraci trapeza. Trapez je Cetverokut kojemu su barem dvije stranice
paralelne (usporedne). Trapez je jednakokracan-ako su mu nasuprotne neparalelne stranice jednake
duljine, a kutovi uz osnovicu sukladni.
Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te'duZine zovemo stranice trokuta.
Pravokutni trokuti imaju jedan pravi kut (kut od 90°). Stranice koje zatvaraju pravi kut zovu se katete,
a najdulja stranica je hipotenuza pravokutnog trokuta.
Plostina pravokutnog trokuta ¢ije su katete a i b dana je formulom

a-b 1
P=— = P=—-a-b.

A B

Sa slike vidi se:
|AS|=|BS|=x . |sC|=|sD|=y ., d=|AC|=|BD|=x+y

10



ZBSA=/CSB=/DSC=/ASD=90"
Povrsina trapeza ABCD jednaka je zbroju povrSina pravokutnih trokuta:
AABS, ABCS, ACDS i ADAS.
XX yy xy xy 2 2
+ + + . .
P=50

P=

2 2
= x7+y7+x;2y+x~_2y:50/. 2 = x2+y2+x~y+x~y=100 = x2+y2+2~x~y=100 =

= (x+3)7 =100 = (x+y)7 =100 /Y = x+y=y100 = x+y=10.
Duljina dijagonale je 10.
d=x+y=10.
Vjezba 148
Odmor!
Rezultat:

Zadatak 149 (Valentina, ekonomska Skola)

Dijagonale paralelograma imaju duljine 6 cm i 10 cm, a jedna njegova stranica ima duljinu
7 cm. Kut medu dijagonalama iznosi:

A 75° B.90° C.45° D:60° E.30°
RjeSenje 149
Ponovimo!

Cetverokut je dio ravnine omeden sa Cetiri duZine, Konveksni etverokuti su etverokuti kojima su svi
kutovi manji od 180°.

Plosna dijagonala je duZina koja spaja dva nesusjedna vrha nekog mnogokuta.

Paralelogrami su cetverokuti kojima su po.dvije nasuprotne stranice usporedne (paralelne).

Njegove dijagonale se raspolavljaju.

Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.

Poucak o kosinusu (kosinusov poucak)

U trokutu ABC vrijede ove jednakosti:

2 2

az=bz+c2—2-b-c-cos(0() = cos(a)zu,
2-b-c

2 2 2 az+(‘2—172

b"=a"+c"=2-a-c-cos(B) = cos(f)=——-,
2-a-c

2 2 2 az+172—(*2

c - =a " +b —2-6!-17-COS(Y)DCOS(Y)=+
2-a-b

Sukuti (susjedni) kutovi zajedno ¢ine 180°. Sukuti su kutovi koji imaju jedan zajednicki krak, a
preostala su dva kraka razliciti polupravci istoga pravca.
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Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

a-n a
—=— ,n#0, n#l.
b-n b

A

Sa slike vidi se:
|AB|=7 , |AC|=10 ., |BD|=6 , |AS|=%~|AC|=5 : |BS|:%~|BD|:3

ZBSA=f , ZCSB=a

2 2 2 2 .2 2
_|AS| +|BS| _|AB| 5 +3 -7 _25+9-49
cos(ﬁ)— 2-|AS|'|BS| = cos(ﬁ)— 553 = cos(ﬁ)_ % —
= cos(ﬁ)z—% = cos(ﬁ):—% = cos(ﬁ)z_% — ,3=c0s_1(—%j N
= =.=120".
Sada je
a+f=180" = a=180"-f = a=180"—-120° = a=60".
Odgovor je pod D.
Vjezba 149
Odmor!

Rezultat:

Zadatak 150 (Bug, ekonomska skola)

Jedna stranica paralelograma iznosi 4 cm, druga 6 cm, a dijagonala 4- \/E cm. Duljina druge
dijagonale je:

A.6 cm B.6~\/3 cm C.8cm D.4~\/§ cm

RjeSenje 150

Ponovimo!

o 2
JJab= \/Zﬁ , cos(lS() —0{) = —cos(O{) , (a-b)n =a a -b a , (\/Z) =a.

Cetverokut je dio ravnine omeden sa Cetiri duZine. Konveksni etverokuti su etverokuti kojima su svi
kutovi manji od 180°.
Plosna dijagonala je duZina koja spaja dva nesusjedna vrha nekog mnogokuta.
Paralelogrami su ¢etverokuti kojima su po dvije nasuprotne stranice usporedne (paralelne).
Njegove dijagonale se raspolavljaju. Kutovi uz svaku stranicu suplementarni su (njihov zbroj je 180°).
Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
Poucak o kosinusu (kosinusov poucak)
U trokutu ABC vrijede ove jednakosti:

12



192+c2—a

Clz=]92+C2—2-b-c-COS(C¥) = cos(a)z—,
2-b-c
2 2 2 az-l-('z—bz
b =a " +c —2~a~(7~cos(,3):cos(ﬁ):'—,
2-a-c
2 2 2 az-l—bz—cz
¢ =a +b —2~cz~19~cos(y):cos(7):+
2-a-b

Sukuti (susjedni) kutovi zajedno ¢ine 180°. Sukuti su kutovi koji imaju jedan zajednicki krak, a
preostala su dva kraka razliciti polupravci istoga pravca.

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

a-n a

—=—,n#0, n&h

b-n b

A
Sa slike vidi se:
|AB|=|cD|=a=6 ,|AD|=|BC|=b=4, |BD|=f=4-J2 ,|AC|=¢
ZDAB=a , ZABC=8 , a+B=180"
D a C

A a B
Uocimo trokut ABD i uporabimo kosinusov poucak.
2
40| +| a5 | 0] +2+6°-(42)
cos(a)= = cos(a)=
2| AD|-| AB| 2:4-6

13



2 2
16+36-4 (ﬁ) 52-16-2 20 20
= cos(a)= = cos(a)=—"—— = cos(@)=— = cos(a)=— =
48 48 48 48

- cos(a)=%.

Buduc¢i da su kutovi a i B suplementarni, vrijedi:

a+B=180" = B=180"-a = cos(ﬂ)zcos(lSOo—a) = cos(f)=-cos(a) =

A a B
Uocimo trokut ABC i uporabom poucka o kosinusu izracunamo duljinu dijagonale e.

|ac|? =| AB| > +| Bc|* —2-| AB|-{ BC|-cos(8) =

= 62=62+42—2~6~4~(—%j = e2=36+16+12~4~% =N e2=52+12-4% =N

050420 = €222 = e 222 Y o oen T2 = e= 362 =

= ez\/%~\/3 = e=6-42 cm.
Odgovor je pod B.
Vjezba 150
Jedna stranica paralelograma iznosi 8 cm, druga 12 cm, a dijagonala 8- \/3 cm. Duljina druge
dijagonale je:

A 12 cm B.12~\/§ cm C.16 cm D.8~\/§ cm
Rezultat: B.

Zadatak 151 (Filip, maturant)

Ako je omjer veceg kuta medu dijagonalama pravokutnika prema manjem kutu 2 : 1, onda je
omjer stranica pravokutnika a : b jednak (a > b):

A 31 B.2:1 C.\2:1 D.3:2
RjesSenje 151

Ponovimo!

Omjer je koli¢nik dviju istovrsnih veli¢ina
a:b=k ili ==k,
b
gdje je:
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a — prvi ¢lan omjera,

b — drugi ¢lan omjera,

k — vrijednost (koli¢nik) omjera.
Razmjer ili proporcija je jednakost dvaju jednakih omjera. Ako je

a:b=k 1 c:d=k,
tada je razmjer ili proporcija
a:b=c:d.
Umnozak vanjskih ¢lanova razmjera a i d jednak je umnoSku unutarnjih ¢lanova razmjera b i c.
a:b=c:d = a-d=b-c.

Sukuti (susjedni) kutovi zajedno ¢ine 180°. Sukuti su kutovi koji imaju jedan zajednicki krak, a
preostala su dva kraka razliciti polupravci istoga pravca.

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

an_« , n#0 , At

b-n b
Cetverokut je dio ravnine omeden sa Cetiri duZine. Konveksni etverokuti su etverokuti kojima su svi
kutovi manji od 180°.
Plosna dijagonala je duZina koja spaja dva nesusjedna vrha nekog mnogokuta.
Paralelogrami su cetverokuti kojima su po dvije nasuprotne stranice usporedne (paralelne).
Pravokutnik je paralelogram koji ima barem jedan pravi kut (pravi kut ima 90°).
Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
Pravokutni trokuti imaju jedan pravi kut (kut od 90°). Stranice koje zatvaraju pravi kut zovu se katete,
a najdulja stranica je hipotenuza pravokutnog trokuta.
Tangens $iljastog kuta pravokutnog trokuta jednak je omjeru duljine katete nasuprot tog kuta i duljine
katete uz taj kut.

D C
\::3*1::[;) ********************* N b
A = M — 5
a
Sa slike vidi se:
4|l €Dl =a . 5|~ . 5|~ ap|=b . ||| ir| -

15



/BPA=a | ABPM=% , ZCPB=f

a:p=2:1 a=2-8 o o o
s L= 2.8+5=180" = 3.8=180" = 3.8=180" /:3 =
a+B=180 a+B=180

o o o (94 o
= f=60 = [a=2f] = a=2:60 = a=120 = 5 =60

Uocimo pravokutan trokut MBP i uporabimo funkciju tangens.

a a
tg(%j=% - tg(GOO):% N \/§=% — \/_:% = %:@ = a:b=,/3:1
2 2
Odgovor je pod A.
Vjezba 151
Odmor!
Rezultat:

Zadatak 152 (Filip, maturant)
Duljine stranica paralelograma su 3 i 5. Zbroj kvadrata dijagonala je:
A. 68 B. 44 C.70 D. 59
RjeSenje 152
Ponovimo!
a=>b

=NaPo=b+d.
c=d

Transformacija zbroja u umnoZzak

cos(x)+cos(y)=2-Cos(x;yj-cos(x_y].

2

Cetverokut je dio ravnine omeden sa Cetiri duZine. Konveksni etverokuti su etverokuti kojima su svi
kutovi manji od 180°.

Plosna dijagonala je duZina koja spaja dva nesusjedna vrha nekog mnogokuta.

Paralelogrami su ¢etverokuti kojima su po dvije nasuprotne stranice usporedne (paralelne).

Njegove dijagonale se raspolavljaju. Kutovi uz svaku stranicu suplementarni su (njihov zbroj je 180°).
Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.

Poucak o kosinusu (kosinusov poucak)

U trokutu ABC vrijede ove jednakosti:

a2 2192+62—2'/9'C'COS(CZ),

bz :a2+(,'2—2~a~(7~cos(,6’),

(72 =a 2+172—2~a~b~cos(}/).
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A 5 B

Sa slike vidi se:
|AB|=|cD|=5 . |BC|=|AD|=3 . | AC

=e,|BD|=f

a+f=180" , —L =

Uoc¢imo trokute AABC i AABD. Pomocu kosinusova poucka dobije se:
|ac|? =| aB| > +| Bc|* —2| ABJ{BC| cos()
|BD|* =| AB| % +| AD|? ~2:{4B| | AD -cos()

=

2

e2=52+32—2~5~3~cos(,8) 62=25+9—30~Cos(ﬂ)
=
f 7 =25+9-30-cos(e)

f2=52+32—2~5~3-c0s(a)

2 =
=34-30- broji ;
e COS(,B) } {z rojimo } e2+f2=34—30'003(13)"'34_30'Cos(a)

= 2 . .
f =34—30~cos(a) jednakosti
2 2
= e +f =68—30~(cos(a)+cos(ﬂ)) =
a+ o— + o
= 62+f2=68—30~2~cos p -Cos p = @ ﬂ:g() —
2 2 2
o o — o —
= €2+f2=68—60~cos(90 )~cos( 2'8j = e2+f2=68—60~0-cos( 2'8j =
= €2+f 2 =68.
Odgovor je pod A.
Vjezba 152
Odmor!
Rezultat:

Zadatak 153 (Ivana, maturantica)
Dijagonale romba iznose 6 i 8. Visina tog romba je:
A. 4.8 B.5 C.54 D. 6.2
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RjeSenje 153
Ponovimo!

Cetverokut je dio ravnine omeden sa Cetiri duZine. Konveksni etverokuti su etverokuti kojima su svi

kutovi manji od 180°.

Plo$na dijagonala je duZina koja spaja dva nesusjedna vrha nekog mnogokuta.

Paralelogrami su ¢etverokuti kojima su po dvije nasuprotne stranice usporedne (paralelne).

Romb je paralelogram koji ima 2 para paralelnih stranica. Sve su mu stranice jednake duljine.
e ima dva para usporednih (paralelnih) stranica

nasuprotne stranice su jednake duljine

ima sve Cetiri stranice jednake duljine

dijagonale se raspolavljaju

dijagonale su medusobno okomite

dijagonale su simetrale kutova

suprotni kutovi su jednaki

kutovi uz svaku stranicu suplementarni su

mozZe se upisati kruZnica

a \'

1

a

o

PovrSina romba je

P=av , Pzﬂ,
2

gdje je a duljina stranice, v visina, e dijagonala, f dijagonala.
Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
Pravokutni trokuti imaju jedan pravi kut (kut od 90°). Stranice koje zatvaraju pravi kut zovu se katete,
a najdulja stranica je hipotenuza pravokutnog trokuta.
Pitagorin poucak
Trokut ABC je pravokutan ako i samo ako je kvadrat nad-hipotenuzom jednak zbroju kvadrata nad
katetama.

D a Cc

A
Sa slike vidi se:

|4B|=|BC|=|cD|=|pAl=a , [N|=v , [AC|=e=38 , [AP[="=4

|BD|=f =6, |BP|=§=3

Uoc¢imo pravokutan trokut ABP i pomocu Pitagorina poucka izra¢unamo a.
2 2
2 2 2
48| =| 8P| | aP|* = azz(ij {ij o234 5 0% m0si6

— 4?2252 a%=25/Y = 4=J25 = a=5.
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PovrSinu romba zapiSemo na dva nacina kako bismo izracunali v.

P=a-v
. . 1 . 8.6
e-f (= a~v=ﬁ = a~v=ﬁ/-— = v=ﬁ = v=—- = v=428.
=— 2 2 a a .
2
Odgovor je pod A.
Vjezba 153
Odmor!

Rezultat:

P

Zadatak 154 (Luka, tehnicka Skola)

Duljina jedne stranice pravokutnika poveca se za 50 %, a druge umanji za 50 %. Za koliko se
promijeni povr§ina pravokutnika?

A. Umanji se za 25 %. B. Umanji se za 50 %.
C. Uveca se za 25%. D. Uveca se za 50 %.
RjeSenje 154
Ponovimo!
b a-b a ¢ a-c b a-c+b b a-c-b
a - —=—— , —_—— = . a —_= . —_——=
c c b d b-d c c c c

Cetverokut je dio ravnine omeden sa Cetiri duZine. Konveksni etverokuti su etverokuti kojima su svi
kutovi manji od 180°.
Paralelogrami su ¢etverokuti kojima su po dvije nasuprotne 'stranice usporedne (paralelne).
Pravokutnik je paralelogram koji ima barem jedan pravi-kut'(pravi kut ima 90°).
Plostina pravokutnika izraCunava se po formuli:

P=wa"b,
gdje su ai b duljine njegovih stranica.
Stoti dio nekog broja naziva se postotak. PiSe-se kao razlomak s nazivnikom 100. Postotak p je broj
jedinica koji se uzima od 100 jedinica neKe'veliCine.

Na primjer,
OG%h=— | 81%= | as5g=2>  s47923% g P
100 100 100 100 100
Kako se racuna "... p% od x..."?
P

Kako zapisati da se x poveca za p% ?

Kako zapisati da se x smanji za p% ?

- X.
100
MnoZenje zagrada
(a+b)-(c+d) =a-c+a-d+b-c+b-d.
ProSiriti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka pomnozZiti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice
a a-n

=—— , n#0, n#l.
b b-n

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

19



a-n a
—=—,n#0, n#l.
b-n b
Neka su a i b duljine stranica pravokutnika. Njegova je povrSina
P=a-b.
Nakon promjene bit Ce:

50 50 50 50
A=lat—-a||b-——b| = A=lat—-a||b-———Db| =
100 100 100 100

1 1 1 1 1
A=lat—-al|b-—b| = R=ab-—ab+t_—ab-—ab=
2 2 2 2 4

= Pl:P ————— P Pl:P__ P
4 25 100
P se umanji za 25 %.
Ili ovako!
50 50 3 1
Pl= a+—- —b :>Pl=—a—b:>Pl=—~a~b:>Pl=P——~P:>
100 100 2
12 2
= Pl=P——~—5-P 1:[:’__5 P
4 25 100

P se umanji za 25 %.
Odgovor je pod A.
Vjezba 154
Duljine stranica pravokutnika povecaju'se za 50 %. Za koliko se promijeni povrSina

pravokutnika?
A. Uveca se za 25 %. B. Uveca se za 50%.

C. Uveca se‘za 75 %. D. Uveca se za 125 %.
Rezultat: D.

Zadatak 155 (Ante, maturant)

Od Zice duljine 120 cm napravljen je model kvadrata i model pravokutnika kojemu je jedna
stranica trostruko dulja od druge. Kolika treba biti duljina stranice kvadrata da bi zbroj povrSina tih
likova bio minimalan?

RjeSenje 155

Ponovimo!
1 n m n+m 2 2 2 n n o, n
a =a , a -a =a , (a—b) =a —-2-a-b+b , (a-b) =a b .
b a-b b a-c+b a a-c
a-—=—— , a+—= , —=—.
c c c c b b

Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(b+c) =a-b+a-¢c , ab+a-c =a-(b+c).
Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice
a-n a

—=— ,n#0, n#l.
b-n b
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Cetverokut je dio ravnine omeden sa Cetiri duZine. Konveksni etverokuti su etverokuti kojima su svi
kutovi manji od 180°.
Kvadrat je cetverokut kojemu su sve stranice sukladne, a dijagonale medusobno sukladne i okomite.
Opseg kvadrata duljine stranice a izracunava se po formuli

O=4-a.
PovrSina kvadrata duljine stranice a izraCunava se po formuli

2
P=a
Paralelogrami su ¢etverokuti kojima su po dvije nasuprotne stranice usporedne (paralelne).
Pravokutnik je paralelogram koji ima barem jedan pravi kut (pravi kut ima 90°).
Opseg pravokutnika izraCunava se po formuli:

0= 2-(a+b),
gdje su aib duljine njegovih stranica.
Plostina pravokutnika izraCunava se po formuli:
P=a-b,
gdje su aib duljine njegovih stranica.
Kako zapisati da je broj b n puta veci od broja a?

b b
b=na , —=a , —=n.
n a

Polinom drugog stupnja (kvadratna funkcija) ima oblik
2
f(x)=a-x"+b-x+c,
gdje sua# 0, bicrealni brojevi. Broj a naziva se vode¢i koeficijent polinoma drugog stupnja, b

linearni koeficijent, a ¢ slobodni koeficijent polinoma.
Kvadratna funkcija (polinom drugog stupnja)

f(x)za-x2+b-x+c,

ima ekstrem u tocki s apscisom
b

X=——-.

2-a
Ekstrem je minimum ako je a > 0, maksimum ako je a < 0.
Oznake za derivaciju su:

dy_ A fA) ()

y'=—= lim_ —= lim = f'(x).

dx Ax—0Ax Ax—0 Ax

Tabli¢no deriviranje

Funkcija Derivacija
c 0
X 1
n —
X - 1

Ako je ¢ konstanta, a u = f(x), v = g(x) su funkcije koje imaju derivacije, onda je

(eF () =e (1) (F(D*e(0) =(7(x) £(2 ()
Odredivanje maksimuma i minimuma funkcije y = f(x)

I. Nade se prva derivacija funkcije

y =f (%)
II. Prva derivacija funkcije izjednaci se s nulom
f(x)=0

III. Rijesi se dobivena jednadZba
21



f(x)=0 = X|» Xy, X3, ..., X; surjeSenja jednadZzbe,

to su vrijednosti apscise za koje zadana funkcija moZe imati ekstrem, te se tocke zovu stacionarne
tocke

I'V. Nade se druga derivacija funkcije tako da se derivira prva derivacija funkcije

v =1 (x)=(r ()
V. Svaka stacionarna tocka X1, X2, X3, ... , X; uvrsti se u drugu derivaciju funkcije. Pri tome vrijedi:
e zaf (xl.) >0 u x; je minimum
e zaf (xl.) <0 u x; je maksimum.

1.inacica

P: + P> najmanja vrijednost

P; X
P, y
X 3.y
Neka je x duljina stranice kvadrata. Za njegov opseg i povrSinu vrijedi:
O1 =4-x P1 =X 2.

Neka je y duljina krace stranice pravokutnika. Dulja stranica iznosi 3 - y. Za njegov opseg i povrSinu
vrijedi:
02:2~(y+3~y) = 02:8~y ; P2:3~y~y = P2:3~y2
Modeli kvadrata i pravokutnika napravljeni su od Zice duljine 120 cm pa vrijedi jednadZba:
0,+0,=120 = 4-x+8-y=120.= 8- y=-4-x+120 = 8-y=-4-x+120/:8 =
= y= L x+15.
2
Zbroj povrSina kvadrata i pravokutnika je kvadratna funkcija.

2
2 2 2 1
f=P1+P2 = f=x +3y = f=x +3- —E~x+15 =

1 3
= f:x2+3~(z~x2—15~x+225j = f:x2+z~x2—45~x+675 =

7
= f =Z-x2 —45-x+675.
Vodedi je koeficijent ove funkcije pozitivan.
a=—>0.

Imat ¢e najmanju vrijednost u tocki s apscisom

xX=——.
2-a

Izraunajmo to!
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7
f=—x"-45-x+675
7 2 4 b
f=Z~x —-45-x+675 = ; [xz—z—} =
a=— , b=—45 , c=675 “
4
OO NN, ~ BN - N o
5.1 5.1 7 7
4 4 2

.. . .90
Duljina stranice kvadrata je £l cm.
2.inadica
Racunamo prvu derivaciju zadane funkcije:

f(x)=%~x2—45~x+675 = f'(x)=[%~x2—45~x+675J =

= f'(X)=G~x2J —(45-x) +675 = f (x)=
7

~(x2)—45~x'+0:>

NI

= f'(x)=4.2.x—45.1 = f'(x)z%.z.x—zts = f'(x)zg.x—zts.

Prvu derivaciju funkcije izjednacimo s nulom i rijeS§imo dobivenu jednadZbu.

f'(x)=0 = z'x—45=0 = Z,x:45 = Z.x=45 /-% = xzﬁ.
2 2 2 7 7

JednadZba ima jednu realnu nultocku, tj. postoji jedna stacionarna tocka zadane funkcije.
TraZimo drugu derivaciju tako da deriviramo prvu derivaciju zadane funkcije.

" (7 (Y o T 7T
= =l —x-45)=|=x|-45 == x -0==-1==—>0.
70)={r' ) =( x5 f{Lx) -a5 =3 a -0=T 1=
Druga derivacija je pozitivna pa funkcija fima lokalni minimum za x = ?

Duljina stranice kvadrata je ? cm.

Vjezba 155
Odmor!
Rezultat:

Zadatak 156 (Lidija, gimnazija)
Srednjica trapeza duga je 10 cm i njome je trapez podijeljen na dva dijela ¢ije su povrSine u
omjeru 3 : 5. Duljina krace osnovice trapeza jednaka je:
A.5cm B.6 cm C.4cm D.3cm
RjeSenje 156
Ponovimo!

a a c a
—=1=a=b , ——

b b d b-d
Da bi umnozak bio jednak nuli, dovoljno je da jedan faktor bude jednak nuli.

a-b=0 & a=01li b=0 11 a=b=0.

Omyjer je koli¢nik dviju istovrsnih veli¢ina

a:b=k ili L=k,
b

23



gdje je:

a — prvi ¢lan omjera,

b — drugi ¢lan omjera,

k — vrijednost (kvocijent) omjera.
Razmjer ili proporcija je jednakost dvaju jednakih omjera. Ako je

a:b=k 1 c:d=k,
tada je razmjer ili proporcija
a:b=c:d.
UmnoZak vanjskih ¢lanova razmjera a i d jednak je umnoSku unutarnjih ¢lanova razmjerab i c.
a:b=c:d = a-d=b-c.

Cetverokut je dio ravnine omeden sa Cetiri duZine. Konveksni &etverokuti su etverokuti kojima su svi
kutovi manji od 180°.
Trapez je Cetverokut koji ima dvije suprotne stranice usporedne. Usporedne stranice trapeza zovu se
osnovice, a druge dvije zovu se kraci trapeza. Trapez je Cetverokut kojemu su barem dvije stranice

paralelne (usporedne).
Plostina trapeza izraCunava se po formuli

gdje je v visina trapeza.
Srednjica trapeza je spojnica poloviSta krakova trapeza. Ona je paralelna osnovici trapeza, a duljina joj
je jednaka polovini zbroja duljina osnovica trapeza.
a+c
2
Udaljenost izmedu dviju paralelnih stranica trapeza jest'njegova visina.

Srednjica trapeza dijeli visinu na dva jednaka dijela.
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.

s =

a-(b+c):a-b+a-c , a-b+a-c:a-(b+c).
1.inacica
c
V2 P>
s=10
V1 |:)1
| |
a

Za srednjicu trapeza vrijedi:

a+c_ a+c atc

=5 = =10 = =10/-2 = a+c=20 = a=20-c.

PovrSina velikog trapeza jednaka je zbroju povrSina dvaju manjih trapeza.

a+s s+c a+10 10+¢

a+c~(v1+v2)=T~v1+T~v2 = 10~(v1+v2)= 5 v+ 5 vy =

a210~v1+10;C~v2 /-2 = 20-(v +vy)=(a+10)-v; +(104¢)-v, =

= 10~(v1+v2)=
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= [a=20-c] = 20(v; +v,)=(20-c+10)-v +(10+¢) vy =

= 20+ (v +vy ) =(30=c) v +(10+¢) vy = 20-v +20-vy =(30-c) v +(10+¢) vy =

= 20-v; +20-v5 =(30—c¢)-v; +(10+c)-vy LN 20+2O~V—2=30—c+(10+c) PR

4 1 Y1
V V V
= 20- ——(10+c) 2-30-¢-20 = —2.(20-10—c) =10-c = —2-(10-¢)=10—-¢ =
Vl Vl Vl Vl
10—¢c=0
V V2
= 2.(10-¢)-(10-c)=0 = (10—c)-| 2-1[=0 = v, =
] ] —-=-1=0
1
¢ =10 nije moguce
)
:>V_2:1 :>V—=1:>v2=v1.
PovrSine manjih trapeza su u omjeru 3 : 5.
10+¢ a+10
BiR=3:5= SR =3 55— =iy = [v=y | =
10+ +10 10+ +10 2
= 5y =3y B Sy =3y S
2 2 ]
5-(10+¢)=3-(a+10) = [a=20 0] = 5:(10+c)=3-(20-c+10) =
= 5 (10+c) (30-¢) = 5045:¢=90-3-¢c = 5:¢+3:¢=90-50 = 8-c=40 =
= 8«=40/:8 = c=5cm.
Odgovor je pod A.
2.inacica
C
E P,
2
s=10
\")
2 P
| |
a
Za srednjicu trapeza vrijedi:
+ + +
s> %10 £55210/-2 = a+c=20 = a=20-c.

Primijetimo da srednjica trapeza dijeli visinu na dva jednaka dijela.
PovrSine manjih trapeza su u omjeru 3 : 5.
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10+c¢c v a+10
P2:P1=3:5:>5~P2=3~P1 = 5 —=3. .

=
= 5

v
2 2 2
10+¢ a+10 10+¢ a+10 4
. 4 'V:3' 4 v j 5. . . .

V=

v/-— =
4 %

= 5-(10+¢)=3-(a+10) = [a=20-c] = 5:(10+¢)=3-(20-c+10) =
= 5-(10+¢)=3:(30-¢c) = 50+5:¢=90-3-c = 5:¢+3:¢=90-50 = 8-c=40 =

= 8-¢c=40/:8 = c=5cm.
Odgovor je pod A.

Vjezba 156
Odmor!
Rezultat:
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