Zadatak 421 (Bili, tehnicka Skola)

U pravokutnom trokutu je zbroj duljina kateta 11, a duljina hipotenuze 7. PovrSina tog trokuta
iznosi:
A.15 B. ne postoji C.21 D. 25
RjeSenje 421

Ponovimo!
2 2
(a—b) =a2—2-a-19+192 , (a-i—b) =a2+2-a-19+192

Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
Pravokutni trokuti imaju jedan pravi kut (kut od 90°). Stranice koje zatvaraju pravi kut zovu se katete,
a najdulja stranica je hipotenuza pravokutnog trokuta.
Pitagorin poucak
Trokut ABC je pravokutan ako i samo ako je kvadrat nad hipotenuzom jednak zbroju kvadrata nad
katetama.
Plostina pravokutnog trokuta ¢ije su katete a i b dana je formulom
a-b 1
P=— = P=—-a-b.
2 2
Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice
an_« , n#0 , n#l.
b-n b

l.inacica
Budu¢i da je trokut pravokutan, a hipotenuza ¢ = 7, vrijedi:

2 2

a24p?=c? o 42 p2 9% 2 42 ip oo

Iz sustava ne dobiju se realne vrijednosti za a, odnosno b.

a+b=11 b=11-a metoda 2 2
s o = 5 5 = . = a“+(11-a)" =49 >
+b2 =49 a®+b" =49 zamjene

= a2+121—22~a+a2=49 = a2+121—22~a+a2—49=0 = 2~a2—22~a+72=0 =

2
:>2~a2—22.a+72:0/:2:>az_ll.a+36=0:>a —11-a+36=0 .
azl 5 b:_ll 5 C:36

—(-11 J_r\/ —112—4~1~36 11+,/121-144
= pxbP-dac [T 927 =L (2.1) YT 5, 7
“27 2.a
11+,/-23

= a5 :T‘
To su kompleksne vrijednosti. PovrSina ne postoji.
Odgovor je pod B.

2.inacica

Buduc¢i da je trokut pravokutan, a hipotenuza ¢ = 7, vrijedi:

aZib=c? = a? 162272 = 4% 4p2 =49,
Iz sustava dobiju se
a+b=11 a+b=11/> (@+b)? =112 |  a?42.a-b+b%=121
2,2 407 2.2 T 2 9 Z 2.2
a +o = a”“+b" =49 a“+b" =49 a”+b" =49



a2+b2+2~a~b=121 {metodd
=

}:49+2ab 121 = 2-a-6=121-49 =

zamjene

a’+b? =49

2-a-b 18:2'“'17:18:“—;’:18:

= 2-a-b=T72 = 2-a-b= 72/&

= {P:aéb} = P=18.

Medu ponudenim odgovorima nema tog broja. Dakle, povrSina ne postoji.
Odgovor je pod B.

Vjezba 421
Odmor!
Rezultat:

Zadatak 422 (Ante, srednja Skola)

Unutarnji kut pri vrhu B trokuta ABC iznosi = 30°. Stranica AC tog trokuta vidi se iz
srediSta tom trokutu upisane kruZnice pod kutom od:

A.150° B.90° C.100° D.105°
RjeSenje 422
Ponovimo!
a b a+b

n n n

Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine Zovemo stranice trokuta.
Zbroj kutova u trokutu je 180°.
[e]
a+B%y =180 .
Kruznica je skup svih tocaka u ravnini jednako udaljenih od zadane tocke (sredista).
Polumjer ili radijus je duZina koja spaja.srediSte kruZnice s bilo kojom to¢kom kruZnice. Duljina
polumjera oznacava se slovomr.
Simetrala kuta je pravac koji taj kut dijeli na dva jednaka dijela.
Sve tri simetrale unutarnjih kutova trokuta sijeku se u jednoj tocki. Ta tocka je srediste tom trokutu
upisane kruznice. KruZnica koja dira sve tri stranice trokuta zove se kruZnica upisana trokutu ABC.
Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razlic¢itim od nule i
jedinice
a-n a
—=—,n#0, n#l.
b-n b
Cetverokut je dio ravnine omeden sa Cetiri duZine. Konveksni &etverokuti su etverokuti kojima su svi
kutovi manji od 180°.
Zbroj veli¢ina unutarnjih kutova ¢etverokuta je 360°.

a+ p+ }/+5:36()O.
Puni kut je kut s mjerom od 360°.

1.inacica



B

Sa slike vidi se:
ZABC=p=30°, LCAS=% : LSCA=§ , LASC=§

Uocimo trokut ASC. Za njegove unutarnje kutove vrijedi:

o o o

5+%+%’=180° = 5+277 _180° = 5+y=180° ~ 54180 230 _ye00
° (o] 5 ¢ (o] o (o] (o] (o] (o]
= 5+%=180 = 5+%=180 = 0+75'=180 = 6=180 =75 = 6=105".
Odgovor je pod D.
B
B
2.inacica

Uocimo trokut ABC. Za njegove unutarnje kutove vrijedi:

a+f+y=180° = a+y=180"-4.
Za kutove Cetverokuta ABCSA je:

o

ﬂ+%+€+%=3600 = /3+a;?/+€=3600 = /3"’%%?:3600 =




o

= 30° +M+g=360° = 30° +%+8=360° =30°+ 2% 1 e=360° =

= 30°+75°+£=360° = £=360°"-30"-75" = £=255".

Kut 6 iznosi:
S+£=360" = §=360"-¢ = §=360°"-255° = §=105",

Odgovor je pod D.

Vjezba 422

Unutarnji kut pri vrhu B trokuta ABC iznosi = 40°. Stranica AC tog trokuta vidi se iz
srediSta tom trokutu upisane kruZnice pod kutom od:

A.140° B.100° C.110° D.120°
Rezultat: C.

Zadatak 423 (Iva, gimnazija)
U pravokutnom trokutu simetrala kuta o dijeli suprotnu katetu na dva segmenta. Omjer duljine
veceg od njih prema duljini manjeg jest:

A.ctg%:l B.1:cosa C.2~ctg%:1 D.l:cosz

RjeSenje 423
Ponovimo!
X
n sin x 2.fg2 a " a-d-b-c 2 )
n=— . 18X= , gx=——""=— , —gg/m=—7"7— , cos"x+sin"x=1.
1 Cos X | 2 X b d b.d
_[’(g —
2
2X L2 a ¢ a-d+b-c
cosx=cos”——sin“&Y , —f—=————
b d b-d

Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine:Te duZine zovemo stranice trokuta.

Simetrala kuta je pravac koji taj kut dijeli na dva jednaka dijela.

Pravokutni trokuti imaju jedan pravi kut (kut od 90°). Stranice koje zatvaraju pravi kut zovu se katete,
a najdulja stranica je hipotenuza pravokutnog trokuta.

Tangens §iljastog kuta pravokutnog trokuta jednak je omjeru duljine katete nasuprot tog kuta i duljine
katete uz taj kut.
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.

a-(b+c):a-b+a-c , a-b+a-c:a-(b+c).

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

[CRE-]




Neka simetrala kuta o dijeli stranicu a na segmente X iy.

x+y=a.
Sa slika vidi se:
a y y o y o o
o fg—=2 = L=t = ZL=tg— /b= y=b-tg—
5270 T 82 T 8 YEUEy
+ +
. tga=%:>%=tga:>¥=tga:>x—by=tga/-b:>x+y=b~tga.

Promatramo sustav jednadZba i izracunamo X.

a
=b-to— metoda o o
Y g2 = ) = x+b-tg—=b-tgax = x=b-tga-b-tg— =
zamjene 2 2
x+y=b-tga
a
= x=b~[tg05—thJ =
o
2-tg—
2 2 1
= x=b- —2_th = x=b-tgz- —_—1 | = x=b-tgz- _ | =
l_thQ 2 2 l_thQ 2 l_thQ 1
2 2 2
2 (l—tgzj 2—1+tgZg a 1+tg2—
= x=b-1g— 5 :3x=btg§- > :>x=btg3” Zé
1—t¢ 1—t¢ 1-tg=—
) 89 )
s1n2— 1 s1n2— c0s2g+sin2g
1+ p —+
cosz— I cosz— cosz—
= x=b-tg— = x=b-tg— = x=b-tg—- =
2 .20 2 .20 2 20 .2«
sin” — sin“ — cos” — —sin“ —
_ 1_ 22
cos2 & 1 cos2 & cos2 &
c0s2g+sin2g
2 2
cosZg c0s2g+sin2g o
= x=b-tg—-ﬁ = x=b-tg—-# = x=b-tg—- .
2 cos> & —sin2 & 2 cos2 % —sin2 & 2 cosa
2 2 2 2
cos2 &
Gledamo omjer!
b-t @ b-tg— !
b 2 cosa b 2 cosx X 1
X - - - 77 2 = x:y=1.cosc.
Y b-tgg Y b-tg— y cosa
2
Odgovor je pod B.
Vjezba 423
Odmor!
Rezultat:



Zadatak 424 (Marko, tehnicka Skola)
Stranice trokuta odnose se kao 2 : 3 : 4. Ako je povrSina toga trokuta 3-,/15, onda je opseg

trokuta
A. 20 B.18 C.36 D.16
RjeSenje 424
Ponovimo!
2 —b-
alza , an.am:anﬁ-m , (\/;) =a (a-b)nzan-bn , ﬁ—cza QC.

b b
Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
Poluopseg trokuta je:

at+b+c
§=—.

2
Opseg trokuta je:
0=2-s.
Plostina trokuta AABC kojemu su zadane duljine stranica a, b, ¢ raCuna se pomoc¢u Heronove formule

+b+
P= \/ s (s —a) . (s —b) . (s —c) , §= a—;c — poluopseg trokuta.
Omjer je koli¢nik dviju istovrsnih veli¢ina
a:b=k ili =k,
b

gdje je:

a — prvi ¢lan omjera,

b — drugi ¢lan omjera,

k — vrijednost omjera.

Ako postoji n jednostavnih omjera, takvih da je

G dn = k1
612 . 613 =
az:ay = k3
4y =Ky
produZeni omjer je
ap1ay Az iay t..ia, g ay.

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

a-n a
—=—,n#0, n#l.
b-n b
1z razmjera slijedi:
a=2-k
a:b:c=2:3:4 = b=3-k ;, k je koeficijent proporcionalnosti.
c=4-k
Poluopseg s iznosi:
a+b+c 2-k+3-k+4-k 9-k
SZT - 5§ = 2 = §=—

Buduc¢i da je povrSina zadana, imamo:



P=3~\/1—5 = \/s (s—

2

= (\/s~(s—a)~(s—b)~(s—
= s~(s—a)~(s—b)~(s

c))

2 2

=(3~\/1_5) :>s~(s—a)~(s—b)~(s—c)=32~(\/1_5) =

—c)=9~15 = s~(s—a)~(s—b)~(s—c)=135 =

(2_2 kj (ﬁ_3.kj.(ﬁ_4.kj=135 N
2 2 2

135~k4 135~k4

16
=135 = =135/~—:>k4=16:>

4
~ k=167 = k=416 = k=2

S
S =—
2
= a=2k = ﬁ
b=3-k 2
| c=4-k |
o 2k Sk 3k K 35
2 2 2 2
Opseg trokuta je

Odgovor je pod B.

Vjezba 424
Odmor!

Rezultat:

Zadatak 425 (Jelena, maturantica)

Duljina hipotenuze c i duljina katete-a pravokutnog trokuta su dva uzastopna prirodna broja.

O0=2-5s = 0= 2%:

0=2~'7k = 0=9-k = 0=9-2 = 0=18.

Kvadrat katete b tog trokuta jednak je:
A (a+c )2

RjeSenje 425

Ponovimo!

B.a+c C.a-c D.c—a

(a+b)2 =a2+2-a-19+192

Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
Pravokutni trokuti imaju jedan pravi kut (kut od 90°). Stranice koje zatvaraju pravi kut zovu se katete,
a najdulja stranica je hipotenuza pravokutnog trokuta.

Pitagorin poucak

Trokut ABC je pravokutan ako i samo ako je kvadrat nad hipotenuzom jednak zbroju kvadrata nad

= 172=nz+2~n+1—n2

katetama.
c=n+l1
a=n
Odgovor je pod B.
Vjezba 425
Odmor!
Rezultat:

} = [bzzcz—az} = bz=(n+l)2—n2 = 172=nz+2~n+1—n2 =

= b2=2~n+1 = b2=n+n+1 = b2=a+c.

)=3-J15 = \[s-(s—a)-(s=b)-(s—c) =3-/15 / *

=



Zadatak 426 (Goran, gimnazija)

Unutar krakova kuta od 60° nalazi se tocka T udaljena a, odnosno b jedinica od krakova kuta.
Odredite udaljenost tocke T do vrha kuta.

Rjesenje 426
Ponovimo!
. . . a c a-c a ¢ a-d+b-c
sm(x—y)zsmx-cosy—cosx-smy , [_;:U , [_ ;:7
h h - h h -
an a 2 n n o, n 2 2 2
1— == (\/;) =a , (a-b) =a b , (a-i—b) =a +2-a-b+b
h b

0052x+sin2x:1 , n:? , w/a-b:\/;-\/z.

Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.

Pravokutni trokuti imaju jedan pravi kut (kut od 90°). Stranice koje zatvaraju pravi kut zovu se katete,
a najdulja stranica je hipotenuza pravokutnog trokuta.

Sinus Siljastog kuta pravokutnog trokuta jednak je omjeru duljine katete nasuprot tog kuta i duljine
hipotenuze.

Pitagorin poucak

Trokut ABC je pravokutan ako i samo ako je kvadrat nad hipotenuzom jednak zbroju kvadrata nad
katetama.

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

a-n a
—=—,nz0 ¥l
b-n b
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(b+c)=a-b+a-c ) a-b+a-c=a-(b+c).

Sa slike vidi se:
|AT|=a , |BT|=b ,|VT|=x, £ZBVA=60" , ZBVT =a , LTVA=60" -«
Za pravokutne trokute ABVT i ATVA vrijedi:



Preoblikujemo drugu jednakost.

o [e] o 3
sin(60 —0{)=ﬁ = sin60 -cosa —cos60 ~sin0{=ﬁ = —~cos0{—l~é=ﬁ
X X 2 2 x x
\/3 b a \/§ a b 3 2-a+b
= Y —.c0s@———=— => ~—-CoOSA=—+—— => ~—-CcosA = =
2 2-x x 2 x 2-x 2 2-x
2 o) 2 2
: . 2-a+b
= £~cosazw/2 = £~cosa = 2-ath = —3 ~cos2a=u =
2 2-x 2 2-x 2 (2-x)
3 ) 4~az+4~a~b+b2 3 ) 4~az+4~a~b+b2 4
:>—~(1—s1n a)z :>—~(1—s1n a)z /= =
4 4~x2 4 4~x2 3
2 4a’+dabrb?’ b2 4-a%+d-a-brb?
= l-sin“a= 5 =>1-|—| = 5
3-x X 3-x
b2 4.a’td-abib? b2 4.a’+da-bib’ . 2
=1 = =1 = [-xT =
2 2 2 2
X 3-x X 3-x
2 2 4a’tdabrb? 2 4alrdabrb’ 2
=>x"-b" = = +b” =
3 3
2 4a’idabrb? b2 2 4a+dabrbie3bn?
= x = +— = x = =
3 1 3
2 2 2 2
) 4~a2+4~a~b+4~b2 ) 4~(a +a-b+b ) 5 4~(a +a-b+b ) e
= x = = x" = = x = / =
3 3 3
2 2
4~(a ta-b+b ) az+a~b+b2 az+a~b+b2
s : o o L R A A B e A

Vjezba 426
Unutar krakova kuta od 90° nalazi se tocka T udaljena a, odnosno b jedinica od krakova kuta.
Odredite udaljenost tocke T do vrha kuta.

Rezultat: a 2 +b 2.

Zadatak 427 (Miro, srednja Skola)

Iz vrha pravokutnika ABCD, duljina stranica a i b, povucena je okomica duljine | DM | =hna
ravninu pravokutnika. Odredite udaljenost izmedu tocaka M i S, gdje je S sjeciste dijagonala
pravokutnika.

RjeSenje 427

Ponovimo!

2

(\/;) =a , (a-b)nzan-bn.

Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
Pravokutni trokuti imaju jedan pravi kut (kut od 90°). Stranice koje zatvaraju pravi kut zovu se katete,

9



a najdulja stranica je hipotenuza pravokutnog trokuta.

Pitagorin poucak

Trokut ABC je pravokutan ako i samo ako je kvadrat nad hipotenuzom jednak zbroju kvadrata nad
katetama.

Cetverokut je dio ravnine omeden sa Cetiri duZine. Konveksni &etverokuti su etverokuti kojima su svi
kutovi manji od 180°.

Plo$na dijagonala je duZina koja spaja dva nesusjedna vrha nekog mnogokuta.

Paralelogrami su ¢etverokuti kojima su po dvije nasuprotne stranice usporedne (paralelne).
Pravokutnik je paralelogram koji ima barem jedan pravi kut (pravi kut ima 90°).

Dijagonale se raspolavljaju i jednake su duljine. Duljina dijagonale racuna se po formuli:

d=\/a2+b2,

gdje su ai b duljine stranica.

Sa slike vidi se:
|AB|=|CD|=a .| BC|=| DA|=b ,|DM|=h . |BD|=|AC|=d =\ a?+b* . |MS|=x

1
—- az+b2

2

Uoc¢imo pravokutan trokut MDS i uporabimo Pitagorin poucak.

2 2 2
|MS|2=|DM|2+|DS|2:>x2=h2+(%.1/a2+b2J 3x2:h2+[9 ( a2+b2j

|Ds|=l~d
2

=
= x2=h2+i~(a2+b2) = x2=h2+i~(a2+b2)/*/_ = x=\/h2+i~(a2+b2).
Vjezba 427
Odmor!
Rezultat:

Zadatak 428 (Robert, maturant)

Svakim vrhom trokuta ABC nacrtan je pravac paralelan s nasuprotnom stranicom. Na
nacrtanoj slici moZe se uociti izvjestan broj paralelograma. Zbroj opsega svih tako nastalih
paralelograma je 60 cm. Odredite opseg trokuta ABC.

RjeSenje 428
Ponovimo!

Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
Ako su a, b i ¢ duljine stranica trokuta ABC, onda je formula za opseg

O=a+b+c.

10



Cetverokut je dio ravnine omeden sa &etiri duZine. Konveksni etverokuti su etverokuti kojima su svi
kutovi manji od 180°.

Paralelogrami su ¢etverokuti kojima su po dvije nasuprotne stranice usporedne (paralelne).

Opseg paralelograma je zbroj duljina svih stranica paralelograma

O=2-a+2-b.

PovrSina paralelograma jednaka je umnoSku osnovice
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.

a-(b+c)=a-b+a-c , a-b+a-c=a-(b+c).

E

Sa slike vidi se:
| AB|=| FC|=|CE|=c ., |BC|=|DA|=|AF|=a , |CA|=| EB|=|BD|=b

Uoc¢imo na slici tri paralelograma:
ADBC , ABCF , ABEC.

Zbroj opsega svih paralelograma je 60 cm.
(2:a+2:b)+(2-c+2-a)+(2:c+2:b)=60 =
= 2-a+2-b+2-c+2-a+2:c+2:b=60 = 4-a+4-b+4-c=60 =
= 4-(a+b+c)=60 = 4-(a+b+c)=60/:4 = a+b+c=15cm.

11



Vjezba 428
Svakim vrhom trokuta ABC nacrtan je pravac paralelan s nasuprotnom stranicom. Na

nacrtanoj slici moZe se uociti izvjestan broj paralelograma. Zbroj opsega svih tako nastalih
paralelograma je 80 cm. Odredite opseg trokuta ABC.

Rezultat: 20 cm.

Zadatak 429 (Roby, maturant)

. . L . sin () +sin(7)
Ako kutovi a, B i y nekog trokuta zadovoljavaju jednakost sin ((Z) = , tada
cos(f)+cos(7)
kut a iznosi:
A.30° B.45° C.60° D.90°
Rjesenje 429
Ponovimo!
azb =£—]i , sin(9() ° —0{) = cos(a) , cos(9() ° —0{) = sin(a) , a1 =a.
n n n
a"-a™=a"" | cos(907)=0 sin(450)=£ : ﬁzﬂ.
2 b \/Z
a a 2
=2-sin| — |-cos| — , =a.
sm(a) sm(zj cos(zj (\/;) a

Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
Zbroj kutova u trokutu iznosi 180°.

a+ [+ y <180 °.
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(b+c)=a-b+a~c , a-b+a-c=a-(b+c).
Formule pretvorbe zbroja u umnoZak
sin(x)+sin(y)=2-sinx+y.cosx;’ , cos(x)+cos(y)=2-cosx+y.cosx;y

Da bi umnoZak bio jednak nuli, dovoljno je da jedan faktor bude jednak nuli.
a-b=0 a=01ili b=0ili a=b=0.
Prosiriti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka pomnozZiti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice
a a-n

—=——,n#0, n#l.
b b-n

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

an_4a , nz0, n#1.
b-n b
Preoblikujemo jednakost.
. . 2'sin'8+y'cos'8_y 2-sin'8+y'cosﬂ_7
] B s1n(,6')+s1n(}/) ) i 9 9 ) i 5 2
sin (@) = = sin(a)= i i sin (@) = o i
COS('B)JFCOS(}/) 2-cos }/-cos 2-cos }/~cos Y
2 2 2 2

12



Bty . . 180 —ar
, sy a+f+y=180 , s
= s1n(0{): = o = Sln(a)=—o =
COS,B‘ZH’ B+y=180 -« COSISO -
2

Prva jednadzba

cos a =0 = cos K =cos(900) = g=90O = z=90O /-2 = a=180".
2 2 2 2
Nema smisla!

Druga jednadzba

J 2 [« 2
= sin| — |[=7— =
J2 2) 2
= ——— nema smisla
2
o (24 o (24 o o
= sin| < |=sin(457) = D=45" = T=45" /2 = a=90".
2 2 2
Odgovor je pod D.
Vjezba 429
Odmor!

Rezultat:
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Zadatak 430 (Zoran, gimnazija)

Duljine dviju stranica raznostrani¢nog trokuta su 4 i 6, a njima nasuprotni kutovi odnose se
kao 1 : 2. Duljina trece stranice trokuta iznosi:

A. 8 B.5 C.6 D.7
Rjesenje 430
Ponovimo!
ﬁ—cza_b.( , e , cos(lS()o—a)z—cos(a).
b b b d b-d

sin(2~a)=2~sin(a)~cos(a) , cos(3~a)=4~Cos3a—3~cos(a).

al_aza_b ﬁ_iza-d—b-c

c c b d b-d

Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
Zbroj kutova u trokutu iznosi 180°.
a+pB+y=180".
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(b+c) =a-b+a-¢c , ab+a-c =a-(b+c).
Da bi umnozak bio jednak nuli, dovoljno je da jedan faktor bude jednak nuli.
a-b=0 < a=01ili b=01ili a=b=0.

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijelitivistim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

a-n a

—=—, nz0U n#l1.

b-n b

Podsjetimo se poucka o sinusima (sinusov poucak):
U trokutu ABC vrijedi

a b c

= = = 2 . R’
sit sin 8 siny
pri ¢emu je R polumjer opisane kruZnice tog trokuta.
Poucak o kosinusu (kosinusov poucak)
U trokutu ABC vrijede ove jednakosti:

a2 2192+c2—2-b-c-cosa,
bz :az+(72—2~a'c~cosﬁ,

(72 =a 2+172—2~a~b~cos}/.

Ako su aib brojevi, kazemo da je kvocijent a : b, b # 0 omjer brojeva aib.
Razmijer ili proporcija je jednakost dvaju jednakih omjera. Ako je
a:b=k 1 c:d=k,
tada je razmjer ili proporcija
a:b=c:d.
UmnoZak vanjskih ¢lanova razmjera a i d jednak je umnoSku unutarnjih ¢lanova razmjera b i c.
a:b=c:d = a-d=>b-c.
Ako su aib brojevi, kazemo da je kvocijent a : b, b # 0 omjer brojeva aib.
Razmijer ili proporcija je jednakost dvaju jednakih omjera. Ako je
a:b=k 1 c:d=k,
tada je razmjer ili proporcija
a:b=c:d.
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UmnoZak vanjskih ¢lanova razmjera a i d jednak je umnoSku unutarnjih ¢lanova razmjera b i c.
a:b=c:d = a-d=b-c.
Duljine dviju stranica raznostrani¢nog trokuta su a = 4 i b = 6, a njima nasuprotni kutovi odnose se
kao 1:2.
a:f=1:2= f=2-q.
Za kut vy vrijedi:
a+,8+;/:180° = ;/:180o —a-p = ;/:180o —a-2-a0 = y:180°—3~a.
Uporabom sinusova poucka dobije se:

ﬁ:Sin(a) = i: sin(a) i: sin(a) E: sin(a) -
b sin(,B) 6 sin(2~a) 6 2~sin(a/)~cos(a/) 3 2~sin(a/)~cos(a/)
. 2 sin(a) E_ 1 N
= [sm(a);t() = §_2~sin(a)~cos(a/) = 3_2~cos(a’)
2 1 3-005(0() _2
= §_2~cos(a) /- 5 = cos(a)—4.

Racunamo cos (y).

cos(}/) =cos (180o —3~05) = —cos(3~a) =—(4~cos3 (05)—3~cos(05)) =

3
a3 33 (2 [ 2 F 2Tk 99
4 4 64 4 64 4 16 4 16 16 16

Duljina trece stranice c trokuta iznosi:

2
c

9 9
=a2+b2—2~a~b'cos}/ = 62=42+62—2'4'6'E = 62=16+36—48'E =

= c2=16+36—48~% = c2=52—27 = c2=25 = c2=25/\/_ = c=J75 =
= c¢=5.
Odgovor je pod B.
Vjezba 430
Odmor!
Rezultat:

Zadatak 431 (Sanja, gimnazija)

U trokutu su zadane stranice a =./ 2, b =21 kut o = 45°. Povr§ina tog trokuta iznosi:

Al B.2 c.2-42 D.2
RjeSenje 431
Ponovimo!
2

(Waf =a

Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
Zbroj kutova u trokutu iznosi 180°.

a+f+y=180".
Pravokutni trokuti imaju jedan pravi kut (kut od 90°). Stranice koje zatvaraju pravi kut zovu se katete,
a najdulja stranica je hipotenuza pravokutnog trokuta.

Trokut koji ima dvije sukladne stranice zove se jednakokracan trokut. Sukladne stranice su kraci, a
treca stranica zove se osnovica trokuta.
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PovrSina pravokutnog jednakokracnog trokuta duljine katete a.
1
P=—-a 2.
2
U trokutu ABC vrijedi

l; .
a h C _o.R,

sin sinf8  siny
pri ¢emu je R polumjer opisane kruZnice tog trokuta.
Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

a-n a
—=—,n#0, n#l.
b-n b
b=2
ﬁzsin(a) N ﬁzsin(a) /. b-sin(ﬁ) N sin(ﬂ)=M = |la=.2 =
b sin(p) b sin(p) a a
a =45

2-sin(45°)

= sin(ﬂ)zT = DEGE = sin(ﬂ)zl = S =sin

= = £=90".

Kut y iznosi:

a+B+y=180°" = y=180"—a-8 = y=180"-45°-90° = y=45°,

C=Cl=\/§.

Trokut je pravokutan jednakokracan.

Povrsina trokuta iznosi:

1 2 1 2 1
P=_wa” = P=E~(\/§) = P=_2= P=_2 = P=l
Odgovor je pod A.
b
Vjezba 431
U trokutu su zadane stranice a =2-4/ 2, b =41 kut o = 45°. PovrS§ina tog trokuta iznosi:
A2 B3y2 C. 4 D.5

Rezultat: C.

Zadatak 432 (ieljko, maturant)

Duljine teZi$nica povucenih iz vrhova §iljastih kutova pravokutnog trokuta iznose 7 cm 1 4 cm.
Duljina hipotenuze trokuta iznosi:

A. 10 cm B.5~\/§ cm C.5~\/E cm D.2~\/T3 cm
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Rjesenje 432

Ponovimo!

n n
a=b
(ﬁj :aT , «/a-bz\/z-\/z , d}j a+c=b+d.
c=

b b
Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
TeZiSnica trokuta je duZina koja spaja vrh s poloviStem nasuprotne stranice trokuta.
Pravokutni trokuti imaju jedan pravi kut (kut od 90°). Stranice koje zatvaraju pravi kut zovu se katete,
a najdulja stranica je hipotenuza pravokutnog trokuta.
Pitagorin poucak
Trokut ABC je pravokutan ako i samo ako je kvadrat nad hipotenuzom jednak zbroju kvadrata nad
katetama.

c c
a to a ta
a
2
b b b
2
Sa slika vidi se da uporabom Pitagorina poucka dobijemo:
2
2 (b)Y _ 2 2 b0 2 b’
a +\ - | =1, _4 a” +—=4 a +—=16
2 = 4 4
= = = =
I la =7 RCI a®
41 4p =t AE+h =7 —+b " =49
4 4
2
2 b
“ +T_16/.4 4~a2+b2=64 zbrojimo 2 2
= = = | . 5 = 5-a +5-b7 =260 =
a 2 a 2 4D 2 ~196 jednadzbe

4 p2=49/.4
4

Pitagorin poucak
:>5~a2+5~b2=260/:5:>a2+b2=52:>l: ) 2:|:>62=52:>

a +b " =c

= 2252/ o =52 5 e=a13 = =2 y13 = =23 em
Odgovor je pod D.
Vjezba 432

Duljine teZiSnica povucenih iz vrhova Siljastih kutova pravokutnog trokuta iznose 14 cm 1
8 cm. Duljina hipotenuze trokuta iznosi:

A. 20 cm B.10-,/3 cm C.10-/2 em D.4-\[13 em
Rezultat: D.

Zadatak 433 (ieljko, maturant)

U trokutu su zadane stranice b = 6 cm, ¢ =4 cm 1 teziSnica iz vrha B, t, = 5 cm. PovrSina
trokuta iznosi:

A5-2 em? B.6cm” C.4 3 em? D12 em >
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Rjesenje 433
Ponovimo!
cos (9() ’ ) =0.

Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
TeZiSnica trokuta je duZina koja spaja vrh s poloviStem nasuprotne stranice trokuta.
Poucak o kosinusu (kosinusov poucak)

U trokutu ABC vrijede ove jednakosti:

2
a2:192+02—2-b-c-cos(a) = cos(a):Mc—_a,
2-b-c
2 2 2 az+(‘2—172
b"=a"+c"=2-a-c-cos(B) = cos(f)=——-,
2-a-c
2 2 2 az+172—(*2
c - =a +b —2~a~17~cos(7/):>cos(7/)=+
2-a-b

Pravokutni trokuti imaju jedan pravi kut (kut od 90°). Stranice koje zatvaraju pravi kut zovu se katete,
a najdulja stranica je hipotenuza pravokutnog trokuta.
Plostina pravokutnog trokuta ¢ije su katete a i b dana je formulom
a-b 1
P=— = P=—-a-b.
2 2
Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i

jedinice

_:lﬁ , n# 0w, n#l.

Sa slike vidi se:
|AB|=c=4,|AC|=b=6, |BP|=1, =5, |AP|=%~b=3 , LCAB=a
Uocimo trokut PAB i izraCunamo cos (o).
42+32—52 16+9-25
= cos(a)z— = cos(a)z—
2-4.3 24

| 48|+ ap|*-| 8P|’
2| aB||aP]

COS(CK)

= cos(a)=% = cos(a)=0 = a=90°.

Trokut ABC je pravokutan. Njegova povr§ina iznosi:
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. 4
P:E = P=6— = P=12 cm2
2 2

Odgovor je pod D.
Vjezba 433

U trokutu su zadane stranice b = 12 cm, ¢ = 8 cm 1 teziSnica iz vrha B, t, = 10 cm. PovrSina
trokuta iznosi:

4202 em” B.24 cm > C.16:[3 em > D.48 cm”

Rezultat: D.

Zadatak 434 (Bug2, maturant)
Zadane su dvije stranice a i b trokuta ABC, a kut medu njima je 120°. Izrazite pomocu a i b
duljinu odsjecka simetrale tog kuta koji je unutar trokuta.
Rjesenje 434
Ponovimo!
Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
Trokute dijelimo prema odnosu medu duljinama stranica na:

raznostrani¢ne
jednakokra¢ne
jednakostranicne.

Jednakostranican trokut je trokut koji ima sve tri stranice jednake duljine i tri jednaka kuta (o = 60°).
Nasuprot jednakim stranicama trokuta nalaze se jednaki kutovi.
Simetrala kuta je pravac koji raspolavlja kut 1 prolazinjegovim vrhom. Svaka toc¢ka simetrale jednako
je udaljena od njegovih krakova.
Razmjer ili proporcija je jednakost dvaju jednakih-omjera. Ako je
a:b=sk 1 c:d=k
tada je razmjer ili proporcija
a:b=c:d.

UmnoZak vanjskih ¢lanova razmjera a i d jednak je umnoSku unutarnjih ¢lanova razmjera b i c.

a:b=c:d = a-d=b-c.
Sli¢nost trokuta
KaZemo da su dva trokuta sli¢na ako postoji pridruZivanje vrhova jednog vrhovima drugog tako da su
odgovaraju¢i kutovi jednaki, a odgovarajuce stranice proporcionalne.

a b ¢
a:a17ﬂ:ﬂ17}/:;/1 , —:—:—:k.
a, b ¢
1 "1 "1
Omjer stranica sli¢nih trokuta k zovemo koeficijent sli¢nosti.
C
b a
A c B

Prvi poucak sli¢nosti (K — K)

Dva su trokuta sli¢na ako se podudaraju u dva kuta.

Drugi poucak sli¢nosti (S — K - S)

Dva su trokuta slicna ako se podudaraju u jednom kutu, a stranice koje odreduju taj kut su
proporcionalne.
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Tre¢i poucak slicnosti (S-S - S)

Dva su trokuta sli¢na ako su im sve odgovarajuce stranice proporcionalne.

Cetvrti poucak sli¢nosti (S — S — K)

Dva su trokuta sli¢na ako su im dvije stranice proporcionalne, a podudaraju se u kutu nasuprot vecoj
stranici.

Sukut je kut koji sa zadanim kutom ima zajednicki vrh i jedan krak, a drugi se krak s drugim krakom
drugoga kuta nadopunjuje na pravac. Zbroj kuta i njegova sukuta iznosi « radijana, odnosno 180°.

o+ B =180°

D a c b A
Neka je | CT | duljina traZenog odsjecka simetrale kuta,od 120°. Na polupravcu AC odredimo toc¢ku
D tako da je
|cBl=}cD|=a.
Primijetimo da je
ZBCD=60".
Sa slike vidi se:
|CA|=b ., |CB|=|CD|=|BD|=a ., |DA|=|DC|+|CA|=a+b , ZCAB=2DAB=a

/DCB=/CBD=/BDC=60".

Trokut DCB je jednakostrani¢an.
Uoc¢imo da su trokuti AABD i AATC sli¢ni jer vrijedi

ZBDC =/TCA=60°.

Navedeni trokuti imaju zajednicki kut u vrhu A pa su prema Prvom poucku sli¢nosti (K — K)
medusobno sli¢ni. 1z njihove slicnosti dobije se razmjer:

|cT|:|DB|=|CA|:|DA| = |cT||DA|=|DB|-|CA| = |CT|-(a+b)=ab =

= |cT|(a+b)=ab I —— = |cT|=22
a+b a+b
Vjezba 434
Odmor!
Rezultat:
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Zadatak 435 (Bug2, maturant)

Duljine stranica trokuta iznose a = 25 cm 1 b = 30 c¢m, a visina spuStena na stranicu ¢ ima
duljinu v. = 24 cm. Ako je kut nasuprot stranice b tup, onda duljina stranice ¢ iznosi:

A. .25 cm B. 18 cm C.11cm D.9 cm
RjeSenje 435
Ponovimo!

Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.

Pravokutni trokuti imaju jedan pravi kut (kut od 90°). Stranice koje zatvaraju pravi kut zovu se katete,
a najdulja stranica je hipotenuza pravokutnog trokuta.

Pitagorin poucak

Trokut ABC je pravokutan ako i samo ako je kvadrat nad hipotenuzom jednak zbroju kvadrata nad
katetama.

A

Sa slike vidi se:
|AC|=b=30 , |BC|=a=25,|CN|=v.=24 ., |AB|=c
Neka je N ortogonalna projekcija to€ke C na pravac AB.
A

N

Uoc¢imo pravokutan trokut BNC i uporabimo Pitagorin poucak.

|15’N|2=|15’C|2—|NC|2 = |BN|2=252—242 — |BN|2=625—576 — |BC|2:49 —



= |Bc|* =49/ = |BC|=y® = |BC|=Tcm
A

N

Jo$ jednom primijenimo Pitagorin poucak na pravokutan trokut ABC.

|AN|2=|AC|2—|CN|2 = |AN|2=302—242 = |AN|2=9OO—576 =

= |AN|2=324 = |AN|2=324/*f = |AN|=4/324 = |AN|=18 em.
Duljina stranice ¢ iznosi:
c=|AB| = c=|AN|—|BN| = ¢=18cm-T7Tcm = c=11cm.

Odgovor je pod C.
Vjezba 435
Duljine stranica trokuta iznose a =50 cm i b = 60 cm, a visina spustena na stranicu ¢ ima
duljinu v, = 48 cm. Ako je kut nasuprot stranice b tup, onda duljina stranice c iznosi:
A. 50 cm B.36 cm C.22 cm D. 18 cm
Rezultat: C.

Zadatak 436 (Igor, maturant)

Trokut ima stranice duljina 10, 111 19. Ako se sve stranice povecaju za jednak iznos, onda
one Cine pravokutni trokut. Nadite to povecanje!
Rjesenje 436

Ponovimo!
2
(a+b) =a 242.a-b+b >

Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.

Pravokutni trokuti imaju jedan pravi kut (kut od 90°). Stranice koje zatvaraju pravi kut zovu se katete,
a najdulja stranica je hipotenuza pravokutnog trokuta.

Pitagorin poucak

Trokut ABC je pravokutan ako i samo ako je kvadrat nad hipotenuzom jednak zbroju kvadrata nad
katetama.

Neka je x traZeno povecanje. Tada vrijedi Pitagorin poucak.

(10+x)2+(11+x)2=(19+x)2 = 100420 x+x > +121422- x4+ x> =361+38-x+1 > =

= 100+20-x+x2+121+22-x+x2 =361+38-x+x2 =
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= 100+20~x+121+22~x+x2 =361+38-x =

= 100+20~x+121+22~x+x2—361—38~x=0 = x2+4~x—140=0 =

T =10
= = g } = x=10.

Xy = —14 nema smisla

Vjezba 436
Odmor!
Rezultat:

Zadatak 437 (Ines, gimnazija)

2 4
Jedan kut u trokutu jednak je g drugog kuta i istodobno g treceg kuta. Koliki je najveci kut

trokuta?
Rjesenje 437

Ponovimo!

a b
——=1.

b a
Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
Zbroj kutova u trokutu je 180°.
a+[+y=180 o
Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

a-n a
— == 0#0, n#l.
b-n b
Iz uvjeta zadatka slijedi:
2 2 2 3 3
a=—-pf —f=a —~,[)’=a/-5 f=—«
3 :>3 :>3 = 2 :>[a+ﬁ+}/:18()o]:>
a—4 4 —u 4 iy 5 —Sa
5 4 5 4 5 4 4 4 4

= 05+§~05+§~05=180o = 05+§~05+§~05=180o /-4 = 4-a+6-a+5-a=720" =
= 15-a=720" = 15-@=720" /:15 = a=48".
Najveci kut je
ﬂzga = ,[)’=%48° = ,6’:720.
Vjezba 437
Jedan kut u trokutu jednak je % drugog kuta i istodobno % treceg kuta. Koliki je najmanji kut

trokuta?
Rezultat: 48°.

Zadatak 438 (Ekipa3, maturanti)
U pravokutnom trokutu je P =24 1 ¢ = 10. Koliko je a + b?
A 14 B.16 C.12 D.8-\2
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Rjesenje 438

Ponovimo!
2
(a-i—b) =a2+2-a-19+192

Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.

Pravokutni trokuti imaju jedan pravi kut (kut od 90°). Stranice koje zatvaraju pravi kut zovu se katete,
a najdulja stranica je hipotenuza pravokutnog trokuta.

Pitagorin poucak

Trokut ABC je pravokutan ako i samo ako je kvadrat nad hipotenuzom jednak zbroju kvadrata nad
katetama.

2 .2
a +b =c
Plostina pravokutnog trokuta ¢ije su katete a i b dana je formulom
a-b

S 2
Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

a-n a
—=—,n#0, n#l.
b-n b
_ab b b
T V= 82 o 5 L7 044 = 2.4-b=96
P=24 2 2

Dalje slijedi:
2 2
(a+b) =az+2~a~b+b2 = [a2+bzzcz} = (a+b) =cz+2~a~b =

= (a+b)2=102+96 = (a+b)2=196 = (a+b)2=196/f = a+b=,/196 =
= a+b=14.
Odgovor je pod A.
Vjezba 438
Odmor!
Rezultat:

Zadatak 439 (Ekipa3, maturanti)

UmnoZak R - r u jednakostrani¢énom trokutu iznosi 24. Kolika je povrSina tog trokuta?
A 123 B.36-\[3 C.36-4/2 D.24-[3
Rjesenje 439

Ponovimo!

: 1
%-22% , a =a , aaM =g , (\/Z) =a.

Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
Trokute dijelimo prema odnosu medu duljinama stranica na:

raznostrani¢ne
jednakokracne
jednakostranic¢ne.

Jednakostranican trokut je trokut koji ima sve tri stranice jednake duljine i tri jednaka kuta (o = 60°).
PovrSina jednakostrani¢nog trokuta kojemu je duljina stranice a iznosi:
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2
a

[

P=
4

Polumjer opisane i upisane kruZnice jednakostranicnom trokutu duljine stranice a.

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

ﬂzz,ni(),n;tl.
b-n b
2 2 >
3 a3 da- (43 .
r=24:>i-i=24:>ﬂ=24:> @3 oo
18 18
a2~3

“24/.6 = a’ =144,

=

Povrsina trokuta je

2
a-ﬁjpl44\f _144-3 o Po36.3

4 4

P=

Odgovor je pod B.

Vjezba 439
Odmor!

Rezultat:

Zadatak 440 (Ekipa3, maturanti)

Opseg 1 povrS§ina pravokutnog trokuta iznose 24. Koliko je a + b?

A. 10 B. 14 C. 16 D. 20

RjeSenje 440

Ponovimo!

(a+b)2 =a 2 +2-a-b+b 2 , (a—b)2 =a 2 —2-a-b+b 2
Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
Ako su a, b i ¢ duljine stranica trokuta ABC, onda je formula za opseg
O=a+b+c.

Pravokutni trokuti imaju jedan pravi kut (kut od 90°). Stranice koje zatvaraju pravi kut zovu se katete,
a najdulja stranica je hipotenuza pravokutnog trokuta.
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Pitagorin poucak

Trokut ABC je pravokutan ako i samo ako je kvadrat nad hipotenuzom jednak zbroju kvadrata nad
katetama.

2 .2
a +b =c
Plostina pravokutnog trokuta ¢ije su katete a i b dana je formulom
P_a-b
S
a_~b:24 a_'b:24/.4 2-a-b=96 2-a-b=96
a+b+c=24]  a+b=24-c atb=24-c/ (a+b)" =(24-c)
= 5 ) V(= | a +b" =c =
a +2-a-b+b” =576-48-c+c
2-a-b=96 2-a-b=96
= 2 2(7 2 2 (7
c +2-a-b=576-48-c+c ¢ +2-a-b=576-48-c+c

2-a-b=96
= = 96=576-48-¢c = 48-c=576-96 = 48-c=480 =
2-a-b=576-48-c

= 48-¢ =480 /: 48 = c¢=10.
Racunamo a + b.

a+b+c=24 = a+b=24-c = a+b=24-10 = a+b=14.
Odgovor je pod B.
Vjezba 440
Odmor!
Rezultat:
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