Zadatak 261 (Mery, gimnazija)

Izvedi formulu za plostinu trokuta ABC, ako je zadano a + b, c, v.
Rjesenje 261

Ponovimo!

(x+y)2 =x2+2‘x‘y+yz

Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
Plostina trokuta kojemu su zadane duljine dviju stranica i mjera kuta izmedu njih racuna se po
formulama:

1 1 1
P=—-a-b-sin ., P=—-a-c-sin , P=—-b-c-sinc.
2 4 2 p 2

Poucak o kosinusu (kosinusov poucak)
U trokutu ABC vrijede ove jednakosti

2

a :b2+c2—2~b-c-cosa s bzzaz+(72—2-a~c~cosﬂ s (?2

:az+b2—2~a-b-cos}/.
Uporabom poucka o kosinusu izraCunat ¢emo umnoZzak a - b i uvrstiti u formulu za ploStinu trokuta.
62:a2+b2—2-a-b-c0s7 = c2:a2+b2+2-a-b—2-a-17—2-a-b-cos}/ =
= c2:(a2+b2+2-a~b)—2~a~b—2-a-b~cos;f =
2
= c2=(a2+2~a~b+b2)—2~a-b—2~a-b-cos}/ = czz(a+b) —2-a~b~(1+cos}/) =

= 2-a-b-(1+cos}/)=(a+b)2—c2 =

2 2
2 2 1 (a+b)" -c
= 2~a~b~(1+cos}/)=(a+b) —-c divr—— = ab=—r——.
2-(1+cos}/) 2-(1+cos}/)
Plostina trokuta iznosi:
P ! b-siny
=—-qa- .
2 2
2 1 (a+b) —c2 . 1(a+b) —c2 .
2 2 =——— X siny > P=——F—— siny.
b (a+b)" -c 2 2-(I+cosy) 4 l+4cosy
a-b=————
2~(1+c0s7)
Vjezba 261
Izvedi formulu za plostinu trokuta ABC, ako je zadano b + ¢, a, a.
2
1(b+c) —a2 .
Rezultat: P=——F— sina.
4 l1+cosa

Zadatak 262 (Mery, gimnazija)

Ako je zadan opseg pravokutnog trokuta O i mjera kuta a, kolike su duljine stranica trokuta?
Rjesenje 262

Ponovimo!

b a-b
a=b = b=a , a—=——.
C C
Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
Opseg trokuta duljina stranica a, b i ¢ izracunava se po formuli:
O=a+b+c.

Pravokutni trokuti imaju jedan pravi kut (kut od 90°). Stranice koje zatvaraju pravi kut zovu se katete,
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a najdulja stranica je hipotenuza pravokutnog trokuta.

Sinus §iljastog kuta pravokutnog trokuta jednak je omjeru duljine katete nasuprot tog kuta i duljine
hipotenuze.

Kosinus Siljastog kuta pravokutnog trokuta jednak je omjeru duljine katete uz taj kut i duljine
hipotenuze.

Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.

ct-(17+c')=a-b+a-c s a-b+a-c=a-(b+c).
Cc
a
o
b
Uporabom funkecija sinus i kosinus duljine kateta a i b izrazit ¢emo preko kuta a i duljine hipotenuze c.
. a . a
sing =— sinad=—/-c . .
c ¢ c-sinad=a a=c-sina
= = = )
b b c-cosa=b b=c-cosa
cosor =— cosa=—1/-c
c c

Pomocu formule za opseg trokuta izracunamo c.

a=c-sina . .
O=a+b+c = = O=c:sin¥+c-cosad+c = 0=c-(sma+cosa+1) =

b=c-cosa

1 0] (0]
= 0=c-(sina+cosa+1) /- = =c > ¢c=—"7-—"7"7""".
sin ecos & +1 sina+cosa+1 sina+cosa+1
Duljine kateta iznose:

(0] . O -sina
a=—— sin a=—
a=c-sina (0] sina +cosa+1 sina+cosa+1

> |lc=——————— | = =

b=c-cosa sina +cosa +1 (0] O-cosa
b -cosa b=——
sin +cosa +1 sin @ +cosa+1

Vjezba 262
Ako je zadan opseg pravokutnog trokuta O i mjera kuta B, kolike su duljine stranica trokuta?

Rezultat: c:# L a= O-cosf3 b= O-sin 8 .
cos f+sin f+1 cos B +sin f+1 cos f+sin f+1

Zadatak 263 (Natasa, TUPS)

Plostina pravokutnog trokuta je 12 cm’. Jedna je njegova kateta duljine 6 cm. Kolika je duljina
njegove hipotenuze zaokruZena na dvije decimale?

A. 447 ecm B. 5.66 cm C.6.83cm D. 721 cm
Rjesenje 263
Ponovimo!

Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
Pravokutni trokuti imaju jedan pravi kut (kut od 90°). Stranice koje zatvaraju pravi kut zovu se katete,
a najdulja stranica je hipotenuza pravokutnog trokuta.
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Pitagorin poucak

Trokut ABC je pravokutan ako i samo ako je kvadrat nad hipotenuzom jednak zbroju kvadrata nad
katetama.

Plostina pravokutnog trokuta c¢ije su katete a i b dana je formulom

_a~b
S

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

P

an a
—=—,n#0, n#l.
b-n

Budu¢i da je zadana plostina pravokutnog trokuta i duljina jedne katete, moZemo izracunati duljinu
druge njegove katete.

P=12 a-b 6-b 6-b
= | P=—| 2> 12=— = 12=— = 12=3-b) >
a=6 2 2 2

= 3b0=12 = 3-b=12/:3 = b=4.

Duljinu hipotenuze c¢ dobijemo uporabom Pitagorinog poucka.

a=6
b 4} = [czzazﬂ:z} = c2=62+42 = c2=36+16 = c2=52 =

— c?250/Y = e=d52 = c=7211103 = c=~721.

Duljina hipotenuze zaokruZena na dvije decimale je 7.21 cm.
Odgovor je pod D.
Vjezba 263
Plostina pravokutnog trokuta je 12 cm® Jedna je njegova kateta duljine 4 cm. Kolika je duljina
njegove hipotenuze zaokruZena na dvije decimale?

A. 447 cm B.5.66 cm C.6.83cm D.721 cm
Rezultat: D.

Zadatak 264 (Luc, gimnazija)

Kolika je duljina hipotenuze pravokutnog trokuta, ako je a—b =23, a — = 28°?
Rjesenje 264

Ponovimo!

Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
Pravokutni trokuti imaju jedan pravi kut (kut od 90°). Stranice koje zatvaraju pravi kut zovu se katete,
a najdulja stranica je hipotenuza pravokutnog trokuta. Za §iljaste kutove o i § pravokutnog trokuta
vrijedi:
0

a+=90".
Sinus Siljastog kuta pravokutnog trokuta jednak je omjeru duljine katete nasuprot tog kuta i duljine
hipotenuze.
Kosinus Siljastog kuta pravokutnog trokuta jednak je omjeru duljine katete uz taj kut i duljine
hipotenuze.

a=b = b=a , n=— , —=—>=
1 b d a
Prvo ¢emo izracunati mjeru jednog od dva Siljasta kuta pravokutnog trokuta. Na primjer kut o

n a c b d
C



} = 2~a=1180 = 2-a=1180 /12 =

0

a+ =90 0 metoda suprotnih
=
koeficijenata

a—[=28

= a=590.

@

Sada duljina hipotenuze ¢ iznosi:

] b 23 sina == 23
a-b=23 = a-b=23/ — = a.r_= = ‘|l = sing—cosa=— =
c c ¢ ¢ b c
coso =—
c
sinad—cosa 23 1 c c 1
—_——— _— e = = =
1 c sinad—cosa 23 23 sin@—cosa
1 23 23
= iz—' /23 > c=—1= = 0 = ¢=067.23.
23 sina—cos« sin & —cos.& sin39 ° —cos 59

Vjezba 264
Kolika je duljina hipotenuze pravokutnog trokuta, ako je a—23 = b, o — 28° = ?
Rezultat: 67.23.

Zadatak 265 (Luc, gimnazija)

Promatrac vidi vrh stabla pod kutom od 32°. Kada se primakne stablu za 5 m vidi vrh pod
kutom od 43°. Koliko je visoko stablo?

Rjesenje 265
Ponovimo!

Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.

Pravokutni trokuti imaju jedan pravi kut (kut od 90°). Stranice koje zatvaraju pravi kut zovu se katete,
a najdulja stranica je hipotenuza pravokutnog trokuta.

Tangens Siljastog kuta pravokutnog trokuta jednak je omjeru duljine katete nasuprot tog kuta i duljine
katete uz taj kut.

Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.

a-(b+(7):a~b+a-c s a~b+a-cza-(b+c).



Sa slike vidi se:
|AD|=5, |DB|=x ,|AB|=5+x ,|BC|=h , ZCAB=a=32" , ZCDB=f=43

Uocimo pravokutne trokute AABC i ADBC i pomocu funkcije tangens dobijemo:
e AABC

0

0

z a——'BC| = ga= = ga=
O] T Y s TR TS

/- (5+x) = (5+x)-tga=h =

1
= Stga+xtga=h = xtga=h-5tga = x-tga=h-51ga /- — =

tga
h=3-1ga
=y 8%
tga
e ADBC
BC h h h
tgﬁ’zu =>1wgph=—= tgﬂz—/-i = x=—.
|DB| X x tgpf tg B
1z sustava jednadzbi nade se visina h stabla.
_h-5-ga
1go metoda h-5-tgax h h-5tga h
8 = = LA = LA /- tga-tgff =
. h komparacije ga tg B g tg f
g p
= tgfB-(h-5-1ga)=htga = h-tgf-5tga-tgf=htga = h-tgfB-htga=5twgaitgf =
1
= h(tgB-tga)=51gatgf = h-(tgf-1ga)=51ga-1tgf/ —— =
tgf-tgx
0 0 0
S-tea-t a=32 5-1g32 7 -1g43
:h:M: = h= gO & 0 = h=947 m.
gfh-1ga B =43Y 143" —1g32

Vijezba 265

Promatrac vidi vrh stabla pod kutom od 32°. Kada se primakne stablu za 500 cm vidi vrh pod
kutom od 43°. Koliko je visoko stablo?

Rezultat: 9.47 m.



Zadatak 266 (Domagoj, srednja skola)

Zadan je trokut ABC ¢iji kutovi zadovoljavaju relaciju a—f =2-y. DokaZite da je kut a tupi
kut.
Rjesenje 266

Ponovimo!
Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
Dva polupravcea sa zajednickim pocetkom dijele ravninu na dva dijela. Svaki od tih dijelova zajedno s
polupravcima zove se kut. Kut je skup toCaka ravnine odreden dvama polupravcima sa zajednickim
pocetkom. Kutovi ve¢i od pravog kuta (90°), a manji od ispruZenog kuta (180°) zovu se tupi
kutovi.
Zbroj svih kutova u trokutu je 180°.

a+ f+y=180 0.
Iz sustava
a+ p+ ;/:1800
a-p=2y
slijedi

0 .
= - metoda suprotnih
a+B=180 7} N { p

o } = 2-a=1800+7 = 2-a=1800+7/:2 =
a-=2-y koeficijenata

- a=900+§.

Kut a je tupi kut.
Vjezba 266

Zadan je trokut ABC ¢iji kutovi zadovoljavaju relaciju S —y =2 a. DokaZite da je kut 3 tupi
kut.

Rezultat: Dokaz analogan.

Zadatak 267 (Goran, gimnazija)
Dokazi da uz uobicajene oznake u trokutu vrijedi
(a2—b2+c2)-tg,3=(a2+b2—62)-tg 7=(b2+c2—a2)-tg0{.
Rjesenje 267
Ponovimo!

Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
Plostina trokuta kojemu su zadane duljine dviju stranica i mjera kuta izmedu njih racuna se po
formulama:

1 , 1 . 1 .
P=—-a-b-siny , P=—-a-c-sinff , P=—-b-c-sina.
2 2 2

Poucak o kosinusu (kosinusov poucak)
U trokutu ABC vrijede ove jednakosti

2 2 2 172+C2—a2

a =b " +¢c -2'b-c-cosd = cosx=——"—,
2:b-c

2 2 2 a +C2—172

b"=a"+c"-2-a-ccosff = cosf=—""-""7,
2-a-c



2+b2—(,‘2

2-a-b
Prosiriti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka pomnoZiti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

<:2=c12+b2—2~a-b~cosj/ = cosj/za

a a-n
—=—— ., n#0, n#l.
b b-n
Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

an a
—=—,n#0, n#l.
b-n b

Neka je

tada vrijedi:

2 2 2 a2 -p24c2
x=(a -b +c ).[gﬂ x=—'2'fl'c"l‘gﬂ
— 2-a-c .
2,,2_.2 2. ,2 2
y=(a +b " —c7)1gy a +b -c
y=—-—"—""2-a'b-1gy
2-a-b
o 2ac e x=cosfB-2-a-c1gf x=2-a-c-cosf-tg B
= N N N
a2+b2—c2 y=cosy-2-a-b-tgy y=2-a-b-cosy-tgy
=—.2.a.b.l‘
Y 87
x=2-a~c-c0sﬂ~sm’8 x:2-a~c-cos/3.sm'8
cos ff cos B x=2'a-c-sinﬁ}
= . = ) = abes -
y=2-a~b~cosy-sm7 y=2~a-b~cosy~S1n7 y= a sy
cosy cos y



1
4.l —-a-c-sin
(2 ﬂj x=4-P

- — = = X=y =
1 , 1 . y=4'P}
y=4-za-b-sm7 y=4- 5~a'b-sm7

1
x=4~5-a-c-sin,8 X

= (a2—b2+62)~tg,3=(a2+b2—c2)~tg7.
Dokaz gotov.
Vjezba 267
DokaZi da uz uobicajene oznake u trokutu vrijedi
(a2—b2+62)~tg,3=(a2+b2—c2)~tg 7=(b2+c2—a2)-tgoc.
Rezultat: Na isti na¢in dokaZe se i preostala jednakost.

Zadatak 268 (Bond, gimnazija)
Ako tocke A(xy, y1), B(xs, y2) 1 C(x3, y3) pripadaju istom pravcu (ako su kolinearne) njihove
Xn—X; Yq—Y
2 1_-2 "1 pokavite.
BTN 3T

koordinate zadovoljavaju relaciju

Rjesenje 268
Ponovimo!

‘,\":O = x=0.

Plostina trokuta AABC kojemu su vrhovi tocke A(xy,¥1); B(Xs, y2) 1 C(x3, y3) jednaka je
1

P=21% (v =23) a3 -3y )+ 35 (3= ,) ‘
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju:
a~(b+c) =a-b*ta-c a~b+a~c‘:a~(b+c).
Bududi da tocke A, B i C pripadaju istom pravcu, povrSina trokuta ABC jednaka je nuli.
1
Papc =711 (2 =v3) 40 (=) (y ‘yz)‘
Papc =0

= g =v3)t (=)t (3 -3)=0 =
= (=)t (o) (- n)=0 =
= - (v =) =03 3))+ 5 (33 =3) +33-(3y - 3,) =0 =
= (v =)=y (30 (=) -x (- o) =0 =
= x5 (=)= (3= n) = (=) =3 (3 ) =
= % (3 =0) = (3 =53 (0 ) =5 (0 -3y) =

= (y3‘y1)'(x2 ‘x1)=(y2‘y1)'(x3‘x1) =



= (v3-9) (%9 —x) =(30 =) (33 -x) /- (v3-9)-(33-1) -

2T 27
BTN 3T

=

Vjezba 268
Ako tocke A(xy, y1), B(X2, y2) 1 C(X3, y3) pripadaju istom pravcu (ako su kolinearne) njihove

X, X Xy — X
2 1_73 1 . Dokazite.
7 3TN

koordinate zadovoljavaju relaciju

Rezultat: Dokaz analogan.

Zadatak 269 (Bozo, srednja Skola)
. .. . . 0
Odredite duljinu stranice c, ako je zadano: a =2- \/E, b=2- \/E, y=75".

a2+y3 B Y3+Je6  c2+J6  D.J3-2

Rjesenje 269
Ponovimo!
COS300=£ , cos450=£ , sin300=l , sin450=£.
2 2 2
cos(a+,6’)=cosa-cos,6’—sina-sin,6’ , \/;\/—l;=m ) ?%:%
7 A ) -
_ 2 2
ﬁ_ll:a b , (\/;) 3N, (a\/Z) =a2-b.
n n n

2 [
(a+b) :a2+2~a~b+172 s a2 =a, a=0.

Poucak o kosinusu (kosinusov poucak)
U trokutu ABC vrijede ove jednakosti

2 2.2 2 2. 2 2

a“"=b"+¢c"=2b-cccosad¢ , b =a " +c"-2-a-ccosff , c =az+bz—2-a~b-cos}/.

Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.

a~(b+c) =a-bta-c , ab+a-c =a~(b+c).
Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
Jedinice

cos75O =cos(450+300)=cos450-cos300—sin450-sin30O =

R ER R O e

2 2 2 2 4 4
Primijenimo kosinusov poucak.
2

c2=a2+b2—2-a-b-cos7 = c2=(2-\/3) +(2-\/§)2—2-2-\/E-2-\/§-@ =

= 2222({2) +22.(ﬁ)2_4.ﬁ.2,ﬁﬁ;ﬁ _



- c2=4~2+4~3—4~\/3~2~\/§~@ - c2=4.2+4-3—2~\/3.\/3~(\/3—\/5) =
- c2=8+12—2.\/3~(\/3—\/3) - c2=8+12—2.(\/€)2+2~\/ﬁ -

= c2=8+12—2-6+2-‘/12 = c2=8+12—12+2-‘/12 = c2=8+12—12+2-‘/12 =

= c2=842:J12 = 7284226 = ¢ =8+2:26 = ¢ =242.J2.J6+6 =
= 2 o({2) 226+ (V6) = 2=(J2ee) = 2=(J2+46) Y =
= o= |(V2+y6) = e=J2+45

Odgovor je pod C.
Vjezba 269

. . . . 0

Odredite duljinu stranice a, ako je zadano: b =2- \/3, c=2-y\3,a=75".

A2+43 B.\[3+\6 c.J2+6 p.\[3-2

Rezultat: C.

Zadatak 270 (Jelena, srednja Skola)

Umnozak duljina stranica trokuta je jednak 218400 UmnoZak polumjera trokutu opisane i
upisane kruznice je jednak 130. Koliki je opseg trokuta?

Rjesenje 270
Ponovimo!

Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te-duZine zovemo stranice trokuta.
Opseg trokuta duljina stranica a, b i ¢ izraGunava se po formuli:

O=a+b+c.
Poluopseg trokuta je:
a+b+c 0
§=—"— §=—.
2 2
Plostina trokuta
a-b-c
P=r-s , P= ,
4-R

gdje je r polumjer trokutu upisane kruZnice, s poluopseg trokuta; a, b, c duljine stranica trokuta, R
polumjer trokutu opisane kruZnice.

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

an_d ,n#0 , n#1.
b-n b
(0]
s=— » 0
2 metoda —r-; metoda O abc
P=r-s = = = = r-—= =
supstitucije a-b-c komparacije 2 4-R
a.b.c P:
P: 4'R
4-R
19} b 2 2:a-b- 2.a-b- .b-
:>r-—=a c/~f:>0=#:>0=#:0=a c:
2 4-R r 4-R-r 4-R-r 2:R-r

10



a-b-c=21840 21840
= 0=—— = 0=84
R-r=130 2-130
Vjezba 270
UmnoZak duljina stranica trokuta je jednak 43680. UmnoZak polumjera trokutu opisane i
upisane kruZnice je jednak 260. Koliki je opseg trokuta?

Rezultat: 84.

Zadatak 271 (Jelena, srednja Skola)

Duljine dviju stranica trokuta su a =5- \/E i b =10. Polumjer opisane kruZnice je R =5- \/3
Koliki su kutovi trokuta?
Rjesenje 271

Ponovimo!

Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
Zbroj kutova u trokutu je 180°.

0
a+f+y=1380".

( \/*)2 | n m n+m
, al =a , a =a , a -a =a .
a c_a-c
bd bd
Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

=[5

1
sin300=5 , sin4SO:

o a0y, n#1
b-n b
Poucak o sinusu
U trokutu ABC vrijedi
L : L :
a __ b __¢c g a__5 R ’ b _,R ’ c _2 R,
sind sinf8 siny sina sin sin y

pri ¢emu su a, b i ¢ duljine stranica trokuta, a R duljina polumjera opisane kruZnice tog trokuta.
Racunamo kut a.

a a sin @ a f1:5'\/E
‘R

=2'R = =2-R /- = sina = = =
R=5-2

[\

sin sino

Racunamo kut .

i b=10
b =2-R = b :2~R/-Slnﬁ:sin,6:i:{ }:
2

sin,[)’_ sin S 2-R 2R R=5
) 10 . 10 . 1 racionalizacija
= sinf = = sinffl=— = sinf=— =
g 2-5 \/E p 2-5 \/3 p 2 Lazivnika }

2

2
= sinf= = = sinf=——=—~= = sinff= = sinff=-— =

11



= ﬂ=sin_1(gJ = ,3:450-

Racunamo kut .
a+,3+7:1800 = 7/:1800—(a+ﬂ) = 7/:1800—(300+450) =

= 7/=1800 —75O = y=105 O.
Vjezba 271

Duljine dviju stranica trokuta su a =10-,/ 2 i b =20. Polumjer opisane kruZnice je
R =10,/ 2. Koliki su kutovi trokuta?

Rezultat: o= 300, B =45 0, ¥ =105 0.

Zadatak 272 (Josip, tehnicka Skola)
Zbroj polumjera opisane 1 upisane kruZnice pravokutnog trokuta jednak je 78. Koliki je zbroj
kateta tog trokuta?
Rjesenje 272
Ponovimo!
a b a+b

n n n

Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.

Pravokutni trokuti imaju jedan pravi kut (kut od 90°). Stranice koje zatvaraju pravi kut zovu se katete,
a najdulja stranica je hipotenuza pravokutnog trokuta:

Ako su ai b duljine kateta, ¢ duljina hipotenuze, a R i'r polumjeri opisane i upisane kruZnice
pravokutnog trokuta, tada vrijedi:

C a+b—c
R=<w", r= .
2 2
R=S<
2
a+b—c metoda ¢ a+b-c c+a+b—c c+a+b—c
r=———— ¢ = ) = —+——=78 => ———— =78 — =78 >
2 zamjene 2
R+r=178
+ +
o WD e L 9D gg 0 o asb =156,
Vjezba 272

Zbroj polumjera opisane i upisane kruznice pravokutnog trokuta jednak je 100. Koliki je zbroj
kateta tog trokuta?

Rezultat: 200.

Zadatak 273 (Josip, tehnicka Skola)

Opseg trokuta jednak je 200. Duljina hipotenuze jednaka je 78. Koliki je polumjer trokutu
upisane kruznice?

Rjesenje 273
Ponovimo!

12



c—a=d-b

a-b a b a=b a—c=b-d
n n n  c=d '
Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice
a-n a

—=—,n#0, n#l.
b-n b
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
aA(I7+c')=a4b+a-c' s all7+a-c=a-(b+c).

Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
Opseg trokuta duljina stranica a, b i ¢ izracunava se po formuli:

O=a+b+ec.
Pravokutni trokuti imaju jedan pravi kut (kut od 90°). Stranice koje zatvaraju pravi kut zovu se katete,

a najdulja stranica je hipotenuza pravokutnog trokuta.
Ako su ai b duljine kateta, ¢ duljina hipotenuze, a r polumjer upisane kruznice pravokutnog trokuta,

tada vrijedi:

a+b—c
r= .
2
1.inacdica
O=a+b+c O=a+b+c O=a+b+c
metoda
a+b—c ( = a+b+c-2-c a+b+c) 2-c 3{ . }3
f=— [ — zamjene
2 2
0O-2-c O 2c O 2-c¢ 0 =200 200
= r= :>r=———:>r————:>r=——c:> =>r=—-18 =
2 2 2 2 N2 2 c=178 2
200
= r=7—78 = r=100-78 = r=22.
2.inacica
O=atb+c O=atb+ec O=a+b+c oduzmemo
_ = _ = =
r=Lbc r=Lbc/-2 2-r=a+b-c jednadzbe
2 2
= 2~r—0=a+b—c—(a+b+c) = 2. r-0O=a+b-c—-a-b-c =
= 2 r-O=a+b-c—a-b-c = 2. r-0=-2-¢c = 2-r=0-2-¢c =
10) 0 =200 200
= 2r=0-2-c/:2 > r=—-c = =>r=—-78 =
2 c=178 2
Vjezba 273

Opseg trokuta jednak je 400. Duljina hipotenuze jednaka je 156. Koliki je polumjer trokutu
upisane kruznice?
Rezultat: 44.
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Zadatak 273 (Josip, tehni¢ka Skola)

Opseg trokuta jednak je 200. Duljina hipotenuze jednaka je 78. Koliki je polumjer trokutu
upisane kruznice?
Rjesenje 273

Ponovimo!

a-b a b a=b a—c=b—-d
==, = .
n n o n c=d c—a=d-b
Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

a-n a
—=—,n#0, n#l.

b-n b
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a~(b+c) =a-bt+a-c , a-b+a-c :a-(b+c).
Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
Opseg trokuta duljina stranica a, b i ¢ izracunava se po formuli:
O=a+b+c.

Pravokutni trokuti imaju jedan pravi kut (kut od 90°). Stranice koje zatvaraju pravi kut zovu se katete,

a najdulja stranica je hipotenuza pravokutnog trokuta.
Ako su ai b duljine kateta, ¢ duljina hipotenuze, a r polumjer upisane kruZnice pravokutnog trokuta,

tada vrijedi:

a+b-c
r=——.
2
1.inacica
O=a+b+c O=a+b+c O=a+b+c
metoda
a+b-c [ = a+b+c—2-¢ a+b+c)—2-c 3{ . }3
PR F=— T Q2 zamjene
2 2
0O-2-c 0O 2c 0O 2-c 0 =200 200
= r= > r=— = r———— = r:——C = = r=——-78
2 2 2 2 2 2 c=178 2
200
= r=7—78 = r=100-78 = r=22.
2.inacica
O=a+b+c O=a+b+c O=a+b+c oduzmemo
- = _ =
r=L§C rle;c/.z 2-r=a+b-c jednadZzbe

= 2-r—0=a+b—c—(a+b+c) = 2. r-0O=a+b-c—-a-b—-c =
= 2 r-O=a+b-c—a-b-c = 2. r-0=-2-¢c = 2-r=0-2-¢c =

0= 200} 200

= 2r=0-2-¢c/:2 > r=9—63 = r=—~-78 =
2 c=178 2

Vjezba 273

Opseg trokuta jednak je 400. Duljina hipotenuze jednaka je 156. Koliki je polumjer trokutu
upisane kruznice?
Rezultat: 44.
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Zadatak 274 (Tanja, srednja Skola)
Dvije visine trokuta ABC su v, = 61 v, = 9. IzraCunajte duljine stranicaaib, ako jea—b=4.
Rjesenje 274
Ponovimo!
a (_a—b-c a a-c

b b b b

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

a-n a
—=—,n#0, nzl
b-n b
Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
Plostina trokuta izracunava se po formuli
oy b-v oy
a-v c v,
p=%Ya  p_ b . p=Yc
2 2 2
Plostina trokuta jednaka je polovici produkta duljine jedne njegove stranice i duljine visine koja
odgovara toj stranici.

A

C
Vs
B
Plostinu trokuta raunamo na dva nacina
p= a.va P be
2 2
pa duljine stranica a i b iznose:
p= a-vg
2 b b-v 2
. Y . :
b-vy metoda 4% _ " b e b, =
P= = = 2 2 = 2 2 Vg [ =
2 komparacije bed
a—b=4 o= a=b=4
b-v 9-b 9-b 3.-b 3
a= b Va=6 a=—— a=— a=— a=—-b
= Vg = 9 = 6 = 6 = 2 = 2 =
Vv, =
a—b=4 b a—-b=4 a-b=4 a-b=4 a-b=4
metoda 3 1 1
= ) = —b-b=4 = —b=4 = —b=4/-2 = b=8.
zamjene 2 2 2

Racunamo duljinu stranice a.



P | w

3
= a=—8 => a=—8 = a=12.
2 2

Vjezba 274

Dvije visine trokuta ABC su v, = 12 i v, = 18. IzraCunajte duljine stranica a i b, ako je
a-b=8.
Rezultat: a=24,b=16.

Zadatak 275 (Mihaela, gimnazija)

Na jednoj obali rijeke nalaze se tocke A i B medusobno udaljene 40 metara iz kojih se

nedostupna tocka C na drugoj obali vidi pod kutovima £ BAC =55 0 20'1 LCBA=T1 0 43"

IzraCunaj | AC | .
Rjesenje 275
Ponovimo!
Rezolvirati znaci jedinice — veli¢ine viSega reda pretvoriti u jedinice — veli¢ine niZega reda. Tu
mnozimo s pretvornicima.
Reducirati znaci jedinice — veli¢ine nizega reda pretvoriti u jedinice — velicine viSega reda.
Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
Zbroj svih kutova u trokutu je 180°.
0

a+[+y=180".
Podsjetimo se poucka o sinusima (sinusovog poucka).
U trokutu ABC vrijedi

a b c

sina  sin B siny

=2R,

pri ¢emu je R polumjer opisane kruZnice tog trokuta.
C C

2 [\

/ \ L B\

A B A 40 m B

Sa slika vidi se:

|AB|=40m , 2BAC=a=55"20", zcBA=p=71"43 , zaCB=y

Najprije odredimo mjeru kuta .

o+ fry=180" = y=180° —(a+8) = 7:1800—(55020'+71043') =

= y=180"-126"63' = [10:60‘} = 721796012793 = y=52057".

Primjenom sinusovog poucka imamo
lac| | AB| :>|AC|_|AB|:>|AC|_|AB|
sin/CBA sin ZACB sin ~sin 4 sin ~ sin y

/-sin B =
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sin71043'

= |ac|="2 ) 4| = = |AC|=2 " 40 m = | AC|=4759 m.
siny sin52 " 57'
Vjezba 275
Na jednoj obali rijeke nalaze se tocka A i B medusobno udaljene 80 metara iz kojih se
0 . 0

nedostupna tocka C na drugoj obali vidi pod kutovima £ BAC =55 "20'i LCBA=71 43"
IzraCunaj | AC | .
Rezultat: 95.18 m.

Zadatak 276 (Valentina, gimnazija)
IzraCunaj plostinu trokuta kojemu su zadane duljine stranica a = \/g ,b= \/E ic= \/E
Rjesenje 276
Ponovimo!
2 4 o)

W= o ()=

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

a-n a

—=—,n#0, n#l.

b-n b

Plostina trokuta AABC kojemu su zadane duljine stranica a, b, e.racuna se pomoc¢u Heronove formule

P= \/ s—a b)-(s—c') , §=

Heronova formula moZe se napisati u obliku:

J()
=5 b=fi0 . o= {3

2
P=i-\/(a2+b2+c2) —2-(a4+b4+c4)
2 2
J( Jo) + ()|
1 1 [ 2
\/ 5+10+13 -2-(25+100+169) = P= 28°-2.294 =
1 1 7
- 784-588 = P—— J196 = P=_l4 = P=_vl4 = P=—.

a+bHe¢

— poluopseg trokuta.

2
—2-(ci4+b4+c4).

-lk |

= P=

-z;l»—

Vjezba 276
Izraunaj plostinu trokuta kojemu su zadane duljine stranica a =/ 20, b=/ 40 i ¢ =4/ 52.

Rezultat: 14.
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Zadatak 277 (Sony, gimnazija)

. . . o a cos ..
Ako za stranice trokuta i tim stranicama suprotne kutove vrijedi jednakost — = 7 , taj je
cos

trokut sigurno:

A. pravokutan B. jednakokracan C. tupokutan D. jednakostranican
Rjesenje 277

Ponovimo!

Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
Zbroj kutova u trokutu je 180°.

a+ﬁ+y:1800.

Trokute dijelimo:
e prema odnosu medu duljinama stranica

raznostranican
jednakokracan
jednakostranican
e prema kutovima
Siljastokutan
tupokutan
pravokutan.

Kutovi uz osnovicu jednakokracnog trokuta su jednaki. Jednakostranicni trokut ima tri jednaka kuta
o= 60° 1 tri jednake stranice. Pravokutni trokuti imaju-jedan pravi kut (kut od 90°).

Tupokutni trokut je trokut koji ima jedan tupi kut,"a‘ostala dva su Siljasta.

Podsjetimo se poucka o sinusima (sinusovog poucka).

U trokutu ABC vrijedi
a b c
N — : pu— : pu— ZR,
sin  sinf siny
pri ¢emu je R polumjer opisane kruZnice tog trokuta.
a c . . . .
z:— = a-d=b-c , sin(a-pf)=sina-cosf-cosa-sinf , sin0=0.
a b a b sina a sina
sin  sin sin  sin b b sinf sina  cosa
= = — = =
a _cosa a _cosa a _cosa sinf8 cos
b cosf b cosf b cosf

= sina-cos f=cosa-sinf = sina-cos f—cosa-sin f=0 = sin(a—B)=0 =
= a-=0= a=p.
Trokut je jednakokrac¢an. Odgovor je pod B.
Vjezba 277

. .. . co b cos ..
Ako za stranice trokuta i tim stranicama suprotne kutove vrijedi jednakost — = p , taj je
c cosy
trokut sigurno:
A. pravokutan B. jednakokracan C. tupokutan D. jednakostrani¢an

Rezultat: B.
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Zadatak 278 (Sony, gimnazija)
1
Ako za duljine stranica a, b i ¢ i za povrSinu P trokuta AABC vrijedi P = Z . (b 2 +c 2 —a 2 ),

onda je:

A.05=3OO B.()t=45O C.05=600 D.05=15O

Rjesenje 278
Ponovimo!

Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
Povrsina trokuta zadanog dvjema stranicama i kutom izmedu njih

1 1 1
P=—-a-b-sin , P=—-b-c-sina¢ , P=—-a-c-sinp.
2 4 2 2 p

Poucak o kosinusu (kosinusov poucak)
U trokutu ABC vrijede ove jednakosti:

a2 :b2+c2—2-b-c-cosa,

l72:L12+c2—2-a-c-cosﬁ,
02 :c12+172—2-a-b-cos7/.

sin
trga = , tg45():1.
cos o

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

a-n a

—=— ,"%'#&0r, n#l1.

b-n

Preoblikujemo formulu za kosinusov poucak.

a2=b2+c2—2-b~c~cosa = 2-b~c~cos0{=bz+c2—a2 = b2+62—a2=2~b-c-cosaf.

Sada je:

1 1
= P=Z-2-b~c~cosa = P=Z~2~b-C~COS(Z =

1
= P=—-b-c-cosa.
2
Usporedbom formula za povrSinu trokuta dobije se mjera kuta a.

1
P=—-b-c-sina
2 ) 1
| = E-b-c-sma=5-b-c-cosa’ =
P=E~b~c~cosa

1 1
= —b-c-sma=—-b-c-cosa¢/ —m— =
2 2 L, ,
—-b-c-cosx
2

ST | oea=1 = a=450,

cos &
Odgovor je pod B.
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Vjezba 278
. . .o ” o 1 2. 2 .2
Ako za duljine stranica a, b i ¢ i za povrsinu P trokuta AABC vrijedi P = Z a +c -b7|,

onda je:

ap=30"  Bp=45"  cp=60" D pg=15"

Rezultat: B.

Zadatak 279 (4A, TUPS)
U trokutu ABC, prikazanome na skici, kutovi ZABD i £ BCD imaju jednaku mjeru. Mjera
kuta ZACB je 50°, akuta £ BDC je 85°. Odredite mjeru kuta £ BAC.

A

Rjesenje 279
Ponovimo!

Trokut je dio ravnine omeden s tri duzine. Te duZine.zovemo stranice trokuta.
Zbroj svih kutova u trokutu je 180°.
0

o+ [+ y=180".
Cetverokut je dio ravnine omeden sa Getiri-stranice. Te duZine zovemo stranice Getverokuta.
Zbroj svih kutova u €etverokutu je 360°:

a+,8+7/+5:3600.

Puni kut ima 360°.
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.

a-(b+(7):a~b+a-c s a~b+a-cza-(b+c).

1.inacica
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Sa slike vidi se:

ZLABD=/BCD=a AACB=500 , ZBDC=850 , 4BAC=p

Kut £LACD jednak je razlici kutova ZACB i £ BCD.

LACD=ZLACB-4ZBCD = 4ACD=500—(Z.

U trokutu ABCD za kut £ DBC vrijedi:

4DBC+ABCD+LBDC=1800 = LDBC=18OO—ZBCD—ZBDC =

= 4DBC=1800—0(—850 = 4DBC=950—(Z.

Uoc¢imo da je kut £ ABC jednak zbroju kutova £ ABD i £ DBC.

ZLABC=ZABD+ZDBC = 4ABC=0{+950—0( = 4ABC=6¥+950—6¥ = 4ABC=950.

U trokutu AABC za trazeni kut £ BAC = f§ vrijedi:

LBAC+4ACB+4ABC=18OO = ﬂzlSOO—LACB—ZABC =

= 5=-180"-50"-85" = p=35°

2.inacica

Sa slike vidi se:

ZLABD=/BCD=a AACB=500 , ZBDC=850 , 4BAC=p

Kut ZACD jednak je razlici kutova ZACB 1 £BCD.

ZLACD=/LACB-4ZBCD = 4ACD=500—05.

Uoc¢imo puni kut sa vrthom u tocki D. Tada je:

<‘,‘+ABDC=36O0 = 8=3600—ZBDC = 8=3600—850 = 8=2750.

U &etverokutu ABCD za traZeni kut £ BAC = f vrijedi:

ZBAC+4ACD+€+4ABD=36OO = LBAC=36OO—LACD—€—LABD =

= ,3=3600—(500—0()—2750—05 = ,3=3600—500+0(—2750—0( =

= ﬁ=3600—500+0{—275070{ = /3=350.
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Vjezba 279
U trokutu ABC, prikazanome na skici, kutovi £ ABD i £ BCD imaju jednaku mjeru. Mjera
kuta ZACB je 60°, akuta ZBDC je 100°. Odredite mjeru kuta £ BAC.
A

Rezultat: 40°.

Zadatak 280 (Mihaela, srednja Skola)
Duljine stranica trokuta ABC prikazanoga na skici iznose | AB | =12 cm, | BC | =5cmi
| AC| =9 cm. Za kutove vrijedi £ BAC = £ BCD. Izratunajte duljinu duzine CD.

Cc

12cm
Rjesenje 280
Ponovimo!

Trokut je dio ravnine omeden s tri duzine. Te duZine zovemo stranice trokuta.

Sli¢nost trokuta

KaZemo da su dva trokuta sli¢na ako postoji pridruZivanje vrhova jednog vrhovima drugog tako da su
odgovaraju¢i kutovi jednaki, a odgovarajuce stranice proporcionalne.

a b ¢
a=o , ,8:/31 L Y=N = ==k
a, b ¢
1 1 1
Omjer stranica slicnih trokuta k zovemo koeficijent slicnosti.
C
C1
b a
b1 aq
A c B A, cq B,

Prvi poucak slicnosti (K — K)

Dva su trokuta sli¢na ako se podudaraju u dva kuta.

Drugi poucak sli¢nosti (S —K - S)

Dva su trokuta slicna ako se podudaraju u jednom kutu, a stranice koje odreduju taj kut su
proporcionalne.
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Treci poucak slicnosti (S-S - S)
Dva su trokuta sli€na ako su im sve odgovarajuce stranice proporcionalne.
Cetvrti poucak slicnosti (S — S — K)
Dva su trokuta sli¢na ako su im dvije stranice proporcionalne, a podudaraju se u kutu nasuprot vecoj
stranici.
Ako su ai b brojevi, kazemo da je kvocijent a : b, b # 0 omjer brojevaaib.
Razmjer ili proporcija je jednakost dvaju jednakih omjera. Ako je

a:b=k 1 c:d=k,
tada je razmjer ili proporcija

a:b=c:d.

UmnoZak vanjskih ¢lanova razmjera a i d jednak je umnoSku unutarnjih ¢lanova razmjera b i c.

9cm 5cm 9cm 5cm

A D B A D B

12cm 12cm

Sa slika vidi se:
|AB|=12cm , |BC|=5cm , |AC|=9cm , £BAC=ZBCD.

Uocimo trokute ADBC i AABC kojima je kut £ DBC- zajednicki i vrijedi £ BAC = £ BCD. Zato su
po Prvom poucku sli¢nosti (K — K) trokuti sliéni-pa'vrijedi razmjer:
|cp| |ac| |ep| o |ep| 9
= = = e 1
|BC| | AB| 5 12 5

/5 = |CD|:g = |CD|=3.75 cm.

Vjezba 280
Duljine stranica trokuta ABC prikazanoga na skici iznose | AB | =24 cm, | BC | =10cmi
| AC | = 18 cm. Za kutove vrijedi £ BAC = £ BCD. IzraCunajte duljinu duZine CD.

Cc

18 cm 10cm

A 24cm D B
Rezultat: 7.50 cm.
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