Zadatak 181 (Maturanti, HTT)

Koliko ima troznamenkastih brojeva sa svim razli¢itim znamenkama?
Rjesenje 181

Ponovimo!

Nacelo uzastopnog prebrojavanja:
Ako element s; moZemo izabrati iz skupa S| na n, razli¢itih nacina, nakon toga (bez obzira na to koji
smo element vec izabrali) element s, iz skupa S, na n, nacina, nakon toga element s; iz skupa S; na n;
nacina itd., onda je ukupan broj nac¢ina izbora niza sy, s,, S3, ..., Sy jednak

N =Ny chy Ny -nk.

Nacelo obic¢no iskazujemo u slobodnijoj formi ovim rije¢ima: Ako se prvi dio posla moze uciniti na n,
nacina, drugi dio posla na n, nacina, ..., posljednji na ny nacina, onda se cijeli posao moZe uciniti na
N:n1 My My Ty

nacina.
Varijacije bez ponavljanja
Broj varijacija r — tog razreda od n elemenata bez ponavljanja jednak je
Vy =n-(n=1)-(n=2)-(n=3)-...-(n—r+1).
l.inacica

Budu¢i da imamo deset brojeva koje moZemo koristiti

{07 17 27 37 47 57 67 77 87 9}3
slijedi da je n = 10. Ispisujemo troznamenkaste brojeve pa je r = 3.
Racunamo koliko ima svih troznamenkastih brojeva sa razli¢itim znamenkama (Cak i kada je O na
prvom mjestu) ako je zadan skup znamenaka { 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 } Rijec je o varijacijama bez
ponavljanja od 10 elemenata treceg razreda jer ne koristimo sve elemente, vazan nam je redoslijed,
brojevi se ne smiju ponavljati, a znamenke moraju biti razlicite.

3

V10 =10-9-8="720.
Racunamo koliko ima "troznamenkastih brojeva" kojima je 0 na prvom mjestu. Rije¢ je o varijacijama
bez ponavljanja od 9 elemenata { 1,2,3,4,5,6,7,8, 9} drugog razreda.

2
V9 =9.8="72.

Broj trazenih troznamenkastih brojeva sa svim razli¢itim znamenkama jednak je broju varijacija treceg
razreda od deset elemenata umanjenih za broj varijacija drugog razreda od devet elemenata (zato $to
na prvom mjestu ne moze biti znamenka nula).

Troznamenkastih brojeva s razli¢itim znamenkama iz skupa { 0,1,2,3,4,5 6,7,8, 9} ima:

N = Vl?) —V92 =720-72 = 648.
2.inacica

Prvu znamenku, znamenku tisucica, troznamenkastog broja biramo iz skupa

{ 1,2,3,4,5,6,7,8, 9} jer nula ne moze biti na prvom mjestu (to je 9 mogucnosti, n; =9).

Drugu znamenku, znamenku stotica, biramo iz skupa{ 0,1,2,3,4,5,6,7,8 9 } , ali pritom moramo

paziti da ne odaberemo ve¢ prije odabranu znamenku (to je ponovno 9 moguénosti, n, =9).

Treéu znamenku, znamenku jedinica, biramo iz skupa svih znamenki { 0,1,2,3,4,5 6,7,8, 9}

razlicitih od prve dvije znamenke koje smo odabrali (to je 8 moguénosti, n; = 8).

Troznamenkastih brojeva s razli¢itim znamenkama iz Skupa{ 0,1,2,3,4,56,7,8,9 } ima:
N=n,-nmn-n=9-9-8=648.



Vjezba 181
Koliko ima ¢etveroznamenkastih brojeva sa svim razli¢itim znamenkama?
Rezultat: 4536.

Zadatak 182 (Maturanti, HTT)

Test se sastoji od 5 pitanja na koja se odgovara zaokruZivanjem odgovora A, B ili C. Na
koliko na¢ina mozemo rijesiti test ako odgovorimo na sva pitanja?
Rjesenje 182

Ponovimo!

Nacelo uzastopnog prebrojavanja:
Ako element s; moZemo izabrati iz skupa S; na n; razli¢itih nac¢ina, nakon toga (bez obzira na to koji
smo element ve¢ izabrali) element s, iz skupa S, na n, nacina, nakon toga element s; iz skupa S; na n;
nacina itd., onda je ukupan broj nacina izbora niza s, s, S3, ..., Sx jednak

N =Ny chy Ny -nk.

Nacelo obi¢no iskazujemo u slobodnijoj formi ovim rije¢ima: Ako se prvi dio posla moZe uciniti na n,
nacina, drugi dio posla na n, nacina, ..., posljednji na ny nacina, onda se cijeli posao moze uciniti na
N=n,-n, ny,-..-n
172 73 k
nacina.
Varijacije sa ponavljanjem

Broj varijacija r — tog razreda od n elemenata sa ponavljanjem jednak je

V' =n
l.inacica

Na prvo pitanje mozemo odgovoriti na tri‘nacina (to su 3 moguénosti, n; = 3).
Na drugo pitanje moZemo odgovoriti na tri nacina (to su 3 mogucénosti, n, = 3).
Na trece pitanje moZemo odgovoriti na tri nacina (to su 3 mogucnosti, n; = 3).
Na Cetvrto pitanje moZemo odgovoriti na tri nacina (to su 3 mogucnosti, ny = 3).
Na peto pitanje moZemo odgovoriti na tri nacina (to su 3 mogucnosti, ns = 3).
Test moZemo rijesiti na 243 nacina:

N =Ny Ny ngcny cng =3.3.3.3-3=243.
2.inacica
Budu¢i da imamo tri odgovora koje moZemo koristiti
{A B C},

slijedi da je n = 3. Zadano je pet zadataka pa je razred r = 5.
Broj nacina na koji moZemo rijesiti test jednak je varijacijama sa ponavljanjem od 3 elemenata petog
razreda:

Vi =3223.3.3.3.32243.

Vjezba 182
Test se sastoji od 4 pitanja na koja se odgovara zaokruZivanjem odgovora A, B ili C. Na
koliko na¢ina mozemo rijesSiti test ako odgovorimo na sva pitanja?

Rezultat: 81.

Zadatak 183 (Maturanti, HTT)

Koliko ima neparnih ¢etveroznamenkastih brojeva?
RjeSenje 183

Ponovimo!

Nacelo uzastopnog prebrojavanja:
Ako element s; moZemo izabrati iz skupa S| na n; razli¢itih nacina, nakon toga (bez obzira na to koji
smo element vec izabrali) element s, iz skupa S, na n, nacina, nakon toga element s; iz skupa S; na n;
nacina itd., onda je ukupan broj nacina izbora niza sy, s, s3, ..., Sx jednak



Nznl My Mg T

Nacelo obic¢no iskazujemo u slobodnijoj formi ovim rije¢ima: Ako se prvi dio posla moze uc¢initi na n;
nacina, drugi dio posla na n, nacina, ..., posljednji na ny nacina, onda se cijeli posao moZe uciniti na
N =npny Ny oy

nacina.
Neparan broj je prirodan broj koji nije djeljiv sa 2.
Uoc¢imo da za prvo mjesto Cetveroznamenkastog broja mozemo koristiti sve znamenke osim nule, za

drugo i tree mjesto sve znamenke, a za cetvrto mjesto samo neparne znamenke.
Na prvo mjesto Cetveroznamenkastog broja mozemo staviti bilo koju znamenku iz skupa

{ 1,2,3,4,5,6,7,8,9 }, osim nule jer onda to ne bi bio Cetveroznamenkasti broj.

(to je 9 moguénosti, n; = 9).

Na drugom mjestu mozZe biti bilo koja znamenka iz skupa { 0,1,2, 3,4,5 6,7,8, 9}

(to je 10 moguénosti, n, = 10).

Na tre¢em mjestu moze biti bilo koja znamenka iz skupa {O, 1,2,3,4,5,6,7,8, 9}

(to je 10 mogucénosti, n3 = 10).

Na cetvrtom mjestu moZze biti samo neparna znamenka iz skupa { 1,3,5 7,9 } jer broj je neparan
(to je S moguénosti, ny = 5).

Neparnih cetveroznamenkastih brojeva ima:

N=n n4=9-10-10~5=4500.

1772773
Vjezba 183
Koliko ima parnih ¢etveroznamenkastih brojeva ?

Rezultat: 4500.

Zadatak 184 (Maturanti, HTT)

Koliko ima parnih peteroznamenkastih brojeva ?
Rjesenje 184

Ponovimo!

Nacelo uzastopnog prebrojavanja:
Ako element s; moZemo izabrati iz skupa S| na n; razli¢itih nacina, nakon toga (bez obzira na to koji
smo element vec izabrali) element s, iz skupa S, na n, nacina, nakon toga element s; iz skupa S; na n;
nacina itd., onda je ukupan broj nac¢ina izbora niza sy, s,, s3, ..., Sy jednak

N:n] My Mgy

Nacelo obic¢no iskazujemo u slobodnijoj formi ovim rije¢ima: Ako se prvi dio posla moze uciniti na n,
nacina, drugi dio posla na n, nacina, ..., posljednji na ni nacina, onda se cijeli posao moze uciniti na
Nznl My My Ty

nacina.

Paran broj je prirodan broj koji je djeljiv sa 2.

Uocimo da za prvo mjesto peteroznamenkastog broja mozemo koristiti sve znamenke osim nule, za
drugo, trece i Cetvrto mjesto sve znamenke, a za peto mjesto samo parne znamenke.

Na prvo mjesto peteroznamenkastog broja moZemo staviti bilo koju znamenku iz skupa

{ 1,2,3,4,56,7,8,9 }, osim nule jer onda to ne bi bio peteroznamenkasti broj.

(to je 9 mogucnosti, n; =9).

Na drugom mjestu moZe biti bilo koja znamenka iz skupa {O, 1,2,3,4,5,6,7,8, 9}
(to je 10 mogucénosti, n, = 10).

Na tre¢em mjestu moze biti bilo koja znamenka iz skupa { 0,1,2,3,4,5 6,7,8, 9}
(to je 10 moguénosti, n; = 10).

Na cetvrtom mjestu moze biti bilo koja znamenka iz skupa { 0,1,2, 3,4,5 6,7,8, 9}

3



(to je 10 mogucénosti, ny = 10).

Na petom mjestu moZe biti samo parna znamenka iz skupa { 0,2,4,6,8 } jer broj je paran
(to je 5 moguénosti, ns = 5).

Parnih peteroznamenkastih brojeva ima:

N =9-10-10-10-5=45000.

=ny Ny ng-ny - ng
Vjezba 184
Koliko ima neparnih peteroznamenkastih brojeva ?

Rezultat: 45000.

Zadatak 185 (Maturanti, HTT)

Koliko ima parnih troznamenkastih brojeva?
Rjesenje 185

Ponovimo!

Nacelo uzastopnog prebrojavanja:
Ako element s; moZemo izabrati iz skupa S| na n, razli¢itih nacina, nakon toga (bez obzira na to koji
smo element vec izabrali) element s, iz skupa S, na n, nacina, nakon toga element s; iz skupa S; na n;
nacina itd., onda je ukupan broj nac¢ina izbora niza sy, s,, s3, ..., Sy jednak

N:nl o Mg ~nk.

Nacelo obic¢no iskazujemo u slobodnijoj formi ovim rije¢ima: Ako se prvi dio posla mozZe uc¢initi na n,
nacina, drugi dio posla na n, nacina, ..., posljednji na ny nacina, onda se cijeli posao moze uciniti na
N:nl My Mgy

nacina.

Paran broj je prirodan broj koji je djeljiv sa 2.

Uocimo da za prvo mjesto troznamenkastog broja moZemo koristiti sve znamenke osim nule, za drugo
mjesto sve znamenke, a za tre¢e mjesto samo parne znamenke.

Na prvo mjesto troznamenkastog broja mozemo staviti bilo koju znamenku iz skupa

{ 1,2,3,4,5,6,7,8,9 }, osim nule jer onda to ne bi bio troznamenkasti broj.

(to je 9 moguénosti, n; = 9).

Na drugom mjestu mozZe biti bilo koja znamenka iz skupa { 0,1,2, 34,5 6,7,8, 9}
(to je 10 moguénosti, n, = 10).

Na treCem mjestu moZe biti samo parna znamenka iz skupa { 0,2,4,6,8 } jer broj je paran
(to je 5 moguénosti, n; = 5).

Parnih troznamenkastih brojeva ima:

N=n1-n2-n3=9-10-5=450.

Vjezba 185
Koliko ima neparnih troznamenkastih brojeva?
Rezultat: 450.

Zadatak 186 (Maturanti, HTT)

Koliko ima troznamenkastih brojeva koji u svojem zapisu ne sadrZze znamenku 5?
Rjesenje 186

Ponovimo!

Nacelo uzastopnog prebrojavanja:
Ako element s; moZemo izabrati iz skupa S| na n; razli¢itih nacina, nakon toga (bez obzira na to koji
smo element vec izabrali) element s, iz skupa S, na n, nacina, nakon toga element s; iz skupa S; na n;
nacina itd., onda je ukupan broj nac¢ina izbora niza sy, s,, s3, ..., Sy jednak

N:n] My Mgy
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Nacelo obic¢no iskazujemo u slobodnijoj formi ovim rije¢ima: Ako se prvi dio posla moze uciniti na n,

nacina, drugi dio posla na n, nacina, ..., posljednji na ny nacina, onda se cijeli posao moZe uciniti na

N =Ry ngcoeny

nacina.
Na prvo mjesto moZemo staviti bilo koju znamenku osim 0 i 5, dakle znamenke iz skupa

{ 1,2,3,4,6,7,8, 9 } Nula ne smije biti na prvom mjestu jer onda to nije troznamenkasti broj, a
broj 5 zbog uvjeta u zadatku ne pise se. (to je 8 mogucnosti, n; = 8)
Na drugom mjestu mozZe biti bilo koja znamenka iz skupa { 0,1,2,3,4,6,7,8,9 } jer 5 se ne uzima
zbog uvjeta zadatka (to je 9 moguénosti, n, = 9).
Na tre¢em mjestu moze biti bilo koja znamenka iz skupa { 0,1,2,3,4,6,7,8,9 } jer 5 se ne uzima
zbog uvjeta zadatka (to je 9 mogucnosti, n3 = 9).
Broj troznamenkastih brojeva koji u svojem zapisu ne sadrze znamenku 5 iznosi:

N =ny-ny-ny =8-9-9=648.
Vjezba 186
Koliko ima troznamenkastih brojeva koji u svom zapisu ne sadrze znamenku 77

Rezultat: 648.

Zadatak 187 (Maturanti, HTT)

Koliko se razli¢itih peteroznamenkastih brojeva moZe napisati pomoc¢u znamenaka 0, 2, 2, 3,
3?7
Rjesenje 187

Ponovimo!

Nacelo uzastopnog prebrojavanja:
Ako element s; moZemo izabrati iz skupa S| na n; razliéitih nacina, nakon toga (bez obzira na to koji
smo element ve¢ izabrali) element s, iz skupa S, na'n, nacina, nakon toga element s; iz skupa S; na n;
nacina itd., onda je ukupan broj nacina izboraniza sy, s, s3, ..., Sx jednak

N S Ny Ay Ty

Nacelo obic¢no iskazujemo u slobodnijoj formi ovim rije¢ima: Ako se prvi dio posla moze u¢initi na n;
nacina, drugi dio posla na n, nacina, ..., posljednji na ny nacina, onda se cijeli posao moZe uciniti na
N:n1 My My Ty

nacina.

Permutacije sa ponavljanjem

Ako je zadano n elemenata, jedan element se ponavlja r puta (r < n), a drugi element se ponavlja s puta
(s < n) tada se permutacije sa ponavljanjem racunaju po formuli:

r, s n!
B =

rl-s!

Pomocu pet znamenaka trebamo napisati sve moguce peteroznamenkaste brojeve. U zadatku koristimo
sve znamenke, vaZan je redoslijed i neke se znamenke ponavljaju. Rije€ je o permutacijama sa
ponavljanjem skupa od pet elemenata, n = 5, medu kojima se broj dva ponavlja 2 puta, r = 2, a broj tri
ponavlja se 2 puta, s = 2. Od toga treba oduzeti brojeve kojima je 0 na prvom mjestu jer su to
Cetveroznamenkasti brojevi, dakle treba oduzeti permutacije sa ponavljanjem od 4 elementa, n = 4,
gdje se dva elementa ponavljaju dva puta, r =2, s = 2.

2,2 2,2 5! 41 5.4.3.2.1 4.3.2:1
P -p7 = - = -
21-21 21.21 2121 2.1-2-1

=30-6=24.

Vjezba 187

Koliko se razlicitih peteroznamenkastih brojeva moZe napisati pomocu znamenaka 0, 5, 5, 7,
7?
Rezultat: 24.



Zadatak 188 (Maturanti, HTT)

Koliko ima peteroznamenkastih brojeva kojima je zbroj znamenaka jedinice i desetice jednak
4?
Rjesenje 188

Ponovimo!

Nacelo uzastopnog prebrojavanja:
Ako element s; moZemo izabrati iz skupa S| na n, razlicitih nacina, nakon toga (bez obzira na to koji
smo element ve¢ izabrali) element s, iz skupa S, na n, nacina, nakon toga element s; iz skupa S; na n;
nacina itd., onda je ukupan broj nacina izbora niza s, s, S3, ..., Sx jednak

N:n] My Ny

Nacelo obic¢no iskazujemo u slobodnijoj formi ovim rije¢ima: Ako se prvi dio posla moze uciniti na n,
nacina, drugi dio posla na n, nacina, ..., posljednji na ny nacina, onda se cijeli posao moZe uiniti na
N:nl My Mg Ny
nacina.
® na prvo mjesto mozemo staviti bilo koju znamenku iz skupa {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, nula ne
moZe biti na prvom mjestu jer tada ne bi bio peteroznamenkasti broj
...toje 9 nacina, n; =9
¢ nadrugo mjesto mozemo staviti bilo koju znamenku iz skupa {0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9}
... to je 10 nacina, n, = 10
® na treée mjesto mozemo staviti bilo koju znamenku iz skupa {0, 1, 2,3, 4,5, 6,7, 8, 9}
... to je 10 nacina, n; = 10
na cetvrto mjesto
J i moramo staviti brojeve iz skupa {O, 1,2,3,4,5, 6,7,8,9} kojima je zbroj jednak 4:
na peto mjesto
0+4=4
4+0=4
14+3=4 ; ... to je 5 nacina, ny =5.
3+1=4
2+2=4
Broj peteroznamenkastih brojeva kojima je zbroj znamenaka jedinice i desetice jednak 4 iznosi:
N=rﬁ Ny Mgy =9-10-10-5=4500.

Vjezba 188

Koliko ima peteroznamenkastih brojeva kojima je zbroj znamenaka stotice i desetice jednak
4?
Rezultat: 4500.

Zadatak 189 (Maturanti, HTT)
Koliko ima parnih ¢etveroznamenkastih brojeva kojima je zbroj znamenaka jedinica i desetica
jednak 4?

Rjesenje 189

Ponovimo!

Nacelo uzastopnog prebrojavanja:
Ako element s; moZemo izabrati iz skupa S| na n, razlicitih nacina, nakon toga (bez obzira na to koji
smo element vec izabrali) element s, iz skupa S, na n, nacina, nakon toga element s; iz skupa S; na n;
nacina itd., onda je ukupan broj nacina izbora niza sy, sy, S3, ..., Sx jednak

N=nl o Mg T

Nacelo obic¢no iskazujemo u slobodnijoj formi ovim rije¢ima: Ako se prvi dio posla moze uciniti na n,
nacina, drugi dio posla na n, nacina, ..., posljednji na ny nacina, onda se cijeli posao moze uciniti na
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Nznl My Mg Ny

nacina.
® na prvo mjesto mozemo staviti bilo koju znamenku iz skupa {1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9}, nula ne
moZe biti na prvom mjestu jer tada ne bi bio ¢etveroznamenkasti broj
...toje 9 nacina, n; =9
® nadrugo mjesto moZemo staviti bilo koju znamenku iz skupa {0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9}
... toje 10 nacina, n, = 10
na trece mjesto . ) . ) .
. . moramo staviti brojeve kojima je zbroj jednak 4, }

. . a zadnja znamenka, znamenka jedinica, mora biti parna
na cetvrto mjesto

0+4=4
2+2=4} .. to je 3 nacina, ny =3.
4+0=4

Broj parnih ¢etveroznamenkastih brojeva kojima je zbroj znamenaka jedinica i desetica jednak 4
iznosi:

N=n1-n2-n3=9-10-3=270.

Vjezba 189
Koliko ima parnih ¢etveroznamenkastih brojeva kojima je zbroj znamenaka jedinica i desetica
jednak 67

Rezultat: 360.

Zadatak 190 (Maturanti, HTT)

Koliko ima neparnih ¢etveroznamenkastih brojeva’kojima je zbroj znamenaka jedinica i
desetica jednak 3?
Rjesenje 190

Ponovimo!

Nacelo uzastopnog prebrojavanja;
Ako element s; moZemo izabrati iz skupa'S; na n, razli€itih nacina, nakon toga (bez obzira na to koji
smo element vec izabrali) element s, iz'skupa S, na n, nacina, nakon toga element s; iz skupa S; na n;
nacina itd., onda je ukupan broj nacina izbora niza s, sy, S3, ..., Sk jednak

N =Ry Ry

Nacelo obic¢no iskazujemo u slobodnijoj formi ovim rije¢ima: Ako se prvi dio posla moze uciniti na n,
nacina, drugi dio posla na n, nacina, ..., posljednji na ny nacina, onda se cijeli posao moZe u€initi na
N:n1 My My Ty
nacina.
® na prvo mjesto mozemo staviti bilo koju znamenku iz skupa {1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9}, nula ne
moZe biti na prvom mjestu jer tada ne bi bio ¢etveroznamenkasti broj
...toje 9 nacina, n; =9
¢ nadrugo mjesto mozemo staviti bilo koju znamenku iz skupa {0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9}
... to je 10 nacina, n, = 10
na trece mjesto

. moramo staviti brojeve kojima je zbroj jednak 3,
° 1 .
. . a zadnja znamenka, znamenka jedinica, mora biti neparna
na cetvrto mjesto
0+3=3

2+1=3

Broj neparnih ¢etveroznamenkastih brojeva kojima je zbroj znamenaka jedinica i desetica jednak 3
iznosi:

} ... to su 2 nacina, ng = 2.



N=n1 "Ny Ny =9-10-2=180.
Vjezba 190
Koliko ima parnih ¢etveroznamenkastih brojeva kojima je zbroj znamenaka jedinica i desetica

jednak 3?
Rezultat: 90.

Zadatak 191 (Maturanti, HTT)

Kolika je vjerojatnost da ¢emo iz kutije u kojoj imamo 4 bijele, 3 crne i 4 crvene kuglice,
izvu¢i 2 bijele ili 2 crvene?
Rjesenje 191

Ponovimo!

Nacelo uzastopnog prebrojavanja:
Ako element s; moZemo izabrati iz skupa S| na n; razli¢itih nacina, nakon toga (bez obzira na to koji
smo element vec izabrali) element s, iz skupa S, na n, nacina, nakon toga element s; iz skupa S; na n;
nacina itd., onda je ukupan broj nacina izbora niza s, s, S3, ..., Sx jednak

N=nl My Ny T

Nacelo obic¢no iskazujemo u slobodnijoj formi ovim rije¢ima: Ako se prvi dio posla moze u¢initi na n,
nacina, drugi dio posla na n, nacina, ..., posljednji na ny nacina, onda se cijeli posao moze uciniti na

Nznl My Mg Ny

nacina.
Ponovimo definiciju kombinacija bez ponavljanja!
Svaki podskup od k (razlicitih) elemenata skupa S nazivagio\Kombinacijom u skupu S. Broj razli¢itih

kombinacija je
k n n!
Cp = R T AEYS
k Jokd-(n—k)!

U klasi¢nom vjerojatnosnom prostoru vjerojatnost dogadaja A racuna se formulom:

P(A) = m _ bioj'povoljnih ishoda (rezultata)
n\broj moguéih ishoda (rezultata)

Nuzdan i dovoljan uvjet za nezavisne dogadaje A i B jest da bude:
P(ANB)=P(A)-P(B).

Ako su A i B disjunktni dogadaji, onda je
P(AUB)=P(A)+P(B).

0000000000
00 ° 0e

A={izvucene su 2 bijele kuglice },

1.inacica
Neka su A i B dogadaji:

B ={izvucene su 2 crvene kuglice }.

Da bismo postavili ispravan model zamislit ¢emo da sve kuglice moZemo razlikovati. (MoZemo
zamisliti da su sve one oznacene razli¢itim brojevima, od 1 do 11). Odrediti broj svih mogu¢ih
dogadaja n znaci odrediti na koliko se sve nacina moZe od 11 kuglica izvuci 2 kuglice. Radi se o
kombinacijama 2. reda iz skupa od 11 elemenata. Dvije kuglice iz skupa od 11 kuglica

(4 bijelih + 3 crne + 4 crvene) moZemo odabrati na



2 (11
n=C,; =
i)
nacina.

Dvije bijele kuglice izmedu Cetiri bijele kuglice moZemo odabrati na

P(4)="2 = P(4) 0

Dvije crvene kuglice izmedu Cetiri crvene kuglice moZemo odabrati na

P(B)="2 = P(B) i

Bududi da su A i B nezavisni dogadaji, vjerojatnost da ¢emo izvuci dvije bijele ili dvije crvene kuglice

1znosi:
) (0 2 s 2
) ) B __\2) "o T 243
PAAUB) =P+ PB) =S+ T A~ 7an 1000 1010 " 1110 -
B G
243 43

2.inacica
Racunamo vjerojatnost izvlacenja dviju bijelih kuglica.
Za prvu bijelu kuglicu broj povoljnih dogadaja je m; = 4, a broj svih mogu¢ih dogadaja je n; = 11.
Vjerojatnost izvlacenja prve bijele kuglice je:
4

" 11
Za drugu bijelu kuglicu broj povoljnih dogadaja je m, = 3 (jer se prva ne vraca natrag), a broj svih
mogucih dogadaja je n, = 10.
Vjerojatnost izvlacenja druge bijele kuglice je:

my 3
Py=—= = P, =—.
ny 10
Vjerojatnost izvlacenja dviju bijelih kuglica je (dogadaji su nezavisni)
P—PP:P—433P—123P—6
12771 72 12711 10 127 110 127 55°

Racunamo vjerojatnost izvlacenja dviju crvenih kuglica.
Za prvu crvenu kuglicu broj povoljnih dogadaja je m; = 4, a broj svih moguéih dogadaja je n; = 11.
Vjerojatnost izvlac¢enja prve crvene kuglice je:



my 4
P3 = = P3 =—.
ns 11
Za drugu crvenu kuglicu broj povoljnih dogadaja je my = 3 (jer se prva ne vraca natrag), a broj svih
mogucih dogadaja je ny = 10.
Vjerojatnost izvla¢enja druge crvene kuglice je:

my 3
P4 = = P4 =—.
ny 10
Vjerojatnost izvlacenja dviju crvenih kuglica je (dogadaji su nezavisni)

P,=P-PL = P —43:P—12:P _0
34773 74 34711 10 347110 347 55°
Budu¢i da su dogadaji nezavisni, vjerojatnost da ¢emo izvuci dvije bijele ili dvije crvene kuglice
1Znosi:
6 6 12
P=P,+P, > P=—+— = P=—.
127734 5555 55
Vjezba 191
Kolika je vjerojatnost da ¢emo iz kutije u kojoj imamo 4 Zute, 3 plave i 4 crvene kuglice,
izvuci 2 Zute ili 2 crvene?
12
Rezultat: —.
55
Zadatak 192 (Josip, srednja skola)

15!

31121
20!

171-31

Izracunaj:

Rjesenje 192
Ponovimo!
UmnoZak prvih n prirodnih brojeva ozna¢avamo posebnim simbolom

n!'=1-2-3-4- ... ~(n—2)~(n—l)~n.

Broj n ! ¢itamo "en faktorijela". Tako na primjer, vrijedi

1!=1,
21=1-2,
31=1-2-3,
41=1-2-3-4,
5!=1-2-3-4-5,
6!=1-2-3-4-5-6itd.
Zapamti!
0!=1

Vidimo da faktorijele zadovoljavaju formulu

n!=(mn-1)!"-n.
Uoc¢imo da se moze pisati, na primjer,

91=8!-9,

91=7!-8-9,
91=6!-7-8"-9,
91=5!-6-7-8-9,
91=4!-5-6-7-8-9itd.

10



15! 150 150 121-13-14:15 121-13-14-15  13.14.]5

31120 3020 120 12t 20 131415
20! 20! 20! 17!-18-19-20 17!-18-19-20 18-19-20  18-19-20
17131 17131 17! 171 17! 1

131415 13143 13-14-3 1314 13-14 137 91
18:19-20 18-19-4 18-19-4 6-19-4 6-19-4 6:19-2 228

Vjezba 192

20!
Izracunaj: 1713
TN
31.12!
228
Rezultat: —_—.
91

Zadatak 193 (Jasna, gimnazija)

Kolika je vjerojatnost da tocka na srecu odabrana unutar kruga polumjera r padne unutar
jednakostrani¢nog trokuta upisanog u taj krug?
Rjesenje 193

Ponovimo!

Vjerojatnost da na sre¢u odabrana tocka unutar nekogskupa padne u neki njegov
podskup jednaka je omjeru povrsina podskupa prema povrsini cijeloga skupa.
Neka je Q ogranicen podskup ravnine i m(Q2) njegova povrsina, a A podskup od Q.
KaZemo da biramo tocku na sre¢u unutar skupa €2, akoje vjerojatnost da ona bude izabrana
unutar podskupa A jednaka:

p(A)= DA
m(Q)

Ovako definiranu vjerojatnost nazivamo.geometrijska vjerojatnost.
Povrsina kruga polumjera r iznosi:

P=r—-x.
Za jednakostranican trokut vrijede formule:




a-d

b-c

SRS

Neka je A traZeni dogadaj:
A = {tocka je pala unutar jednakostrani¢nog-trokuta upisanog krugu polumjerar}.

Povrsina upisanog jednakostrani¢nog trokuta je:

2
(3\/_;} .ﬁzg.ﬂ'\ﬁ 9.r2.\/3 3"2-\/3=3.r2-ﬁ.

m(A)= 3 __3 __1
4 4 4 4 4
Povrsina kruga polumjerar je:
m(Q)=r2-7L’
Trazena vjerojatnost iznosi:
30203 3023 3.3 3.3
P(A):'"(A): 4 _ 4 _ 4 _ 4 :3«/?
m(Q) rz.ﬂ' Iﬂ2.” T z 472'
1

Vjezba 193
U jednakostrani¢nom trokutu stranice a upisan je krug. Kolika je vjerojatnost da na sre¢u
odabrana tocka u trokutu ne padne unutar tog kruga?

Rezultat: 9_”'\/?
9

Zadatak 194 (Silvy, gimnazija)
Iz segmenta [ 0,2 ] slu¢ajno su izabrana dva broja x i y. Nadi vjerojatnost da ti brojevi

zadovoljavaju nejednakost x> +y° =2 -x—2 -y + 1 <0.

12



Rjesenje 194
Ponovimo!

(u—b)z =u2—2~u~b+b2.

Vjerojatnost da na srec¢u odabrana toc¢ka unutar nekog skupa padne u neki njegov
podskup jednaka je omjeru povrsSina podskupa prema povrsini cijeloga skupa.

Neka je Q ogranicen podskup ravnine i m(€2) njegova povrsina, a A podskup od Q.
KaZemo da biramo tocku na srecu unutar skupa Q, ako je vjerojatnost da ona bude izabrana
unutar podskupa A jednaka:

m(A
p(a)=1A)
m(£2)
Ovako definiranu vjerojatnost nazivamo geometrijska vjerojatnost.
Povrsina kruga polumjera r iznosi:

P=r"-m.
Povrsina kvadrata duljine stranice a glasi:
P=a 2.
Ako je S(p, q) srediste kruznice, a r njezin polumjer, tada sredi$nja jednadzba kruznice glasi

2 2 2
(x=p) +(y=q)" =r
A A

y y
1 1 o
X K / X
0 1 2 0 1 2
Prvo zadanu nejednakost svedemo na sredisnji oblik nadopunjavanjem na potpuni kvadrat.
x2+y2—2~x—2-y+ISO = x2—2~x+y2—2~y+ISO =
= x2—2-x+12712+y2—2-y+12712+1S0 =

= (x2—2-x+12)—12+(y2—2-y+12)—12+1S0 =

= (x2—2-x+1)—1+(y2—2~y+1)—1+1$0 = (x—1)2—1+(y—1)2—1+1S0 =

= (x—1)2—1+(y—1)271+130 = (x—1)2—1+(y—1)230 = (x—1)2+(y—1)231.

Tocke koje zadovoljavaju ovu nejednakost su one ¢ija je udaljenost od to¢ke S(1, 1) manja ili jednaka
1. Dakle, trazeni skup je unutrasnjost kruga sredista S i polumjera 1 ukljucujuéi i rubnu kruZnicu.
Uocimo da se dogadaj A sastoji od svih tocaka T(x, y) koje pripadaju krugu sa srediStem u tocki

S(1, 1) i polumjerom r = 1, a upisan je u kvadrat duljine stranice 2.

Povrsina upisanog kruga polumjera 1 je

Povrsina kvadrata duljine stranice 2 je:

Trazena vjerojatnost iznosi:

13



Vjezba 194
Iz segmenta [ 0,3 ] slu€ajno su izabrana dva broja x i y. Nadi vjerojatnost da ti brojevi
zadovoljavaju nejednakost x> + y* =2 - x—2 -y + 1 <0.

T
Rezultat: —.
9

Zadatak 195 (Ivana, srednja Skola)
U jednoj je posiljci robe 2% proizvoda neispravno. Ako nasumice biramo 7 proizvoda, kolika
je vjerojatnost da ¢emo izabrati tocno 2 neispravna?

Rjesenje 195
Ponovimo!

n
j 1 definira ovako:
’

U TR U no(n=1)-(1=2)-(1=3) - (n=r+1)

r!~(n—r)! - 1-2-3-...-r

gdjesu n, re NO , 0<r<n.

Binomni koeficijent je broj koji se oznacava s (

E)

r r

Vjerojatnost da se pri ponavljanju pokusa n puta dogadaj A pojavi k puta jednaka je

p(Ak)=(Z)pk~(l—17)n_k,

gdje je p = p(A).
Neka je A dogadaj:

A ={ izabran je neispravan proizvod }

Njegova vjerojatnost je:

2
= p(A)=—— = p=002.
p=rp(A) =P

Vjerojatnost da ¢emo izabrati to¢no dva neispravna proizvoda od nasumice sedam izabranih iznosi:

n=7, k=2, p=0.02
5

p(Ak):(ZJ'Pk'(l—p)n_k :>P(A2)=CJ-0.022.(1_0.02) N

= p(Az):[ZJ.O.022.0.985 . p(A2)=%-0-022-0.985 - p(A2)=4—22-O.022-0.985 N
= P(A2)2£~0.022~0.985 = p(A2)=21-0.022-0.985 = p(Ay)=0.00759 =

2
_0.759

= p(Az)_W = p(A,y)=0.759%.

Vjezba 195
U jednoj je posiljci robe 5% proizvoda neispravno. Ako nasumice biramo 7 proizvoda, kolika
je vjerojatnost da ¢emo izabrati tocno 2 neispravna?

Rezultat: 4.062%.
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Zadatak 196 (Vinko, gimnazija)

Vjerojatnost da prvi strijelac pogodi metu je 4/5, za drugog strijelca vjerojatnost je 7/10, a za
treceg strijelca je 9/10. Izracunaj vjerojatnost da ¢e bar jedan strijelac pogoditi metu.
RjeSenje 196

Ponovimo!
Unija dogadaja
Dogadaj koji se ostvaruje ako se ostvario barem jedan od dogadaja A ili B nazivamo unija, suma ili
zbroj dogadaja i oznaGavamo s AU B.
Presjek dogadaja
Dogadaj koji se ostvaruje ako su se ostvarila oba dogadaja A i B nazivamo presjek, produkt ili
umnoZak dvaju dogadaja i oznaGavamo gas A()B.
Razlika dogadaja
Dogadaj koji se ostvaruje ako se ostvari dogadaj A, a da se ne ostvari dogadaj B, nazivamo razlika
dogadaja A i B i oznacavamo s A\ B.
Dogadaj Q\ A nazivamo komplementom ili suprotnim dogadajem dogadaja A. On se ostvaruje ako i

samo ako se A nije ostvario. OznaCavamo ga s A.
Dogadaji A i B iz istog prostora elementarnih dogadaja Q su nezavisni onda i samo onda ako vrijedi:

P(ANB)=P(A)-P(B).

Vjerojatnost komplementa
Za svaki dogadaj A vrijedi

P(A)+P(A)=1 = P(A)=32p(4).
Unija n dogadaja je dogadaj
A:AIUAzUA3U U4,

koji se ostvaruje ako se ostvario barem jedan od.dogadaja Al’ A2, A3, s Ay
De Morganovi zakoni:
AUBSANB , ANB=AUB
Ako su dogadaji A, Ay, A; nezavisni, onda vrijedi:
P(4UaUg)=1-(1-p(4)))-(1-P(4,))-(1-P(43)).
Napisimo dogadaje:

A1 ={ prvi strijelac je pogodio metu} = P(Al) zg
A2 = { drugi strijelac je pogodio metu } = P(Az) = %

9
A3 { reci stryelac je pogodio me ”} = (AS) 10

A ={ bar jedan strijelac je pogodio metu }

P(a)=1-p(3)=1- P (3 U U =1- P (312501 =1- P(3)- (1) £(35) -
1-(1-2(4)-(1=2(4))-(1-pa5)) =1-1- | 1= ) (12 ) -

AN EOE AN EONCA W Sy VAN JS U B R I
1 5 1 10)\1 10 5 10 10 5 10 10 500
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I 3 =500_3=ﬂ=0.986.
1 500 500 500

Vjezba 196

Ucenik sudjeluje na natjecanju iz matematike, informatike i ekologije. Vjerojatnost osvajanja
prve nagrade na svakom od natjecanja je 0.4. Odredi vjerojatnost da uc¢enik osvoji prvu nagradu bar iz
jednog predmeta.

Rezultat: 0.784.

Zadatak 197 (ieljko, srednja Skola)

U nekoj $koli 40% ucenika je odlucilo pisati maturalni ispit iz kemije. Od onih koji su izabrali
kemiju 70% je izabralo i biologiju, dok je od onih koji nisu izabrali kemiju 50% izabralo biologiju.
Kolika je vjerojatnost da je nasumce izabran ucenik izabrao biologiju na maturi?

Al B. 0.58 C.0.48 D.0.2
Rjesenje 197
Ponovimo!

Stoti dio nekog broja naziva se postotak. PiSe se kao razlomak s nazivnikom 100.

Naprimjer, 0 %=—— . 81%=—L  a50%=2>  03¢=93  q_ P
100 100 100 100 100
Kako se racuna "... p% od x..."?
P
—X.
100

U klasi¢nom vjerojatnosnom prostoru vjerojatnost dogadaja A racuna se formulom:

P(A) = m _ broj povoljnihsishoda (rezultata)
n  broj moguéih<ishoda (rezultata) '

Neka je x broj ucenika skole. Od njih je 40% odlucilo pisati maturalni ispit iz kemije pa je to
40
—-x=04"x.
100
Medu tim ucenicima je 70% izabralo i biologiju $to iznosi:
2-0.4~x=0.7~0.4-x=0.28-x.
100

Ako je 40% ucenika Skole pisalo maturalni ispit iz kemije, njih 60% to nije ucinilo §to iznosi:

Medu tim ucenicima je 50% izabralo biologiju pa je to
ﬂ-0.6~x=0.5-0.6~x=0.3-x.
100
Ukupan broj ucenika koji su izabrali biologiju iznosi:
0.28-x4+0.3-x=0.58-x.

Racunamo vjerojatnost da je nasumce izabrani ucenik izabrao biologiju na maturi.
Neka je Q prostor elementarnih dogadaja:

Q ={ svi ucenici Skole } = n=x.
Neka je dogadaj
A ={ ucenici koji su izabrali biologiju } = m=0.58x.

Tada je:
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Odgovor je pod B.

40% 60%
kemija nije kemija

70%biologija 50% biologija

Vjezba 197

U nekoj skoli 40% ucenika je odlucilo pisati maturalni ispit iz kemije. Od onih koji su izabrali
kemiju 70% je izabralo i biologiju, dok je od onih koji nisu izabrali kemiju 60% izabralo biologiju.
Kolika je vjerojatnost da je nasumce izabran ucenik izabrao biologiju na maturi?

A. 0.64 B. 0.66 C.0.57 D. 0.55
Rezultat: A.

Zadatak 198 (Zvone, srednja Skola)

Strijelac pogada metu s vjerojatnoséu od 0.82. Ako strijelac gada metu 3 puta odredi
vjerojatnost da ¢e metu pogoditi barem jedanput.

Rjesenje 198
Ponovimo!
Vjerojatnost barem jedanput
Ako obavimo n nezavisnih pokusa, a kod svakog pokusa je.vjerojatnost da nastupi dogadaj A jednaka
p, onda je vjerojatnost da dogadaj A nastupi bar jednom jednaka

P(A) ==(1-p)".
Neka je dogadaj

A ={ strijelac ‘pogada metu barem jednom }

Vjerojatnost da jednim hicem pogodi metu iznosi:

p =0.82.
Strijelac gada metu 3 puta, n = 3. Tada je:

p=082, n=3
P(A)=1-(1-p)

Vjezba 198

Strijelac pogada metu s vjerojatnoséu od 0.82. Ako strijelac gada metu 4 puta odredi
vjerojatnost da ¢e metu pogoditi barem jedanput.

Rezultat: 0.999.

n} = P(A)=1—(1—0.82)3 = P(A)=1-0.18° = P(4)=0994,

Zadatak 199 (Zvone, srednja Skola)

Strijelac pogada metu s vjerojatnoséu od 0.82. Ako strijelac gada metu 3 puta odredi
vjerojatnost da ¢e metu pogoditi to¢no jedanput.
Rjesenje 199

Ponovimo!

n
} 1 definira ovako:
r

Binomni koeficijent je broj koji se oznaCava s (
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[ S YIS i)

gdjesu n,re Ny, , 0<r<n.

Vjerojatnost da se pri ponavljanju pokusa n puta dogadaj A pojavi k puta jednaka je

l’(Ak):(Z]‘Pk (=p)" K,

gdje je p = p(A). Neka je dogadaj
A1 ={ strijelac pogada metu to¢no jednom }

Vjerojatnost da jednim hicem pogodi metu iznosi:

p=0.82.
Strijelac gada metu 3 puta, n = 3. Tada je:

p=082,n=3, k=1

p(Ak){nJ-pk-(l—p)"_k - p(Al):GJ‘O&l'(1—0-82)3_1 =

k

= p(Al)=3-0.82-0.182 = p(A)=0.08.

Vjezba 199

Strijelac pogada metu s vjerojatnoséu od 0.82. Ako strijelac gada metu 4 puta odredi
vjerojatnost da ¢e metu pogoditi to¢no jedanput.

Rezultat: 0.019.

Zadatak 200 (Zvone, srednja Skola)

Vjerojatnost pogotka u metu za tri lovca iznosi redom 0.8, 0.6 i 0.45. Lovci svaki s po jednim
metkom gadaju u metu. Kolika je vjerojatnost da ¢e meta biti pogodena?

Rjesenje 200
Ponovimo!

Funkcija P: P (Q) — R zove se vjerojatnost na familiji dogadaja P(Q) ako ima ova svojstva:
1. Za svaki dogadaj A vrijedi P(A) = 0.

2.PQ)=1.
3. Ako se dogadaji A, A,, As, ..., A, iskljucuju u parovima, tj.

AiﬂAjzgzaiij,i,jzl, 2,3, ...,n,

onda vrijedi
P[_G A.]:P(Al)+P(A2)+P(A3)+...+P<An).

Svaki skup A < Q zove se dogadaj, a broj P(A) zove se vjerojatnost od A.
Ako su A, B i C bilo kakvi dogadaji, onda vrijedi:

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB)-P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC).
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Dogadaji A i B iz istog prostora Q su nezavisni onda i samo onda ako vrijedi:

P(ANB)=P(A)-P(B).

Neka je dogadaj
Ak ={ k —ti lovac pogodio je metu }
Tada je:
P(4)=08 . P(4))=06 . P(A;)=045.
Neka je dogadaj
A; ﬂAj ={ oba lovca i—tii j—ti pogodili su metu }
Tada je:

P(ANAy)=P(4) P(4,))=08-06=048 . P(A NAy)=P(4)) P(45)=08045=0236,
P(4,NAy)=P(4,) P(Ay)=0.6-045=027.

A N Ay N Ay ={ sva tri lovca pogodili su metu }.

Neka je dogadaj

Tada je:

P(ANA,NAY)=P(4) P(Ay) P(A3)=080.6-045=0216.

Uporabom formule
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB)-P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC),

dobije se:

P(4UA Uay)=P(4))+ (4 )+ P(Ay)=P(410A, ) -P(4 N A3) - P(4) N43)+ P(4 N4y N A3 )=

=0.8+0.6+0.45-0.48-0.36-0.27 +0.216 = 0.956.

0.8 0.45

0.6

¢ 1
§ g

Vjezba 200
Vjerojatnost pogotka u metu za tri lovca iznosi redom 0.2, 0.3 i 0.4. Lovci svaki s po jednim
metkom gadaju u metu. Kolika je vjerojatnost da ¢e meta biti pogodena?

Rezultat: 0.664.
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