Zadatak 121 (Sany, gimnazija)

Medu 50 videorekordera 8 je u kvaru. Sluc¢ajno biramo 5 komada. Kolika je vjerojatnost da
medu njima ni jedan nije u kvaru?
Rjesenje 121

Ponovimo!
Ako element s; moZemo izabrati is skupa S; na n; razli¢itih nacina, nakon toga (bez obzira na to koji
smo element ve¢ izabrali) element s, iz skupa S, na n, nacina, nakon toga element s; iz skupa S; na n;
nacina itd., onda je ukupan broj nac¢ina izbora niza sy, s,, s3, ..., Sy jednak

N:nl Ny N3z * ... Ng.
U klasi¢nom vjerojatnosnom prostoru vjerojatnost dogadaja A racuna se formulom:
m _ broj povoljnih ishoda (rezultata)

P(A)=— .
n  broj mogucih ishoda (rezultata)

Budu¢i da od 50 videorekordera biramo 5 komada, broj svih moguéih dogadaja (ishoda, rezultata)

1znosi:
5 50
n—CSO—(5 ]

(kombinacije bez ponavljanja 5 — tog razreda od 50 elemenata)
Ispravnih videorekordera je
50 -8 =42.

Broj svih povoljnih dogadaja (ni jedan videorekorder nije u kvaru) je:
5 (42
m=C 4= [ < J

(kombinacije bez ponavljanja 5 — tog razreda od 42 elementa)
Vjerojatnost dogadaja ima vrijednost:

42)  42.41440-39-38
m

51 42-41-40-39-38
P(A)=—= = = =0.4015.
n (SOJ 50-49-48-47-46  50.49.48-47-46

5 51

Vjezba 121
Medu 50 videorekordera 8 je u kvaru. Slucajno biramo 4 komada. Kolika je vjerojatnost da
medu njima ni jedan nije u kvaru?

Rezultat: 0.4860.

Zadatak 122 (Sany, gimnazija)

Medu 50 videorekordera 8 je u kvaru. Slucajno biramo 5 komada. Kolika je vjerojatnost da su
tocno 3 u kvaru?
Rjesenje 122

Ponovimo!
Ako element s; moZemo izabrati is skupa S| na n, razli¢itih nacina, nakon toga (bez obzira na to koji
smo element ve¢ izabrali) element s, iz skupa S, na n, nacina, nakon toga element s; iz skupa S; na n;
nacina itd., onda je ukupan broj nacina izbora niza s, sy, S3, ..., Sk jednak

N=l'll Ny N3 * ... Ng.

U klasi¢nom vjerojatnosnom prostoru vjerojatnost dogadaja A racuna se formulom:
m _ broj povoljnih ishoda (rezultata)

P(A)=— .
n  broj moguéih ishoda (rezultata)




Budu¢i da od 50 videorekordera biramo 5 komada, broj svih moguc¢ih dogadaja (ishoda, rezultata)

1Znosi:
5 50
n—CSO—(5 ]

(kombinacije bez ponavljanja 5 — tog razreda od 50 elemenata)
Ispravnih videorekordera je
50 -8 =42.

8
Izmedu 8 neispravnih videorekordera treba izabrati 3 komada. To je moguce na (3] nacina. Izmedu

42
42 ispravna videorekordera biramo jo§ dva komada. To je moguce na (2] nacina. Broj svih

povoljnih dogadaja (to¢no tri videorekordera su u kvaru) je:
8) (42
m=|_| .
302

(8]'(42] 87-6 4241
3)2 ! !
Pay="= 312 oos.

7 50)  50-49.48-47-46
3 5!

Vjerojatnost dogadaja iznosi:

Vjezba 122
Medu 50 videorekordera 8 je u kvaru. Slu¢ajno-biramo 5 komada. Kolika je vjerojatnost da su
tocno 2 u kvaru?

[8j(42j 8.7 42-41-40

2)\3 ! !

Rezultat: pay="= = 3 =0.1517.
n

50) . 50-49-48-47-46
5 5!

Zadatak 123 (Marc, tehni¢ka Skola)

U kautiji je a bijelih i b crnih kuglica. Slucajno se izvlace dvije kuglice. Kolika je vjerojatnost
da su iste boje?
Rjesenje 123

Ponovimo!
Ako element s; moZemo izabrati is skupa S| na n, razli¢itih nacina, nakon toga (bez obzira na to koji
smo element ve¢ izabrali) element s, iz skupa S, na n, nacina, nakon toga element s; iz skupa S; na n;
nacina itd., onda je ukupan broj nacina izbora niza s, sy, S3, ..., Sk jednak

N=l'll Ny N3 * ... Ng.

U klasi¢nom vjerojatnosnom prostoru vjerojatnost dogadaja A racuna se formulom:
m _ broj povoljnih ishoda (rezultata)

P(A)=— .
n  broj mogucih ishoda (rezultata)

Svaki podskup od k (razlicitih) elemenata skupa S nazivamo kombinacijom u skupu S. Broj razlicitih

kombinacija je
k n! n
Cp=——"7"""7=| |
"k (n—k)! [kJ

Ako su A i B disjunktni dogadaji (kazemo jos da se A i B medusobno iskljucuju), onda je

P(AUB)=P(A)+ P(B). (aditivost)

2



U kutiji je a bijelih i b crnih kuglica. Ukupno je a + b kuglica. Slucajno se izvlace 2 kuglice. Broj svih
mogucih dogadaja (ishoda, rezultata) je
a+b
n= .
2

(kombinacije bez ponavljanja)

Izmedu a bijelih kuglica dvije se mogu izabrati na (;j nacina. Broj svih povoljnih dogadaja (izvucene

Vjerojatnost da se izvuku dvije bijele kuglice iznosi:

H&)

b
Izmedu b crnih kuglica dvije se mogu izabrati na [2 nacina. Broj svih povoljnih dogadaja (izvucene

su 2 bijele kuglice) iznosi:

:>|§

su 2 crne kuglice) iznosi:

Vjerojatnost da se izvuku dvije crne kuglice iznosi:

b

o

a+b\
)
Vjerojatnost da se iz kutije izvuku dvije kuglice iste boje (ili obje bijele ili crne) je:
o Hid

+

2) 2 p(aup)=2L\2
a+b a+b a+b
Soley )

P(A)=

m
n

P(AUB)=P(A)+P(B) = P(AUB)=

a~(a—1)+b-(b—1) a~(a—1)+b~(b—1)
2! 2! 2!
) e P e R G by P w ey
2! 2!
P(AUB):a~(a—1)+b~(b—1) — P(AUB)- a’+b%—a-b

(a+b)-(a+b-1) (a+b)-(a+b-1)
Vjezba 123

U kutiji su 3 bijele i 2 crne kuglice. Slucajno se izvlace dvije kuglice. Kolika je vjerojatnost da
su iste boje?

Rezultat: z
5



Zadatak 124 (Marc, tehnicka Skola)
U kutiji je 10 kuglica. Slu¢ajno se izvlace 2 kuglice odjednom. Vjerojatnost da su obje

izvucene kuglice bijele boje iznosi % Koliko je bijelih kuglica u kutiji?

Rjesenje 124
Ponovimo!
Ako element s; moZemo izabrati is skupa S; na n; razli¢itih nacina, nakon toga (bez obzira na to koji
smo element ve¢ izabrali) element s, iz skupa S, na n, nacina, nakon toga element s; iz skupa S; na n;
nacina itd., onda je ukupan broj nacina izbora niza sy, s,, s3, ..., S; jednak
N=n1 Ny Nz * ... Ng.

U klasi¢nom vjerojatnosnom prostoru vjerojatnost dogadaja A racuna se formulom:

P(A) = m _ broj povoljnih ishoda (rezultata)
n  broj mogucih ishoda (rezultata) .

Svaki podskup od k (razlicitih) elemenata skupa S nazivamo kombinacijom u skupu S. Broj razlicitih

kombinacija je
k n! n
Cyp=——F7"—=| |
"k (n—k)! (k]

U kautiji je 10 kuglica. Slucajno se izvlace 2 kuglice. Broj svih moguc¢ih dogadaja (ishoda, rezultata) je
10
n= .
2
(kombinacije bez ponavljanja)
Pretpostavimo da je u kutiji x bijelih kuglica. Izmedu)njih x dvije se mogu izabrati na (;] nacina.

Broj svih povoljnih dogadaja (izvucene su 2 bijele-kuglice) iznosi:

m
PA)=—=>%
(4) n (10
2
Sada racunamo x broj bijelih kuglica:
SO P
A 2
2 2 ! -
SRR 1 S - R TR SN St DI
15 n (10 10} 15 10-9 15 90 15
2 2!

a=1,b=-1, c=-12

, ) 1+ [1-4-1.(-12)
= x"—x=12=>x"-x-12=0 = _—bim :xl,ZZ =

2-1
x1’2— 2-a
1£1+48 1+./49 17
= x1,2=T = x1,2=T = x1,2=7 =



. 147 . 8
175 175 x =4
= 2 1o 2 = ot
_1-7 _ 6 Xy = —3 nema smisla
xz—T Xy ==

Vjezba 124
U kutiji je 10 kuglica. Slu€ajno se izvlace 2 kuglice odjednom. Vjerojatnost da su obje

izvucene kuglice bijele boje iznosi % Koliko ima u kutiji kuglica koje nisu bijele boje?

Rezultat: 6.

Zadatak 125 (Mario, srednja Skola)
Na pet jednakih listia upisana su slova A, D, I, R, Z. Listi¢i se izmijeSaju i zatim slucajno
stave u niz. Kolika je vjerojatnost da se dobije rije¢ ZIDAR?

Rjesenje 125
Ponovimo!

Permutacija skupa S ={ aps Ay, Ag, ... Ay } od n razlicitih elemenata uredena je n — torka svih
njegovih Clanova. Broj razli¢itih permutacija od n elemenata je
B,=n-(n-1)-(n=2)- .. -3:2-1=n.
U klasi¢nom vjerojatnosnom prostoru vjerojatnost dogadaja A racuna se formulom:
m _ broj povoljnih ishodasrezultata)

P(A)=— .
n  broj mogucih ishoda (rezultata)

Svaki raspored zadanih slova odreduje jednu permutaciju.pa broj svih mogucih dogadaja (ukupan broj
rasporeda pet slova) iznosi:

n=P5 =51=1-2-3-4-5=120.

Broj svih povoljnih dogadaja (dobije se rije¢-ZIDAR) je:
m=1.
Vjerojatnost dogadaja iznosi:

pay=2_ L 00083,
n 120

Vjezba 125
Na cetiri jednaka listia upisana su slova A, D, O, V. Listi¢i se izmijeSaju i zatim slucajno
stave u niz. Kolika je vjerojatnost da se dobije rije¢ VODA?

Rezultat: 0.0417.

Zadatak 126 (Mario, srednja Skola)

Kolika je vjerojatnost da kvadrat slucajno izabranoga cijeloga broja ima zadnju znamenku 1?
Rjesenje 126

Ponovimo!

U klasi¢nom vjerojatnosnom prostoru vjerojatnost dogadaja A racuna se formulom:

P(A) = m _ broj povoljnih ishoda (rezultata)
n  broj mogucih ishoda (rezultata) .

Buduéi da zadnja znamenka bilo kojeg cijelog broja moZe biti jedan od elemenata skupa
Q ={ 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 }, broj svih moguc¢ih dogadaja (ishoda, rezultata) iznosi:

n=10.

Pogledajmo kako zadnja znamenka kvadrata cijelog broja ovisi o zadnjoj znamenci cijelog broja:



0= 02:>...() , ..1:>...12:>...l
..2:...22:...4 , ..3:...32: ..9
..4:>...42:>...6 s ..5:>...52:> 5
..6:...62:...6 s LT = 72:> ..9
8= .82 = .4 . L9>..925 1

Povoljni su ishodi brojevi kojima je zadnja znamenka 1 ili 9 pa je broj svih povoljnih dogadaja jednak
m=2.
Vjerojatnost dogadaja iznosi:

pay="=2 _on.
n 10

Vjezba 126
Kolika je vjerojatnost da kvadrat slucajno izabranoga cijeloga broja ima zadnju znamenku 6?

Rezultat: 0.2.

Zadatak 127 (Felix, maturant gimnazije)
Osam ljudi slucajno sjeda na osam stolica. Kolika je vjerojatnost da dvije odredene osobe

sjede jedna do druge?

Rjesenje 127
Ponovimo!

Permutacija skupa S ={a1, Ay, A3 e an} od n razlic¢itih elemenata uredena je n — torka svih

njegovih ¢lanova. Broj razli¢itih permutacija od n elemenata je
By=n-(n-1)-(ns>2- 7. -3:2-1=n.
Ako element s; moZemo izabrati is skupa S;-na'n; razli¢itih na¢ina, nakon toga (bez obzira na to koji

smo element ve¢ izabrali) element s, iz skupa S, na n, nacina, nakon toga element s; iz skupa S; na n;
nacina itd., onda je ukupan broj nacina izbora niza sy, sy, S3, ..., Sx jednak

N:n1 Ny N3 * ... " Ny
U klasi¢nom vjerojatnosnom prostoru vjerojatnost dogadaja A racuna se formulom:

m brOJ povoljnih ishoda (1ezu1tata)

P(A)=

n  broj mogucih ishoda (1ezu1tata)

Osam osoba moZe slu¢ajno sjesti na 8! nacina pa je broj svih moguc¢ih dogadaja (ishoda, rezultata):
n=81

(permutacije bez ponavljanja)
Budu¢i da dvije odredene osobe sjede jedna do druge, tretiramo ih kao jednu osobu (s dva moguca
poloZaja sjedenja, tj. 2 ! nacina). Ostalih sedam osoba moZe sjesti na 7 ! naCina pa je broj svih
povoljnih dogadaja ( ishoda, rezultata) jednak

m=21-71\

Vjerojatnost da dvije odredene osobe sjede jedna do druge iznosi:

20-71 271 2 1
Py ="= =—=0.25.
n 8! 8 8 4

Vjezba 127
Deset ljudi slu¢ajno sjeda na deset stolica. Kolika je vjerojatnost da dvije odredene osobe sjede

jedna do druge?
Rezultat: 0.2.



Zadatak 128 (Ivana, hotelijerska skola)
Na raspolaganju imamo 5 olovaka, 7 kemijskih olovaka, 4 nalivpera i 8 tehnickih olovaka. Na
koliko na¢ina mozemo izabrati jednu pisaljku?
Rjesenje 128
Ponovimo!
Nacelo zbroja:
Neka je ne N, a Sl’ 52, S3, ..., Sy, konacni skupovi, od kojih su svaka dva medusobno disjunktna

Tada je i njihova unija S U S, U S3 U ... US,, konacan skup i vrijedi
Sy USyUS3U US| =[Sy [+] 8 [+ 5]+ - +[8u .
Prema nacelu zbroja, jednu pisaljku mozemo izabrati na

5+ 7+ 4+ 8 =24 nacina.
Vjezba 128
Na raspolaganju imamo 4 olovke, 6 kemijskih olovaka, 3 nalivpera i 7 tehnickih olovaka. Na
koliko nacina mozemo izabrati jednu pisaljku?

Rezultat: 20.

Zadatak 129 (Ivana, hotelijerska skola)
Na raspolaganju imamo 5 olovaka, 7 kemijskih olovaka, 4 nalivpera i 8 tehnickih olovaka. Na
koliko nacina mozemo izabrati jednu pisaljku svake vrste?
Rjesenje 129
Ponovimo!
Nacelo umnoska:
Neka je ne N, a Sl’ S2, S3, ..., S, konac¢ni skupovi.

Tada je njihov Kartezijev umnozak S1 X 52 X S3 X ... X S, konacan skup i vrijedi

Sl><S2 3

Prema nacelu umnoska, broj izbora jedne pisaljke svake vrste jednak je
5-7-4-8=1120.

x Syx xSy | =8, |-[8y] | 85| I Snl

Vjezba 129
Na raspolaganju imamo 4 olovke, 6 kemijskih olovaka, 3 nalivpera i 7 tehnickih olovaka. Na
koliko nacina mozemo izabrati po jednu pisaljku svake vrste?

Rezultat: 504.

Zadatak 130 (Ivana, hotelijerska skola)
Na raspolaganju imamo 5 olovaka, 7 kemijskih olovaka, 4 nalivpera i 8 tehnickih olovaka. Na
koliko nacina mozemo izabrati dvije pisaljke?
Rjesenje 130
Ponovimo!
Svaki podskup od k (razlicitih) elemenata skupa S nazivamo kombinacijom u skupu S. Broj razlicitih

kombinacija je
r (n n! .k (n) n-(n-1)-(n=2) .. -(n—k+1)
n = =——iliC, = =
k) k!-(n—k)! k k!

Prema tome, dvije pisaljke moZemo izabrati na
n=5+7+44+8=24 , k=2

) (24 2 2423 5
Ckz(n] :C24—(2J:C24—T:C24—276.
"k



Vjezba 130
Na raspolaganju imamo 4 olovke, 6 kemijskih olovaka, 3 nalivpera i 7 tehni¢kih olovaka. Na
koliko nacina mozemo izabrati dvije pisaljke?

Rezultat: 190.

Zadatak 131 (Ivana, hotelijerska skola)

Na raspolaganju imamo 5 olovaka, 7 kemijskih olovaka, 4 nalivpera i 8 tehnickih olovaka. Na
koliko na¢ina moZemo izabrati dvije pisaljke svake vrste?
Rjesenje 131

Ponovimo!
Svaki podskup od k (razli¢itih) elemenata skupa S nazivamo kombinacijom u skupu S. Broj razli¢itih
kombinacija je

Cg:(n]:#!!ﬂidg:(nJ:n.(nq).(n_z).“_.(n_kﬂ).

k n—k) k k!

Nacelo umnoska:
Neka je ne N, a Sl’ S2, S3, ..., S, konacni skupovi.

Tada je njihov Kartezijev umnoZak S1 X S2 X S3 X ... X S, konacan skup i vrijedi

|8,% Sy x 83x xSy |=| 8| S5] | 85 I 8u -
. .. 5 . . 2 (5) ..
Od mogucih 5 olovaka dvije olovke moZemo izabrati na C5 = . nacina.
.. e . .. ) ) ) 2 (7Y ..
Od mogucih 7 kemijskih olovaka dvije kemijske olovke moZemo izabrati na C7 = ) nacina.

4
Od moguca 4 nalivpera dva nalivpera moZemo izabrati na CZ = (2] nacina.

8
Od mogucih 8 tehnickih olovaka dvije tehnicke olovke moZemo izabrati na C82 = (2] nacina.

Prema nacelu umnoska, broj izbora dvije pisaljke svake vrste jednak je

5 7 4 8 . . . .
C52'C72'C4%'C82= JTL )8 224. 706 43 8T _ssngn,
2 2 2 2) 1-2 1-:2 1-2 1-2
Vjezba 131

Na raspolaganju imamo 4 olovke, 6 kemijskih olovaka, 3 nalivpera i 7 tehni¢kih olovaka. Na
koliko nacina mozemo izabrati dvije pisaljke svake vrste?

Rezultat: 5670.

Zadatak 132 (Ivan, Ivica, Mile, pomorska skola)

Od 100 pitanja koja se postavljaju na ispitu statistike student zna odgovoriti na 85 pitanja.
Student na slucajan nacin izvlac¢i 4 pitanja. Da bi postigao pozitivnu ocjenu na ispitu, student mora
odgovoriti na sva 4 pitanja. Koliko iznosi vjerojatnost da ¢e student poloZiti ispit?

Rjesenje 132

Ponovimo!

Uvjetna vjerojatnost dogadaja A, ako je poznato da se ostvario dogadaj B takav da je P(B) > 0, je broj
P(A | B) definiran s:
P(ANB)

P(A1B)== s

Definicijsku formulu za racun uvjetne vjerojatnosti mozemo i ovako napisati:



P(ANB)=P(B)-P(A |B).

Na slican ¢emo nacin racunati vjerojatnost umnoska vise dogadaja. Na primjer,

P4 NANA N Ay )=P(4)) P4y 14) P(A3 14 N4y )-P(4, 14N 4, N 43)
Neka je dogadaj A;, A; ={student zna i — to izvuceno pitanje }, i =1, 2, 3, 4. Tada je

A N Ay N A3 NA 4 ={ student zna sva Cetiri izvudena pitanja } dogadaj ¢iju vjerojatnost traZimo.
Ocito je:

85
P(Al) 100

Nakon §to izvuce prvo pitanje, studentu je ostalo 99 pitanja, od kojih 84 zna. Stoga je:

Py 14) =5

Nakon §to izvuce drugo pitanje, studentu je ostalo 98 pitanja, od kojih 83 zna. Stoga je:

P(ay14N4)) =

Nakon $to izvuce trece pitanje, studentu je ostalo 97 pitanja, od kojih 82 zna. Stoga je:

P(A4|AlﬂA2ﬂA3)=%

Po formuli za uvjetnu vjerojatnost slijedi:

P(ANANANA )= P(4)) P(Ay14)) P(43T4 N4, ) P4, 14 N4 N4 ) =

85 84 8382
= P(A N4 NANA )= 2™ = P4 N4y N 43N 4, ) =051637.
Vjezba 132

Student je izaSao na ispit znajuci-samo 20 od 25 pitanja. Profesor je postavio 3 pitanja jedno za
drugim. Kolika je vjerojatnost da student zna sva 3 pitanja?

20 19 18 _ 57
Rezultat: PlA NALN =——. . —= =0.49565.
( 1114 A3) 25 24 23 115

Zadatak 133 (Ivan, Ivica, Mile, pomorska Skola)

Iz skupa od 3 dobra i 2 loSa proizvoda izvla¢imo dva, jedan za drugim. Odredite vjerojatnost
dogadaja "u drugom izvlacenju izvucen je los proizvod uz pretpostavku da je u prvom izvucen dobar".
Rjesenje 133

Ponovimo!

U klasi¢nom vjerojatnosnom prostoru vjerojatnost dogadaja A racuna se formulom:

P(A) = m brOJ povoljnih ishoda (1ezultata)

n  broj mogucih ishoda (1ezultata)

Uvjetna vjerojatnost
Vjerojatnost dogadaja A uz uvjet da se dogodio dogadaj B zovemo uvjetna vjerojatnost i oznacavamo
P(A | B) (¢itamo: vjerojatnost od A uz uvjet B).

Neka su A i B dogadaji: A={u prvom izvladenju izvucen je dobar proizvod } = P(A)= %,
B ={u drugom izvlagenju izvucen je 10§ proizvod }.

Tada je dogadaj
B | A={u drugom izvlagenju izvuen je 10§ proizvod, ako je u prvom izvuden dobar }.



Nakon izvlacenja prvog proizvoda ostao je jedan proizvod manje pa je vjerojatnost da je u drugom
izvlacenju izvucen lo§ proizvod, ako je u prvom izvuéen dobar, jednaka

P(B |A)=% ~ P(B |A)=% = P(B IA)=% — P(B14)=05.

Vjezba 133
U posudi se nalazi 6 bijelih i 4 crne kuglice. Izvlac¢imo jednu po jednu dvije kuglice. Kolika je
vjerojatnost da ¢e druga kuglica biti bijela, ako je prva kuglica bila crna?

Rezultat: E = z
9 3

Zadatak 134 (Ivan, Ivica, Mile, pomorska Skola)

Pribavljamo proizvode iz 3 tvornice. Vjerojatnost da je proizvod iz prve tvornice ispravan je
0.9, da je ispravan iz druge tvornice je 0.8, a da je ispravan iz trec¢e tvornice je 0.75. Kolika je
vjerojatnost da ¢emo iz prve i druge tvornice dobiti ispravne proizvode, a iz trece neispravan?

Rjesenje 134
Ponovimo!
Suprotni dogadaj
Dogadaj koji se ostvaruje samo onda kad se slucajan dogadaj A nije ostvario nazivamo suprotan

dogadaj dogadaja A. Oznacavamo ga sa A.
Vjerojatnost suprotnog dogadaja
Za svaki dogadaj A vrijedi:

P(A)=1-P(A).

Nezavisni dogadaji
Dogadaji A i B iz istog prostora elementarnih dogadaja‘Q).su nezavisni onda i samo onda ako vrijedi

P(ANB)2P(A)- P(B).
Zadani su dogadaji:
A ={ proizvod iz prve-tvornice je ispravan } = P(A1 ) =0.9,
A, ={ proizvod iz.druge tvornice je ispravan } = P(Az) =0.8,
Ay ={ proizvod iz tre¢e tvornice je ispravan } = P(AS) =0.75.

Budu¢i da su dogadaji A, A,, i A; nezavisni, vjerojatnost dogadaja
A1 N A2 ﬂg ={ proizvodi iz prve i druge tvornice su ispravni, a proizvod iz trece tvornice je neispravan }
iznosi:
PNy N45)=P(4)- P(4))- P(A5) = P(4 014y VA = P(4))-P(4y)-(1-P(43)) =
= P(ANAyNA;)=09-08:(1-0.75) = P(A NA,NA)=09-08-025 = P(ANA,NA)=0.18.

Vjezba 134
Vjerojatnost da strijelac pogodi cilj iznosi 0.85. Kolika je vjerojatnost da ne pogodi cilj, ako
gada tri puta?

Rezultat: 0.15°.

Zadatak 135 (Bero, gimnazija)

Dva strijelca neovisno jedan o drugome gadaju po jedan hitac u istu metu. Vjerojatnost
pogotka u metu za prvog je strijelca 0.9, a za drugog 0.8. Kolika je vjerojatnost pogotka mete?
Rjesenje 135

Ponovimo!

Sylvesterova formula
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Neka je (Q, P(Q), P) vjerojatnosni prostor i neka su A, Be P(Q). Tada vrijedi:
P(AUB)ZP(A)-FP(B)—P(AHB).

Nezavisni dogadaji
Dogadaji A i B iz istog prostora elementarnih dogadaja € su nezavisni onda i samo onda ako vrijedi

P(AﬂB)zP(A)‘P(B).

Zadani su dogadaji:

A={ prvi strijelac je pogodio metu} = P(A)=0.9,

B ={ drugi strijelac je pogodio metu} = P(B)=0.8.
Vjerojatnost dogadaja AU B iznosi:
dogadaji A i B su nezavisni

P(ANB)=P(A)-P(B)

= P(AUB)=P(A)+P(B)-P(A)-P(B) = P(AUB)=09+0.8-0.9-0.8 = P(AUB)=0.98.

Vjezba 135
Dva strijelca neovisno jedan o drugome gadaju po jedan hitac u istu metu. Vjerojatnost
pogotka u metu za prvog je strijelca 0.8, a za drugog 0.5. Kolika je vjerojatnost pogotka mete?

Rezultat: 0.9.

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB) =

Zadatak 136 (Bajo, gimnazijalac)

Jedan trgovacki lanac je uocio da 80% cekova ispisuju muskarci, a da je od toga 16%
nevazecih ¢ekova dok Zene ispisuju 5% nevazecih ¢ekova: Koja je vjerojatnost da je slu¢ajno odabrani
¢ek potpisao muskarac i da je lazan?

Rjesenje 136
Ponovimo!
Formula potpune vjerojatnosti
Neka je { Hl’ H H3, vy } potpun-sustav dogadaja. Za svaki dogadaj A c Q vrijedi
P(A)=P(H,)-P(AVH )+ P(H, ) P(AIH,)+P(H,) P(AVHy )+ .. + P(Hy,) P(A1H,).
Il
P(A)= fl P(H,)-P(AIH;)
1=
Bayesova formula
Neka je { Hl’ H H3, oy } potpun sustav dogadaja i neka je A c Q dogadaj takav da je P(A)> 0.
Tada za svakoi=1, 2, 3, ..., n vrijedi:
M
§ F HJ) (AlHj)
Il
P, 14)- P(H,)-P(AIH;) |
! P(H,)-P(AIH|)+P(H,) P(AIH, )+ P(H;)-P(AIH )+ .. + P(H,)- P(AIHy)
Neka su dogadaji:

A={ispisan &ek je lazan }

H| ={¢&ek je ispisao muskarac }
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H, ={ tek je ispisala Zena }
pa prema uvjetima zadatka imamo:

P(H1)=0.80 = P(AIH )=0.16,

1
P(H2)=0.20 = P(A|H2)=o.05.

Vjerojatnost da je sluajno odabrani ¢ek potpisao muskarac i da je laZan, prema Bayesovoj formuli,
iznosi:

P(H,)-P(AlH,) _ 080016
p(Hl).p(A|H1)+P(H2).P(A|H2) 0.80-0.16+0.20-0.05

P(Hl | A) - =0.92754.

Vjezba 136

Na montazu dolaze proizvodi izradeni na dva stroja, pri ¢emu 60% svih proizvoda dolazi s
prvog stroja, a 40% s drugog. Prvi stroj proizvodi 90% proizvoda prve vrste, a drugi stroj 60%
proizvoda prve vrste. Na montazu je doSao jedan proizvod i pokazalo se da je prve vrste. Kolika je
vjerojatnost da je izraden na prvom stroju?

Rezultat: A={na montaZu je doSao proizvod prve vrste }

H, ={ proizvod je izraden naprvom stroju }
H, ={ proizvod je izraden na drugom stroju }
P(H,)=0.60 = P(A1H,)=0.90
P(H,)=040 = P(AIH,)=0.60

P(H,) P(AlH,) _0.60-0.90

p(m,)-P(a1H )P (1) P(A1H )_0.60~o.90+o.40~o.6o=0'69231'

P(H,1A)= :

Zadatak 137 (Bajo, gimnazijalac)

Jedan trgovacki lanac je uocio da 80% cekova ispisuju musSkarci, a da je od toga 16%
nevazecih ¢ekova dok Zene ispisuju 5% nevazecih ¢ekova. Koja je vjerojatnost da je slucajno odabrani
¢ek potpisala Zena i da je lazan?

Rjesenje 137

Ponovimo!

Formula potpune vjerojatnosti

Neka je { Hl’ H2, H3, . Hy } potpun sustav dogadaja. Za svaki dogadaj A c Q vrijedi

P(A)=P(H,) P(AIH,)+P(H,)-P(AIH,)+P(H,) P(AlIH, )+ .. + P(H,) P(AIH,).

Ili

P(A)= fl P(H,)-P(AIH;)

1=

Bayesova formula
Neka je { Hl’ H2, H3, ., Hy } potpun sustav dogadaja i neka je A ¢ Q dogadaj takav da je P(A)> 0.
Tada za svakoi=1, 2, 3, ..., n vrijedi:
P(H;)-P(AIH,)

P(H;1A)= !

n
2

_/ P(H.)-P(AIH‘,).

1 J J

Ili
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P(H;) P(AIH,)

P(H; lA):P(Hl)-P(AIHl)+P(H2)-P(A|H2)+P(H3)-P(AIH3)+ .. +P(Hy,)-P(AIH,)

Neka su dogadaji:
A={ispisan &ek je lazan }
H| ={¢&ek je ispisao muskarac }
H, ={¢&ek je ispisala Zena }
pa prema uvjetima zadatka imamo:

P(H1)=O.80 = P(AIH1)=O.16,

P(H,)=0.20 = P(AIH,)=0.0s.
Vjerojatnost da je slucajno odabrani cek potpisala Zena i da je laZzan, prema Bayesovoj formuli, iznosi:
P(H,|)-P(AIH )
P(H,14) (115)-PlA1H,) 020005 _ 47246,

~p(m,)-p(arm, )+ p(r,)-P(ATH,) " 0.80-0.16+0.20-0.05

P e = i

== = _ O )
e @ + Eﬂj - j B i
Vjeiba 137

Pretpostavimo da imamo skup u kojem je jednak broj muskaraca i Zena i da su 5% od ukupnog
broja muskaraca i 0.25% od ukupnog broja Zena daltonisti. Pokazalo se da je na slucajan nacin
izabrana osoba iz tog drustva daltonist. Kolika je vjerojatnoast da je to muskarac?

Rezultat: A ={izabrana osoba je daltonist}

H| ={izabrana osoba je muskarac }

H, ={izabrana osoba je Zena }
P(H,)=050 = P(A1H,)=0.05

P(H ):o.so = P(AIH ):o.oozs

2 2

P(H,14)= P(H))-P(A1H,) _ 050005
p(H,)-P(A1H,)+P(H,) P(AIH,) 050-0.05+0.50-0.0025

1 =0.95238.

2

Zadatak 138 (Biba, gimnazija)

Koliko puta moramo baciti kocku da mozemo s vjerojatnos¢u 0.5 ocekivati da ¢e barem jedan
put pasti broj 5?
Rjesenje 138

Ponovimo!
Ako obavimo n nezavisnih pokusa, a kod svakog pokusa je vjerojatnost da nastupi dogadaj A jednaka
p, onda je vjerojatnost da dogadaj A nastupi bar jednom jednaka

P(A)=1-(1-p)

loga”zn-loga , log%zloga—logb , logl=0.

n

Neka je A dogadaj: A={ pao je broj 5}. Vjerojatnost da ¢e na kocki pasti broj 5 je p = é

Vjerojatnost da ¢e se takav dogadaj dogoditi u n igara barem jedanput jest:
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P(A):l—(l—ljn.

6

Ako pitamo koliko puta treba baciti kocku da ta vjerojatnost bude jednaka 0.5, moramo postaviti
jednadzbu. Odavde slijedi:

" 1 5\" 5\" 1 5" 1 logaritmiramo
= —=1-|= > || =l-—=|=| =—=|. =
6 2 6 6 2 6 2 jednadzbu

1
SV 1 g = g 2] mtogd = ntogS —tog) = e o2
6) 27T s =2 £6~ 2 |
0g—
6
n=10g1—10g2 o 0—log2 e —log2 = log?2 n=38~4
log5—1log6 log5—1log6 log5—1log6 log6—1log5

Vjezba 138
Koliko puta moramo baciti kocku da moZemo s vjerojatnoscu 0.5 ocekivati da ¢e barem jedan
put pasti broj 2?

Rezultat: 4.

Zadatak 139 (Edy, gimnazija)

Nov¢i¢ bacamo 10 puta. IzraCunaj vjerojatnosti za broj mogucih pojavljivanja pisma.
Rjesenje 139

Ponovimo!

Nekaje A ={ ), Wy, O, ..., Oy } c Q proizvoljan dogadaj, onda vjerojatnost od A definiramo sa

P(A) = m _ broj povoljnih elementarnih dogadajaza dogadaj A
n broj svih.moegucih elementarnih dogadaja '

Vjerojatnost dogadaja koji se ponavlja
Ako obavimo n nezavisnih pokusa tada vjerojatnost da se dogadaj A ostvari k puta ako je njegova
vjerojatnost pojavljivanja u pokusu jednaka p, iznosi

P(A):[n) Pk -p)" 7k,

k

Binomni koeficijent
Neka je n prirodan broj, a k prirodan broj ili 0 i k < n. Binomni koeficijent oznacavamo simbolom

(:] (¢itamo "n iznad k" ili "n povrh k") i definiramo:

Yq n(n—ﬂ(n—ﬂ~m(ﬂ—k+ﬂ'

k)~ K

n n
n n n n n m n+m a a
=1 , =1 , = , a -a =a R - =5
0 n k n—k b b

U svakom bacanju novcica vjerojatnost pojavljivanja pisma je

Ili

PZE-
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\ 50% : 50%
"~ pismo

Vjerojatnost da se pismo pojavi k puta u deset bacanja iznosi:

(5" = @ - (-
1 (10
- ()

Uvrstavaju¢ik =0, 1, 2, 3, ..., 10, dobit ¢emo sljedece vjerojatnosti:

k=o:»P(A)=L(10] Loy

(Ot 10
1024 1024

(10Y_ 1 10:9_ 45
2) 1024 1-2 1024

k=4 = p(a)=—_[10)o_L 10:9-8-7 210
510 (4) 1024 1.2-3-4 1024
k=5 = p(A)=—[10]o_L 10:9:8:7:6 25
510 (5)7 1024 1.2-3-4-5 1024
1 10 1 10 310
“ 2! 6] 2! (4] 1024
) K10 (7) 51 (3} 1024
k=8 = P A - = . —
. 2! (8 2! (2] 1024
1 10 1 10 10
W 2! (9 2! (1] 1024
10
k=10 = P(A)=——[ V]o L oL
510 (10) 1024 1024

Skica ovih vrijednosti u Kartezijevu sustavu:

P(A)

k

Vjezba 139
Nov¢i¢ bacamo 10 puta. Izracunaj vjerojatnosti za broj mogucih pojavljivanja glava.

Rezultat: Isto kao za pismo.
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Zadatak 140 (Matija, hotelijerska Skola)

Koliko je matemati¢ko ocekivanje pojavljivanjem glave kad bacimo nov¢ic?
Rjesenje 140

Ponovimo!
U klasi¢nom vjerojatnosnom prostoru vjerojatnost dogadaja A racuna se formulom:

P(A) = m _ broj povoljnih ishoda (rezultata)
n  broj moguéih ishoda (rezultata)

Srednja vrijednost ili matematicko ocekivanje

Varijabla X moZe poprimiti vrijednosti Xi, X, ... , X, S odgovaraju¢im vjerojatnostima py, pa, ...

Matematicko ocekivanje ili srednja vrijednost je

- n
X=X Pi%
i=1
Pri bacanju novci¢a moguca su dva ishoda (rezultata):
X z{ Xps Xy }
X - pala je glava i X =1 , Xy = nije pala glava i Xy =0.
Vjerojatnost oba ishoda jednaka je
1 1
=P(l)=— , =P(0)=—.
Py (1) 2 1) (0) )

Matematicko ocekivanje iznosi:

— 1 1 —
X=ppX +py Xy = x=5-1+§-0 = x=

1
>
Vjezba 140

Koliko je matematicko ocekivanje pojavljivanjem pisma kad bacimo nov¢ic¢?

Rezultat: l
2
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