Zadatak 241 (Dora, gimnazija)

Zadan je niz (a,) za koji vrijedi a, = an-1 — 0.7, n > 1 1 a; = 10. Koliko iznosi osmi ¢lan toga
niza?

Rjesenje 241
Ponovimo!

1 n m n+m a=b
a =a , a -a =a s ; = a+c=b+d.
c=da

Niz realnih brojeva je funkcija a koja svakom prirodnom broju n pridruZuje neki realni broj a,. Broj a,
zove se op¢i €lan niza.

Niz moZemo zadati rekurzivnim formulama u kojima se ¢lanovi niza zadaju pomocu ve¢ definiranih
¢lanova. Dakle, ¢lan niza dobiva se preko nekoliko svoji prethodnika. Ako znamo kako n — ti ¢lan
niza ovisi od ¢lana pred sobom ili od nekoliko prethodnih ¢lanova, onda ga moZemo izracunati.

Kako zapisati da je broj a za n manji od broja b?

a+n=b , a=b-n , b-a=n.
1.inacica
Iz pravila kojim je definiran niz (a,) redom ra¢unamo:
. a2=a1—0.7=10—0.7=9.3
* ay =a2—0.7=9.3—0.7=8.6
ay =a, -0.7=8.6-0.7=17.9
. a5=a4—0.7=7.9—0.7=7.2
* ag=ag -07=72-0.7=6.5
* ay =a6—0.7=6.5—0.7=5.8
. a8=a7—0.7=5.8—0.7=5.1.

2.inacica

Uocimo da je svaki ¢lan zadanog niza,-0sim prvoga ¢lana, za 0.7 manji od prethodnog ¢lana. To znaci
da je ag za 4.9 manji od a;.
7-0.7=4.9.
Osmi ¢lan jednak je
ag=a,—49 = [ 4, =10 ] = ag=10-49 = ag=51.
3.inacica

Iz pravila kojim je definiran niz (a,) redom ra¢unamo:

a, =aq -0.7

azy=a, -0.7

ay =ay -0.7 B
zbrojimo

as=a, =07 ¢ = | | =
jednakosti

ag = dg -0.7

ay = ag -0.7

ag =a -0.7

= a2 +a3 +a4+a5 +Cl6 +a7 +618 =

=q —0.7+a2 —0.7+a3 —O.7+a4 —0.7+a5 —O.7+a6 —0.7+a7 -07 =



= az+a3+a4+as+a6+a7+a8=
=q —0.7+a2—0.7+a3 —0.7+a4—0.7+a5—0.7+a6 —0.7+a7 -07 =
= ag =a1—0.7—0.7—0.7—0.7—0.7—0.7—0.7 = ag =a1—7~0.7 = ag =a1—4.9 =

- [al =1o] = ag=10-49 = ag=5.1.

Vjezba 241

Zadan je niz (a,) za koji vrijedi a, = a1 — 0.7, n > 1 1 a; = 10. Koliko iznosi peti ¢lan toga
niza?
Rezultat: 7.2.

Zadatak 242 (Katarina, srednja Skola)

U geometrijskom nizu je zbroj prvih 6 ¢lanova jednak trostrukom zbroju prvih triju ¢lanova.
Kvocijent niza je jednak:

A3 B3[2 C.2 D.\2 E3[3
Rjesenje 242

Ponovimo!
n\m n-m 2
a = a

= —172=(a—b)-(a+b).

)

Kako zapisati da je broj b jednak trostrukom broju a?
b=3-a.
Kako zapisati da je broj b jednak jednoj tre¢ini broja a?
I

b=>~7a.

3
Niz (a,) je geometrijski niz ako je svaki ¢lanniza, po€evsi od drugog, jednak prethodnom ¢lanu
pomnoZenom s konstantom q # 0, tj.

U1 =n "4

Broj q naziva se koli¢nik geometrijskog niza.
Niz je geometrijski ako je omjer svakog ¢lana i ¢lana ispred njega stalan:
9n  _
4p
Zbroj prvih n ¢lanova geometrijskog niza je
1—g"
Sn =q 4 , q#1.
l-¢

6 1_g3
S, =38, = a,- =3 — = |g#l| =
6383 = ay_ ~=dap - = laz]]
1-¢° 1- 1—g 6 3
= g —d—=3.q—1—/ —1 = 1-¢ =3-(1—q ):>
1—-¢q —-q a




- q3=2/3\/— = g=3/2.
Odgovor je pod B.
Vjezba 242
U geometrijskom nizu je zbroj prva tri ¢lana jednak jednoj trecini zbroja prvih 6 ¢lanova.
Kvocijent niza je jednak:

A3 B3[2 C.2 D. 2 E3[3

Rezultat: B.

Zadatak 243 (Katarina, maturantica)
Brojevi x,2 - x,2 -y, x —y + 12 prva su Cetiri ¢lana aritmetickog niza. Koji je realan broj
devedeseti ¢lan toga niza?
Rjesenje 243
Ponovimo!
Niz (slijed) je aritmeticki ako je razlika svakog ¢lana niza (osim prvog) i ¢lana ispred njega stalna i

iznosi d.
=d ..

a, —a =d , aS—a2=cl s a4—c13=cl s as—a4=cl s a6—a5=cl R

lzd , n=2.

n—1

ay —a
n=4,_

Broj d naziva se razlika (diferencija) aritmetickog niza. Aritmeticki niz je jednozna¢no odreden ako

znamo prvi ¢lan a; i razliku d.
Op¢i €lan aritmetickog niza s prvim ¢lanom a; i razlikom d ima oblik
an =q +(n—=N-d.
Svaki clan aritmetickog niza (osim prvog) jednak je aritmetickoj sredini dvaju susjednih ¢lanova niza
(prethodnika i sljedbenika)
1141
ay :f = 2-ap=a, ;+a

Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.

n+l°

a~(b+c):a~b+a-c s a~b+a-c':a-(b+c').

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

an a

—=—,n#0, n#l.

b-n
Budu¢i da su zadana prva Cetiri ¢lana aritmetickog niza, vrijedi:

a=x ., a, =2-x as =2y ay =x—y+12.

1z svojstva aritmetickog niza napiSemo sustav jednadZba.

2-ay =a +ay } 2:2-x=x+2-y } 4-x=x+2-y }
= = =

2-a3=a2+a4 2-2-y=2-x+x—y+12 4-y=3-x—-y+12

4. x-x-2-y=0 3-x-2-y=0 metoda suprotnih
= =

4-y-3-x+y=12

=-3-x+5-y=12

o = 3.y=12 =
koeficijenata

= 3.y=12/:3 = y=4.
Racunamo x.



y=4
3-x-2-y=0

} = 3.x-24=0= 3.-x-8=0 = 3-x=8 = 3. x=8/:3 = x=§.

Zadani aritmeticki niz ima:
® prvi¢lan
@ =x = q =§
e razliku (diferenciju)
8
d=a,—a, > d=2-x—x > d=x = d=—.
2 1 3

Devedeseti clan toga niza glasi:

W | oo

8 8 8
agy =a; +89-d = a90=§+89-5 = a9y =~ (1+89) = a90=§-90 =

8
= a90=E-90 = a90=8-30 = a90=240.

Vjezba 243

Brojevi x,2 - X, 2 -y, x —y + 12 prva su Cetiri €lana aritmetickog niza. Koji je realan broj
trideseti ¢lan toga niza?
Rezultat: 80.

Zadatak 244 (Branka, ekonomska skola)
Zbroj svih brojeva izmedu 50 i 350, kojima je zadnja.znamenka jednaka 1, je:
A. 4566 B. 5880 C. 5539 D. 5208 E. 9877
Rjesenje 244
Ponovimo!
Niz (slijed) je aritmeticki ako je razlika svakog ¢lana niza (osim prvog) i ¢lana ispred njega stalna i

iznosi d.
an —aq =d , a3—az:d s a4—a3:d s c15—a4:d s a6—c15:d s s Ap—a =d ..

=d ,n=>2.

n—1
n =4
Broj d naziva se razlika (diferencija) aritmetickog niza. Aritmeticki niz je jednozna¢no odreden ako
znamo prvi ¢lan a; i razliku d.

Op¢i €lan aritmetickog niza s prvim ¢lanom a; i razlikom d ima oblik

ap = q +(n-1)-d.
Zbroj prvih n ¢lanova aritmetickog niza dan je formulom

n [ N ]

Sy, =—| a; tay, |

n n
7 L1

Niz brojeva 51, 61, 71, ..., 331, 341 je aritmeticki niz za koji vrijedi:

a1=51
51, 61,71, ..., 331, 341 = a, =341
d=10

Broj ¢lanova je:

ap=a;+(n-1)-d = ay+(n-1)-d=ay = (n-1)-d=ay—a; = (n-1)-d=ay, -q /-é =
ap —a, an —a,

341-51
= n-1= > n=———+1=n=
d d

+1 = n=30.




Racunamo zbroj ¢lanova niza.

n=10
sn=§~[al+an] = | a =51 |= s302?-[51+341] = 53 = 5880.
a, =341
Odgovor je pod B.
Vjezba 244
Odmor!

Rezultat:

Zadatak 245 (Danijel, tehnicka skola)

. . . 3-n+5
Ispitaj monotonost niza (as) ako je a, = .
2-n+1
Rjesenje 245
Ponovimo!
a ¢ _a-d-b-c 1 n m_ _n+m
_——— = s a =da , a -a =da .
b d b-d
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a~(b+c) =a-b+a-c , a~b+a~c=a~(b+c).

MnoZenje zagrada
(a+b)~(c+d) =a-c+a-d¥+b-c+b-d.
Niz realnih brojeva ay, az, as, ..., ap, ... je monotono rastici niz ako je a, < an+1 za svaki n€ N.
(Da je niz monotono rastuc¢i dovoljno je pokazati da'vrijedi a,.1~an2 0.)
Niz realnih brojeva aj, a, as, ..., an, ... je monotono padajuci niz ako je a, > an+1 za svaki ne N.

(Da je niz monotono padajuci dovoljno je pokazati da vrijedi a, .1 ~an <0.)

Odredimo razliku a_ . —a,,.

n+l

3-(n+1)+5 3-n+5 3-n+3+5 3-n+5 3-n+8 3-n+5
a —da = —_ = —_ = —_ =
ntl T o ()41 2on41 204241 2-n+1 2043 2-n+1

2 2
(3-n+8)-(2-n+1)—(3-n+5)-(2-n+3) 6-n +3-n+16-n+8—(6-n +9-n+10-n+15)_

(2-n+3)-(2-n+1) - (2-n+3)-(2-n+1)
2 2 2 2
_6-n +3-n+16-n+8—6-n —9-n—10-n—15_6~n +3-n+16-n+8-6-n —9~n—10-n—15:
(2:n+3)-(2:n+1) (2:n+3)-(2:n+1)
8—15 -7 7

- = =— —a, <0.
(2:n+3)-(2:n+1)  (2:n+3)-(2-n+1) (2~n+3)~(2~n+1):>a”+1 “n

Niz je monotono padajuci.

Vjezba 245

3_
Ispitaj monotonost niza (a,) ako je a; = 5 n

n—1

Rezultat: Monotono padajuci.



Zadatak 246 (Miro, tehnic¢ka Skola)

Zadan je aritmeticki niz 97, 93, 89, 85, ... Odredite zbroj svih pozitivnih ¢lanova toga niza.
Rjesenje 246

Ponovimo!

a>b ,c<0 = ﬁ<é.
C C

Niz (slijed) je aritmeticki ako je razlika svakog ¢lana niza (osim prvog) i ¢lana ispred njega stalna i
iznosi d.

an —a =d , ct3—c12=d s a4—a3=d s as—a4=d s a6—a5=d R =d ..

lzd , n=2.

n—1
dp—4a,_
Broj d naziva se razlika (diferencija) aritmetickog niza. Aritmeticki niz je jednozna¢no odreden ako
znamo prvi ¢lan a; i razliku d.
Op¢i €lan aritmetickog niza s prvim ¢lanom a; i razlikom d ima oblik

ap =a +(n-1)-d.

Uocimo ako je d < 0 niz je padajudi, tj.
a, . <dap.
Zbroj prvih n ¢lanova aritmetickog niza dan je formulom

Sy 22-[2-51] +(n—l)-d].

Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a~(b+c) =a-bt+ta-c , appta-c za-(b+c’).
Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka-podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice
a-n a
—==", n#0, n#l.
b-n

Odredimo prvi ¢lan i diferenciju zadanog aritmetickog niza.

a =97
97, 93, 89, 85, ... = .
d=93-97=89-93=...=-4

Op¢i €lan toga niza jednak je

an =aq, +(n—1)-d = ay =97+(n—1)-(—4) = a,=97-4-n+4 = a,; =101-4-n.
Uocimo da je niz strogo padajudi jer je d < — 4. Ra¢unamo broj pozitivnih ¢lanova toga niza.
TraZimo najve¢i prirodni broj n takav da je a, > 0. (MoZemo traZiti i prvi prirodni broj n takav da je

an<0.)
ay, >0 = 101-4-n>0 => —4-n>-101 = —4-n>-101/:(-4) = n<25.25.

Dakle, prvih 25 ¢lanova niza su pozitivni cijeli brojevi i njihov zbroj iznosi:

a1=97

n 25
d:2—54 = [.s,l=2-[2.al+(n—1)-dﬂ = s25=7~[2~97+(25—1)~(—4)] =
n=

25 25 25
= s25=7~[194+24~(—4)] = s25=7~[194—96] = 5= 98 =

25



Vjezba 246
Odmor!
Rezultat:

Zadatak 247 (Jadranka, srednja skola)
51
Odredite op¢i €lan aritmetickoga niza (a,) kojemu je peti ¢lan ?, a Sesnaesti 53.

Rjesenje 247
Ponovimo!
n a ¢ _a-d-b-c a b _a-b
n_T " b d  bd non o
Niz (slijed) je aritmeticki ako je razlika svakog ¢lana niza (osim prvog) i ¢lana ispred njega stalna i
iznosi d.

a, —a =d , a3—az=d s a4—a3=d s as—a4=cl s a6—a5=d Y e an—an_lzd

ay—a_.=d , nz2.

n—l
Broj d naziva se razlika (diferencija) aritmetickog niza. Aritmeticki niz je jednozna¢no odreden ako
znamo prvi ¢lan a; i razliku d.
Op¢i €lan aritmetickog niza s prvim ¢lanom a; i razlikom d ima oblik
ap = q +(n-1)-d.
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(b-i—c)za-b+a-c s a-b+a-c=a-(b+c).
Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice
a-n &

—=—Nn#0, n#l.
b-nch
51 51 51
a5 =— a +4-d=— metoda suprotnih at+d-d=—1/ (—1)
2 = 2 = o = 2 =
a, =53 a, +15-d =53 Koeficijenata a4, +15-d =53
16 1 1
4-d L 51 53 51 10651
—q —4d=—"2 _
- 1 2 b= 11:d=53-—- = 1l.d=—-" = 1l-d= -
4, +15-d =53 2 2
5 5 1
= 1l-d=— 11d=7/ — d=—
Racunamo a;.
5
=7 5 51 5 51 51 51
2 = a1+4~—:— = a1+4~—:— = a1+2~5:— = a1+IO:— =
51 2 2 2 2 2 2
a+4-d=—
2
51 51 10 51-20 31
= a1=——10 = = = = = a=—
2 2 1 2
Opc¢i ¢lan glasi:



31
a, =—
1
an=al+(n—1) d = 52 = anz%-k(n—]) — = ay,= + = n_é =
d=—
2
5 31 5 5 31-5 5 26 5 6
= a, = n+?——:> n=5-n+ > n= n+?:> n=—'n+ = ay=—-n+13.

Vjezba 247
Odredite op¢i ¢lan aritmetickoga niza (a,) kojemu je peti ¢lan 15, a Sesnaesti 59.

Rezultat: ay =4-n-5.

Zadatak 248 (Maturant, ekonomska skola)

Prvi je clan geometrijskoga reda 0.5, a suma je toga geometrijskog reda 1.25. Koliko iznosi
koli¢nik toga geometrijskog reda?

Rjesenje 248
Ponovimo!

Geometrijski red
Ltaqra g ra g+ . va g+
a ta-qta;-q-+a-q e taq
konvergentan je onda i samo onda ako vrijedi
‘ q ‘ <l1.
Njegova je suma jednaka
a
L
I-q
Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik‘tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice
an a
—=—,n#0, n#l.
b-n b
Prosiriti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka pomnoZiti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

ﬁ:ﬂ,ni(),nil.
b b-n
a a _ a a a a, =0.5
S=—1:>S=—1/l—q:>1—q=—1:>1——1=q:>q=1——1:> I =
1—¢ 1-¢g S 3 3 s | s=125
PP TIL: EA S R R s L PP NN R Y
1= s 717 s T 1T s 15025 — 9705 7975 =7 477
Vijezba 248

Prvi je ¢lan geometrijskoga reda 0.2, a suma je toga geometrijskog reda 1.2. Koliko iznosi
koli¢nik toga geometrijskog reda?

Rezultat: 2
6

Zadatak 249 (Ante, obrtnicka Skola)

U jednome je stroju spojeno u nizu nekoliko zupcanika. Svaki zupcanik, pocevsi od drugoga,
ima dvostruko manje zubaca od prethodnoga, $to znaci da prilikom rada stroja napravi dvostruko veéi



broj okretaja od prethodnoga. Dok se najveci zup€anik okrene 9 puta, najmanji se okrene 1152 puta.
Koliko je zupcanika spojeno u nizu?
A 4 B.6 C.8 D. 10
Rjesenje 249
Ponovimo!
(x (X .
af( ) g 8% - F(x)=g(x).
Niz (a,) je geometrijski niz ako je svaki ¢lan niza, po€evsi od drugog, jednak prethodnom ¢lanu
pomnoZenom s konstantom q # 0, tj.
a,. 1 =an 4.
Broj q naziva se kvocijent geometrijskog niza.
Niz je geometrijski ako je omjer svakog ¢lana i ¢lana ispred njega stalan:
an _

g,

1
Op¢i €lan geometrijskog niza s prvim ¢lanom a; i koli¢nikom q ima oblik

a”:alqn_l ,n=>1.

l.inacica
Najvedi zupcanik okrene se 9 puta, a svaki sljedec¢i napravi dvostruko veéi broj okretaja od
prethodnoga. Najmanji zupc€anik okrene se 1152 puta.

broj okretaja | 9 18 36 72 144 | 288 | 576 | 1152
zupCanik | prvi | drugi | tre¢iy| Cetvrti | peti | Sesti | sedmi | osmi

U nizu je spojeno 8 zupCanika.
Odgovor je pod C.
2.inacica
Uocimo da brojevi okretaja zupCanika tvore geometrijski niz za koji je:
a =9 , g=2 , a,;=1152.
Dalje slijedi:

an=a,-4" "= a-¢" " =ay 292" 252 2 90" T =ns2 0 5 2" o128

— 2" 0T 127 = n=741 = n=8.

U nizu je spojeno 8 zupCanika.
Odgovor je pod C.
3.inacica
1152
576
288
144
72
36
18

8 zupcanika

[NCJ NS R (S I (S R (ST (I )

Odgovor je pod C.



Vjezba 249
U jednome je stroju spojeno u nizu nekoliko zupcanika. Svaki zupcanik, pocevsi od drugoga,
ima dvostruko manje zubaca od prethodnoga, Sto znaci da prilikom rada stroja napravi dvostruko veci
broj okretaja od prethodnoga. Dok se najveci zup€anik okrene 9 puta, najmanji se okrene 288 puta.
Koliko je zupcanika spojeno u nizu?
A4 B.6 C.8 D. 10
Rezultat: B.

Zadatak 250 (Marko, gimnazija)

Broj q koli¢nik je geometrijskoga niza s pozitivnim ¢lanovima. Za koji od navedenih koli¢nika
q tri uzastopna ¢lana geometrijskoga niza mogu biti duljine stranica nekoga trokuta?

A. za ¢=0.25 B.za g=0.5 C.zag=15 D.zag=2
Rjesenje 250
Ponovimo!
a<b ,c>0 = ﬁ<é , a>b,c<0 = a-c<b-c.
c c

Niz (a,) je geometrijski niz ako je svaki ¢lan niza, po¢evsi od drugog, jednak prethodnom ¢lanu
pomnoZenom s konstantom q # 0, tj.
a, .1 =an 9q-
Broj q naziva se kvocijent geometrijskog niza.
Niz je geometrijski ako je omjer svakog ¢lana i ¢lana ispred njega stalan:

a
=g
1
Op¢i ¢lan geometrijskog niza s prvim ¢lanom a; i’kolicnikom q ima oblik
) n=1
an = ay0q ,n=>1.

Trokut je dio ravnine omeden s tri duzine. Te duzine zovemo stranice trokuta.
Nejednakost trokuta:
a<b*c , b<a+c , c<a+b.

Duljina svake stranice trokuta manja je od zbroja duljina njegovih ostalih stranica.
Unija skupova A i B je skup koji sadrZi sve elemente koji se nalaze u skupu A i sve elemente koji se
nalaze u skupu B. Oznadavamo ga AU B.
Presjek skupova A i B je skup koji sadrzZi sve elemente koji se nalaze i u skupu A i u skupu B.
OznaGavamo ga A[)B.

l.inacica
Neka su zadana tri pozitivna uzastopna clana geometrijskoga niza koji Cine stranice trokuta.

a,aq, a~q2 , a>0.

Zbog nejednakosti trokuta vrijede tri nejednadzbe.

2 2 2 2
a<a-q+a-q a<a-q+a-q Il a I<qg+gq q +g>1
2 2 2 2
a-g<a-+ta-q = a-gq<a+ta-q /ia; = qg<l+gq = q +1>¢q =
2 2 2 2
a-q <a+a-q a-q <a+a-ql:a q <l+g qg —q-1<0

10



2

q +4q-

2
= q —-q+

2
q9 —9-—

1>0
1>0

1<0

NejednadZbe moZemo rijesiti na klasic¢an nacin, ali zbog ustede vremena koristimo dZepno racunalo
koje ima program za rjeSavanje kvadratnih jednadzba.

q2+q—1>0 =
-g+1>0 =

2
q

q2—q—1<0 =

dZepno racunalo

a~x2+b~x+c‘>0

q2+q—l>0

_a=1 ,b=1, c=-1

dZepno racunalo

a~x2+b~x+c>()

2—q+l>()

a=1, b=-1, c=1

dZepno racunalo

N xe<—oo, _1;ﬁ>u<_lzﬁ,+w>

= [A/l Real Nmnbers] = xe€ <—<>0, +oo>

Dovoljno je samo odrediti presjek skupova

a~x2+b~x+c<0 <1—\/§ 1+ 5>
5 = X€ , )
g —q-1<0 2 2
_a:l ,b=-1, C:—l_
-1-/5 U —1+4/5 Ay 1-5 1+45
— oo, - — 4o )i s .
2 2 2 2
5 % 1+/5 145
2

+ oo

Rezultat je interval

2

|

Vidi se da u taj interval jedino pripada q = 1.5.

Odgovor je pod C.

2.inacica

—1+4/5 1+J§>_
9 2 -

(0.618,1.618 ).

Neka su zadana tri pozitivna uzastopna ¢lana geometrijskoga niza koji €ine stranice trokuta.

Za q = 0.25 niz glasi:

a,aq , a-q

2

, a>0.

a, 025a,025" -a = a, 025-a , 0.0625-a.

Odmabh se vidi da je

a>0.25-a+0.0625-a = a>0.3125-a.

11



Dakle, nije ispunjena nejednakost trokuta.
Za q = 0.5 niz glasi:
a, 05a, 0.52-a = a, 05a, 025 a.

Odmabh se vidi da je
a>05-a+025a = a>0.75-a.

Dakle, nije ispunjena nejednakost trokuta.
Za q = 1.5 niz glasi:
a,15a, 1.52-a = a,15a, 225 a.

Uvjerimo se da je ispunjena nejednakost trokuta.

a<l5-a+225-a a<3.75-a
1.5-a<a+225-ay = 1.5-a<325a
225-a<a+15-a 225-a<25-a
Odgovor je pod C.
Za q = 2 niz glasi:
2

a,2a,2 a=>a,2a,4-a.

Odmah se vidi da je
4-a>a+2-a = 4-a>3-a.

Dakle, nije ispunjena nejednakost trokuta.
Vjezba 250

Odmor!
Rezultat:

Zadatak 251 (DJ, maturant)

U kocku ¢ija je duljina brida 10 cm-upisana je sfera, u tu je sferu upisana nova kocka, a u tu je
kocku upisana nova sfera. Na taj se nacin-nastavljaju upisivati iduce kocke i sfere. Izraunajte zbroj
oplosja tako dobivenih sfera ¢ije su duljine polumjera vece od 0.1 cm.

Rjesenje 251
Ponovimo!
a
(\/7)2 ac a-c n p _a-d 1 n m n+m
al =a , ——=—— , n=— , —= , a4 =a , a -a =a .
b d b-d 1 ¢ b-c
d
a b a " a” n
a>b ,c>0=> —>— , a>b,c<0=a-c<b-c , (lj :bT s (a~b) =a ",
c ¢ h

Niz (a,) je geometrijski niz ako je svaki ¢lan niza, po¢evsi od drugog, jednak prethodnom ¢lanu
pomnoZenom s konstantom q # 0, tj.
Y1 =4
Broj q naziva se koli¢nik geometrijskog niza.
Niz je geometrijski ako je omjer svakog ¢lana i ¢lana ispred njega stalan:

a
— =g

a
n—l
Op¢i €lan geometrijskog niza s prvim ¢lanom a; i koli€énikom q ima oblik
] n—1
ap=a,-q ,n=>1.

Zbroj prvih n ¢lanova geometrijskog niza je

12



g -1
S,1=a1~1 , q#l.
q-—1
Logaritam broja a po bazi b je broj ¢ kojim treba potencirati bazu b da se dobije broj a.
Mnemotehnicko pravilo za paméenje osnovne veze eksponencijalne i logaritamske funkcije:

logbazc logbazbc a=b€
%

Dekadski logaritam
Logaritamska funkcija logio oznacava se simbolom log. Broj log x zovemo dekadski, Briggsov ili
obi¢ni logaritam.

log 10X= log x.

n . .
loga” =n-loga , f(x)=2g(x)>0 = logf(x)=logg(x).
Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice
a-n a
—=—,n#0, n#l.
b-n b
Prosiriti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka pomnoZiti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice
a a-n
—=—,n#0, n#l.
b b-n

Kocka (heksaedar) spada u pravilne poliedre. Omedena je sa Sest sukladnih strana koje su kvadrati,
ima 8 vrhova i 12 bridova.

Prostorna dijagonala kocke je duZina koja spaja dva vrha koji ne leZe na istoj strani.

Duljina D prostorne dijagonale kocke dana je formulom

D=a- ﬁ R
pri ¢emu je a duljina brida kocke.
Sfera je skup tocaka prostora €ija je udaljenost od sredista S jednaka r. Promjer je duljina duZine koja
prolazi kroz srediste sfere i €iji se krajevi nalaze na sferi.
Oplosje (plostina) sfere polumjera r iznosi

P=4--r 2
Zbog preglednosti promatrajmo zadatak u ravnini.
a
U kocku ¢ija je duljina brida a
upisana je sfera.
Polumjer r; prve sfere jednak je
y polovici brida zadane kocke.
a a

rlzg = [azl()cm] =

10 cem

=7 :qucm.
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a

8]

ai
ai

8]

U sferu polumjera r; upisana
je nova kocka duljine brida a.
Duljina prostorne dijagonale
kocke jednaka je promjeru
sfere.

NE

a - 3=2-r1:>a1- 3=2-r1/- =

2~r1

= 611=W
10 cm

T = al_?'

= I:I”IZS cm] =

ai

ar —a

ai

U kocku ¢ija je duljina brida a;
upisana je sfera.

Polumjer r, druge sfere jednak je
polovici brida druge kocke.

10 cm

a 10 ¢ 3
r2——1: ay = S N rzz—f =

2 J3 2

10 ecm

BE .5

= r2— g = rz—ﬁcm.
1

rz

az
az

r2

a:

U sferu polumjera r»> upisana
je nova kocka duljine brida as.
Duljina prostorne dijagonale
kocke jednaka je promjeru
sfere.

2-r2 { 5 }
:>a2—\/_3 = |7n= »cm =
2-icm Ecm
i g
1
10
az—wcm:az—?cm
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U kocku ¢ija je duljina brida a,
a upisana je sfera.

Polumjer r3 trece sfere jednak je
polovici brida druge kocke.
10 cm
a 10 cm
: 8 |, l0em _3
N r ., r3—2 :{az— . }:r?,— ) =
10 em
__3 _d
= 7'3 _T = 7'3—5 cm.
az T

I tako dalje!
Polumjeri sfera ¢ine niz:

5 5 5
rl, 7'2, r3,... = ,ﬁ,g,,_,

1
To je geometrijski niz koji ima prvi ¢lan r; = 5, a koli¢nik ¢ = —=. Na primjer,

NE

S 5
g=2 qzﬁ ‘1:@ go | =L q=%
1 = 2 = 1 = \/_3 = J3 = 2
=3 5 e ()
o) \/53 q=—<" 3 343 3.3

Op¢i €lan niza glasi:
= n—1
n—1 1
=19 = 1 = 1p=5—F .

U zadatku promatraju se samo sfere ¢ije su duljine polumjera vece od 0.1 cm. Zato vrijedi

nejednadzba:
n—1 n—1 n—1
5 L >01 =5 L >01/:5 = L >0.02 =
n—1 n—1
logaritmiramo 1 0.02 / | ) 1 1o 0.02
= = | —= > 0. og = log| — >10g0.02 =
nejednadzbu \/_3 ¢ ¢ \/E £
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1 1
= (n—-1)-log| —— |>10g0.02 = | log| —— |<0 | =
(n—1) Og[ﬁ} og {oc[ﬁ] }
1 1
= (n-1)-log| = |>10g0.02 / —— = n-l<——— =
(ﬁJ ! 1
log| ——= log| ——=
E E
<w+l = = n<8.122 = n=8.

1
log| ——
(ﬁ j
Mozemo zbrojiti oplo§ja prvih osam upisanih sfera €iji su polumjeri redom:

55 5 5 5 5 5
5’_’_’ ’_’ ’_’—'
J37373.37979.[37 277273

= n

Njihova oplosja iznose:

])1:4.7[~r12 = 1"1:4~7r~52 = P1:100~7rcm2

1
P :4~7t~r2 = P,=4-7x- i = P =ﬂ~ﬂ'cm2.
2 2 2 [3 27 3

2
2 5
P3=4-7[-r3 = P3=4-7z-(§j = P3=T-ﬂcm
100 2

2 5
Ph=4-7wr1r, = FKR=471|——| = FKh=——7Tcm
8 8 8 [27-\5} 872187

1
Primijetimo da je to takoder geometrijski niz sa prvim ¢lanom P; = 100 - © i koli¢nikom ¢ = g

Na primjer,

1

P ' =
g=-2 q=180 7007 ,o)
T = —
Al 0o Lo T
Py o 1007[ 1
g=—> - e 4=7
P q -9 3

2 100 7 =700
3 T'”

Zbroj prvih osam ¢lanova niza iznosi:

8
1
g P =100z () -1
g =p.4 =1 _ | = Sg=100-7- 3 . - S8=471.17cm2.

Vjezba 251
Odmor!
Rezultat:
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Zadatak 252 (Marko, tehnicka skola)

3 3[ [
Odredite vrijednost realnoga broja x ako je \/x~ x-3 x~3,/ x- ... =10.

Rjesenje 252
Ponovimo!
nr—_ . n a c_a-c n m_ n+m n
a=a , ——=—— , a -a =a , =—.
\/7 b d b-d 1
@
. d—b-c m ) .
a_c_ad-bc ’ (an) _ vm b @ d‘
b d b-d ¢ b-c
d
Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice
a-n a
—=—,n#0, n#l.
b-n b
Geometrijski red
vaqta-qia g o+ . +a-q"+
a ta-qta;-q-+a-q - taq
konvergentan je onda i samo onda ako vrijedi
‘q‘<l.
Njegov je zbroj jednak
4
S= :
1-g
1 1 1 1 11,1 1
3 3 3 2 ANSE o ot oot ot
\/x~ x~\[x~3‘/x-... =10 = x3 x99 %27 .x81. =10 = x3 9 27 8l =10.
1
Primijetimo da je eksponent geometrijski red ¢iji je prvi ¢lan a=—,a koli¢nik g = g pa njegov zbroj
iznosi:
1 1
1 1 1 1
LR P LU S E T
379 27 81 7 1L 11 31 2 2 9
3 13 3 3 3
Dalje slijedi:
1,111 1 . 1
2ttt 5 kvadriramo Py
x3 9 27 8l =10 = x2=10 = ) = x2=10/" >
jednadzbu
e
= |x2] =107 = x=100.
Vjezba 252

Odredite vrijednost realnoga broja x ako je \/x- X4 x4 x-... =10.
Rezultat: x = 10.
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Zadatak 253 (Bolek i Lolek, maturanti)

Zadana su Cetiri broja. Prva tri ¢ine geometrijski niz, a posljednja tri aritmeticki niz. Zbroj
prvoga i Cetvrtoga broja jednak je 32, a zbroj drugoga i treega broja jednak je 24. Odredite zadane
brojeve.

Rjesenje 253

Ponovimo!

1 n m n+m 2 2 2
a =a , a -a =a s (a—b) =a  -2-a-b+b".

a=b
= a+c=b+d.
c=d
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a~(b+c) =a-b+a-c , a-b+a-c :a-(b+c).

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

a-n a

—=—,n#0, n#l.

b-n b

Niz (slijed) je aritmeticki ako je razlika svakog ¢lana niza (osim prvog) i ¢lana ispred njega stalna i
iznosi d.
a, —a =d , az—a, =d , ay —as =d , as —ay, =d , ag —ds =d ,..,a,—a =d ..

=d ,nx2,

n—1

a, —a
n “n-1

Broj d naziva se razlika (diferencija) aritmetickog niza. Aritmeticki niz je jednoznacno odreden ako
znamo prvi ¢lan a; i razliku d.
Svaki clan aritmetickog niza (osim prvog) jednak je aritmetickoj sredini dvaju susjednih ¢lanova niza
(prethodnika i sljedbenika)
119 41
Oy S ——— = 2o, =a, _|+a, i
Niz (an) je geometrijski niz ako je svaki:€lan niza, pocevsi od drugog, jednak prethodnom ¢lanu
pomnoZenom s konstantom q # 0, tj.
a .1 =an 9q-

Broj q naziva se koli¢nik geometrijskog niza.
Niz je geometrijski ako je omjer svakog ¢lana i ¢lana ispred njega stalan:

9n  _ q
4p1

Neka su x i y pozitivni brojevi. Tada je njihova geometrijska sredina definirana izrazom

G=xy.

Niz je geometrijski ako je svaki ¢lan (osim prvog) geometrijska sredina dvaju susjednih ¢lanova.

a a 2
n__ _ntl = a, =a u
n—1

n+l:
an

a
n—1

Neka su X, y, z, u traZeni brojevi. Prva tri broja ¢ine geometrijski niz pa vrijedi jednakost
y 2_ Xz
Posljednja tri ¢ine aritmeticki niz pa vrijedi jednakost
2-z=y+u.

1z podataka u zadatku mozemo napisati sustav jednadzba.
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2
y :x.z

2-z=y+u
x+u=32
y+z=24
Promatramo sljedeci sustav jednadzba.
2-z=y+u .
zbrojimo
x+u=32 ) = 2-z+x+tu+y+z=y+u+32+24 =
jednadzbe
y+z=24

= 2-z+x+tu+y+z=y+u+32424 = 2-z2+x+7=56 = 3-72+x=56 = x=56-3-z.
1z jednadZbe y + z =24 izracunamo nepoznanicu y:

y+z=24 = y=24-z

Dalje slijedi:
y=24—-7
metoda 2
x=56-3-7 :{ 4 }: (24-z)" =(56-3-2)-z =
zamjene
2 o
y =x-z

= 576—48~z+12=56~z—3~12 = 576—48~z+zz—56~z+3~12=0 =

= 4~Z2—104-Z+576=O = 4~Z2—104~z+576=0/:4 = Z2—26~Z+144=O =
a=1,b=-26, c=144

322—26-z+144=0 N \/27 )
a=1, b=-26, c=144 _—bi b" —4-a-c

Z =
1.2 2-a
2
—(—26)i\/(—26) —4:1-144 26+, 676-576 2614/ 100
= 7= =y E— = e ————— =
1,2 2.1 1,2 2 1,2 2
_26+10 _ 36 _ 36
26410 17 5 4Ty 4=7 iy =18
= =" = = = = .
’ 2 _26-10 _ 16 _ 16 1228
L7, 275 275
Postoje dva rjeSenja.
Za z =18 izraCunamo X, y, u.
x=56-3-z x=56-3-18 x=56-54 x=2 x=2
y=24-7 = y=24-18 = y=6 = y=6 = y=6
x+u=32 u=32-x u=32—-x u=32-2 u=30
Rjesenje je
(x, Y, 2, u)=(2, 6, 18, 30).
Za z = § izraCunamo X, y, U.
x=56-3-z2 x=56-3-8 x=56-24 x=32 x=32
y=24-7 = y=24-8 = y=16 = y=16 = y=16
x+u=32 u=32—-x u=32-x u=32-32 u=0

RjeSenje je
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(x, y, z,u)=(32,16, 8, 0).
Vjezba 253
Odmor!
Rezultat:

Zadatak 254 (Ljilja, ekonomska Skola)

Zbroj prvih n ¢lanova nekoga aritmetickog niza jednak je S;, =b-n—-2-n 2. Koliki je
koeficijent b ako je deseti ¢lan toga niza jednak — 16?

A b=4 B.b=9 C.b=17 D.b=22

Rjesenje 254

Ponovimo!
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.

a~(b+c) =a-b+a-c , a~b+a-c:a-(b+(7).

Najprije treba naci zbroj prvih deset ¢lanova niza i zbroj prvih devet ¢lanova niza. Deseti ¢lan jednak
je razlici zbroja prvih deset ¢lanova i zbroja prvih devet ¢lanova niza.

B B S,1=b~n—2-/12
a9 =519 "S9g = Sj9~S9g =49 = - =
alo——l()

= b~10—2~102—(b~9—2~92)=—16 = 10~b—2~100—(9~b—2~81)=—16 =
= 10-b-200-(9-b-162)=-16 = 10:6—-200-9-b+162=-16 =
= 10-6-9-b=-16+200—-162 = b=22.
Odgovor je pod D.
Vjezba 254
Zbroj prvih n ¢lanova nekoga aritmetickog niza jednak je S,, =b-n—-2-n 2. Koliki je
koeficijent b ako je deseti ¢lan toga niza jednak 16?

A b=54 B.b=40 C.b=52 D.b=36
Rezultat: A.

Zadatak 255 (Marino, Luka, Gymnasium)

Let a be the sum of all positive factors of 1024 and b be the product of all positive fastors of
1024. (Hint: 1 and 1024 are also factors of 1024.= Then

A.(a—1)5=b B.(a+1)5=b C.a’=b D.a’-1=b E.a’+1=b
Rjesenje 255
Ponovimo!
(a”)m:a”.m ’ ?zn ’ alza ’ ag Mg tm
n-(n+l)

1+2+3+4+5+..+n=

Skup svih prirodnih brojeva ozna¢avamo sa N i piSemo:
N={1,234,5 . ,nn+l..}.
Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i

jedinice
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a-n a
—=—,n#0, n#l.
b-n b
Niz (a,) je geometrijski niz ako je svaki ¢lan niza, po€evsi od drugog, jednak prethodnom ¢lanu
pomnoZenom s konstantom q # 0, tj.

a . =da,-q.
n+l = nd

Broj q naziva se kvocijent (koli¢nik) geometrijskog niza.
Niz je geometrijski ako je omjer svakog ¢lana i ¢lana ispred njega stalan:
a
n__g.
4
Zbroj prvih n ¢lanova geometrijskog niza je
n

q" -
Sp=a, - — , qg#1.
O R 1
Pozitivni faktori broja 1024 su:
1,2,4,8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024.
To je geometrijski niz koji ima 11 ¢lanova, n = 11. Prvi €lan je a; = 1, a koli¢nik q = 2.
Neka je a zbroj svih faktora.
a=1+4+2+4+8+16+32+64+128+256+412 + 1024.
Tada je

P | 2048 -1
. :azlza=2047.

Neka je b umnozZak svih faktora.
b=1-2-4-8-16-32-64-128-256-512-1024 = -b=2-4-8-16-32-64-128-256-512-1024 =

N b:21~22~23~24~25~26~27~28~29~210 - b:21+2+3+4+5+6+7+8+9+10 N

5
(a+1)5 =(2047+1)5 = 2048° =(2“) =29 o,
Odgovor je pod B.
Vjezba 255
Odmor!
Rezultat:

Zadatak 256 (SiniSa, srednja Skola)

. oo oo 1
2-logx -a4 log® x -a8 log *. = 78 pozitivan realan broj a

a

Rijesite jednadzbu a - a

razli¢it od 1.
Rjesenje 256
Ponovimo!
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al:a ’ an.am:an+m ’ af(x):ag(x) . f(x)zg(x).
L
a<b ,c> = ﬁ<l.
c ¢
Geometrijski red

2 3 n
a tag-qra;qTtapgt L tagg+

konvergentan je onda i samo onda ako vrijedi
‘ q ‘ <l1.

Njegova je suma jednaka

9

S=—
I-q

Za realni broj x njegova je apsolutna vrijednost (modul) broj | X | koji odredujemo na ovaj nacin:

x, x>0
| x[=¢ "

Apsolutna vrijednost:
® porzitivnog broja jednaka je tom broju

‘x‘zx za x>0
® negativnog broja suprotna je tom broju
‘x‘:—xza x <0,
¢ nule jednaka je nuli
‘x‘:() za’x = 0.
‘x‘<a ,a>hv> —a<x<a.
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a~(b+(:)=a‘b+a~c s a~b+a‘c=a‘(b+c).
a.a2-10gx.a4-log2x.a8-log3x_ :% N
a

. .log?2 .loo3 —
1.a210gx.a410g x.a810g X, 7

= a =

. log?2 log3 —

— a1+2 log x+4-log= x+8-log” x+... —y 7
Primijetimo da je na desnoj strani jednadzbe geometrijski red. Prvi ¢lan je a; = 1, a koli¢nik
q =2 - log x. Mora vrijediti:

lg|<1 = -1<g<1 = -1<2-logx<l = —1<2-logx<1/:2 =
= —-0.5<logx<0.5.

Dalje slijedi:
1

—_—=-7 =
1-2-logx

1+2-10gx+4-10g2x+8~10g3x+ =7 =

1
= —
1-2-logx

= 1+2~10gx+4~10g2x+8~log3x+

=-7/ (1-2-logx) = 1==7-(1-2-logx) = 1=-7+14-logx =

= —14-logx=-7-1 = —14-logx=-8 = —14-logx=-8 /: (~14) = logx=0.57.

Zbog uvjeta
—-0.5<logx<0.5
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jednadZba nema rjeSenja.
Vjezba 256

. log2 loe3 1
Rijesite jednadzbu a - a 2-logx -a 4-log=x -a 8-logx. =g 7a pozitivan realan broj a
a
razlicit od 1.
Rezultat: JednadZzba nema rjesenja.

Zadatak 257 (Iva, gimnazija)
n 2_ 3-n+36

n
Za neki prirodan broj n brojevi (2} 5

n+l . L
|, su prva tri ¢lana aritmetickoga

niza. Koliki je zbroj prvih 25 ¢lanova toga niza?
Rjesenje 257
Ponovimo!

1 n m n+m
a =a , a -a =a .

Niz (slijed) je aritmeticki ako je razlika svakog €lana niza (osim prvog) i ¢lana ispred njega stalna i
iznosi d.

a, —a =d , a3—c12=cl s a4—a3=d R as—a4=d s a6—a5=d Y e an—an_lzd
ap—a, 4 =d ,n22.

Broj d naziva se razlika (diferencija) aritmetickog niza. Aritmeticki niz je jednoznacno odreden ako
znamo prvi ¢lan a; i razliku d.
Zbroj prvih n ¢lanova aritmetickog niza dan je formulom

Sn =g~[2~a1 +(n—l)~d J

Svaki ¢lan aritmetickog niza (osim prvog) jednak je aritmetickoj sredini dvaju susjednih ¢lanova niza
(prethodnika i sljedbenika)

_ 1T % +1 ) _
ay = = 2-ap=a, ;+a, 4.
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(b+c):a~b+a-c s a~b+a-cza-(b+c).

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice
an a

—=—,n#0, n#l.
b-n b

n
} 1 definira ovako:
’

m n-(n=1)-(n=2)-(n=3) . -(n—r+1)

1-2-3-..-r

Binomni koeficijent je broj koji se oznacava s (

bl

r

gdjesu n,re N, , 0<r<n.

2
. (n) n"=3-n+36 (n+l . o : .
Brojevi 5 f’ 5 su prva tri ¢lana aritmetickoga niza pa vrijedi:
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2.

n2—3-n+36 n n+l n2—3-n+36 n~(n—l) (n+1)-n
_— = + = 2- = + =
2 2 2 2 1-2 1-2
2 2 2 2
n —-n n +n 2 n —-n n +n

5 = n -3-n+36= + /-2 =

= n2—3-n+36=

= 2-n2—6~n+72=n2—n+n2+n = 2-n2—6-n+72=n2—n+n2+n =

= 2-;12—6-r1+72=r12+n2 = 2~712—6-n+72=712+112 = —-6:n+72=0 =>

= —6n=-72 = —-6:n=-72/:(-6) = n=12.

Prva tri ¢lana glase:

n 12 12-11 12-11
° alz( J = alz(zj = alzT = alzT = a1=6~11 = al=66

2
n2—3-n+36 122—3~12+36 144-36+36
L4 02=f302=f302=f2
144 -36+36 144 144
:>a2=f:>a2=7:>a2=7:>a2=72

. n+1 N 12+1 N 13 N 13-12 N 13-12 N
a~ = a~ = a~ = aAr = —m ar = ———
3 2 3 2 3702 32 37 9

= a3=13-6 = a3=78.

Diferencija niza je:

d —q =.d=72-66 = d=6

ili
d=a3—a2 = d=78-72 = d=6.

Zbroj prvih 25 ¢lanova aritmeti¢kog niza iznosi:

n=25
n 25

Sn=5~[2~a1+(n—1)-d] = | a =66 | = 525:7~[2~66+(25—1)~6] =

d=6
— 525=§-[132+24-6] = = 525=3450.
2
Vjezba 257
Odmor!

Rezultat:

Zadatak 258 (Blazenka, ekonomska Skola)
Nadi op¢i €lan aritmeti¢kog niza log 4, log 8, log 16, ...
Rjesenje 258
Ponovimo!
Niz (slijed) je aritmeticki ako je razlika svakog ¢lana niza (osim prvog) i ¢lana ispred njega stalna i
iznosi d.
=d , a =d , a

ay —a 3~ dy 4—a3:d,as—a4:d,a6—a5:d,...,an—an_l=d...
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ap—a__.=d , n22.

n—1
Broj d naziva se razlika (diferencija) aritmetickog niza. Aritmeticki niz je jednozna¢no odreden ako

znamo prvi ¢lan a; i razliku d.
Op¢i Clan aritmetickog niza s prvim ¢lanom a; i razlikom d ima oblik

ap = q +(n-1)-d.
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
aA(I7+c')=a4b+a-c s all7+a-c=a-(b+c).

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

an a

—=—,n#0, nzl.

b-n b

Logaritam broja a po bazi b je broj ¢ kojim treba potencirati bazu b da se dobije broj a.
Mnemotehnicko pravilo za pamdéenje osnovne veze eksponencijalne i logaritamske funkcije:

c c
logba—c logba—b a=b
%
Dekadski logaritam
Logaritamska funkcija logio oznacava se simbolom log. Broj log x zovemo dekadski, Briggsov ili

obic¢ni logaritam.
log 10%5= log x.

loga—logbzlog% , loga”:n-loga.

Prvi ¢lan niza je a; = log 4. Uvjerimo se da je razlika d = log 2.

8 8
e d=log8—-log4 = dzlogz = d=logz = d=log2

16 16
e d=logl6-log8 = d=10g§ = d=log§ = d =log?2.
Op¢i ¢lan je
ap=ay+(n-1)-d = ay =logd+(n-1)log2 = ay, =10g22+(n—1)~10g2 =
= ay =2-log2+(n-1)-log2 = a, =(2+n-1)-1og2 = a, =(n+1)-log2.
Vjezba 258
Nadi op¢i ¢lan aritmetickog niza log 3, log 6, log 12, ...

Rezultat: ay =10g3+(n—1)-10g 2.

Zadatak 259 (Blazenka, ekonomska Skola)
Ispitaj je li broj 32768 clan geometrijskog niza %, -2,8,-32, ...
Rjesenje 259
Ponovimo!
a b = (a.b)n , a Fo_ ad¥ = f(x) =g (\)

Niz (a,) je geometrijski niz ako je svaki ¢lan niza, po€evsi od drugog, jednak prethodnom ¢lanu
pomnoZenom s konstantom q # 0, tj.

Y1 =4
Broj q naziva se koli¢nik geometrijskog niza.
Niz je geometrijski ako je omjer svakog €lana i ¢lana ispred njega stalan:
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a
n__g.
1
Op¢i ¢lan geometrijskog niza s prvim ¢lanom a; i koli¢nikom q ima oblik
an =q ~qn_1 , n=1.

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

a-n a

—=—,n#0, n#l.

b-n b

Logaritam broja a po bazi b je broj ¢ kojim treba potencirati bazu b da se dobije broj a.
Mnemotehnicko pravilo za paméenje osnovne veze eksponencijalne i logaritamske funkcije:

logba=c logba=bc a=b°
-
Dekadski logaritam
Logaritamska funkcija logio oznacava se simbolom log. Broj log x zovemo dekadski, Briggsov ili
obicni logaritam.
log 10 x =log x.

n
loga =n-loga.
Skup prirodnih brojeva oznacavamo slovom N, a zapisujemo
N={1,234,5 .., n-1 mw+l .}

Prethodnik prirodnog broja n, n # 1, je prirodan broj n — 1.

Sljedbenik prirodnog broja n je prirodan broj n + 1.

Prirodni brojevi dijele se na parne i neparne brojeve. Parni brojevi su oni brojevi koji su djeljivi sa 2, a
neparni su oni koji nisu djeljivi sa 2.

(_“)n =+a",a>0 , n je paran broj

(_a)n =— an, a>0 , n je neparan broj

Ako je:
® baza negativan broj mora biti u zagradi
e cksponent paran broj rezultat potencije bit ée pozitivan broj
e ceksponent neparan broj rezultat potencije bit ¢e negativan broj.

1
Prvi ¢lan niza je a = E Uvjerimo se da je koli¢nik q = — 4.

2
-2 _I
[ ] = = = :—4
q 1 q 1 q
2 2
U _8 = g= 8 = g=-4
q ) q ) q
. =32 N =32 S g4
q 3 q 2 q
Op¢i Clan je
n—1 1 n—1
ap=a;-q = an—z-(—4)

Pitamo se postoji li prirodan broj n takav da je
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1 n—1
)

= —_— —4 — — —
an =7 = %-(—4)” T_32768 = %-(—4)” 1_32768 /.2 = (—4)" ! =65536.
a, =32768
1.inacica

n-1 n

(—4)n_1=65536 - (—1-4)n_1=65536 = (-1)"" 4" 265536,

Izraz (—l)n_1 mora biti pozitivan broj jer je 4 n-l pozitivan broj. To je moguce ako je eksponent

n — 1 paran broj, tj. ako je n neparan broj.
Ako je n — 1 neparan broj dalje slijedi:
- _ — - logaritmiramo
(1) 14" 65536 = 1.4" 1 265536 = 4" 1=65536:[ ¢ }

jednadzbu

= 471265536/ log = log4" 1 =10g65536 = (n-1)-log4=1og65536 =
= (n-1)-log4 =1l0g65536 /: log4 = n—1=10803936 10865536 |,
log4 log4
= i = n=9.
Broj 9 je neparan broj pa vrijedi
ag =32768.

2.inacica

(_4)11—1

1

n-1 n

=65536 = (~1-4)" 265536 = (=1)" 4" =65536.

Izraz (—l)n_1 mora biti pozitivan broj jer je 4 n-1 pozitivan broj. To je moguce ako je eksponent

n — 1 paran broj, tj. ako je n neparan broj.
Ako je n — 1 neparan broj dalje slijedi:

(—1)" 1" 655365 14" 265536 = 4" 65536 =
a1y 128 = n=8+1 = n=9.
Broj 9 je neparan broj pa vrijedi

ag = 32768.

Vjezba 259
Ispitaj je li broj 98415 clan geometrijskog niza 15, 45, 135, 405, ...
Rezultat: Da, ag = 98415.

Zadatak 260 (Ivana, gimnazija
The sequence aj, a, as, ... starts with a; =49. To work out a,+; for n> 1 you add 1 to the digit
sum of a, and square the result. So e.g. a = (4 + 9 + 1)* = 196. Work out ax1s.

A 121 B. 25 C. 64 D. 400 E. 49
Rjesenje 260
Ponovimo!
Niz realnih brojeva je funkcija a koja svakom prirodnom broju n pridruzuje neki realni broj a,. Broj a,
zove se op¢i Clan niza.
Prirodni je broj djeljiv s 3 ako mu je zbroj znamenaka djeljiv s 3.
Za prirodan broj a kaZzemo da je djeljiv s prirodnim brojem b ako postoji prirodan broj q tako da
vrijedi
a=b-q.
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aq =49

a2=(4+9+1)2=196

ay =(1+9+6+1)2 =289 | ay =(2+8+9+1)2 =400

493

as =(4+0+0+1)2 =25

a7=(6+4+1)2=121 a8=(1+2+1+1)2=25

a0 :(6+4+1)2 =121 | a4 :(1+2+1+1)2 =25

=(6+4+1)2=121 (1+2+1+1)2=25 =(6+4+1)2=121

Ay = Y6

47

=(1+2+1+1)2 =25 ajg =(6+4+1)2 =121 | ay, =(1+2+1+1)2 =25

(6+4+1)2 =121 | ayy :(1+2+1+1)2 =25

dry =

=64

42019

Pocevsi od petog ¢lana stalno se ponavljaju vrijednosti 25, 64 1 121. Svi ¢lanovi kojima je indeks
djeljiv s 3 imaju vrijednost 64.

G =dg =y =dy5 =g =dy) = =dp19 = 64
Odgovor je pod C.
Vjezba 260
The sequence aj, az, a3, ... starts with a; =49. To wor az+1 forn>1 you add 1 to the digit

sum of a, and square the result. Soe.g. a2 = (4 +9 + 1)’ = b@ ork out ax2.
A. 121 B.25 C.64 .+ D.400 E. 49

Rezultat: C. (89,
>

S
@.
&
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