Zadatak 181 (Orla, ekonomska Skola)

Nadi zbroj svih brojeva izmedu 2345 i 5462 djeljivih s 23.
Rjesenje 181

Ponovimo!
Prirodan broj b djeljiv je prirodnim brojem a ako postoji prirodan broj k takav da je

b=k-a.
Niz (slijed) je aritmeticki ako je razlika svakog ¢lana niza (osim prvog) i ¢lana ispred njega stalna i
iznosi d.
a, —a =d , az—ay =d , ay —as =d , as —ay =d , ag —ds =d ,..,a,—a

lzd , n=2.

L =d -

dp—4a,_
Broj d naziva se razlika (diferencija) aritmetickog niza. Aritmeticki niz je jednozna¢no odreden ako
znamo prvi ¢lan a; i razliku d.

Op¢i €lan aritmetickog niza s prvim ¢lanom a, i razlikom d ima oblik

ap = q +(n-1)-d.

Zbroj prvih n ¢lanova aritmeti¢kog niza dan je formulom

n [ N ]

Sy, =—+| a; tay, |

n n
7 L1

Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
ct-(17+c')=a-b+a-c s a-b+a-c=a-(b+c).

Moramo naci brojeve djeljive s 23, vece od 2345, a manje od 5462.
TraZimo najmanji ¢etveroznamenkasti broj koji je djeljiv-s 23, a veci je od 2345.
2345 :23=101.9567

2346 :23=102
Trazimo najveci Cetveroznamenkasti broj koji je djeljiv s 23, a manji je od 5462.

5462 : 23=237.4783
5461:23=237.4348
5460 : 23=237.3913
5459 : 23=237.3478
5458 : 23=237.3043
5457 : 23 =1237.2609
5456 : 23=237.2174
5455:23=237.1739
5454 : 23=237.1304
5453 :23=237.0870
5452 :23=237.0435

5451:23=237
Dakle, rijec je o aritmetickom nizu. Prvi €lan je a; = 2346, a posljednji a, = 5451. Razlika iznosi
d =23 jer niz ¢ine brojevi djeljivi s 23.
Broj ¢lanova niza odredit ¢emo pomocu formule za op¢i €lan niza.

ap=a;+(n-1)-d = ay+(n-1)-d=ay = (n-1)-d=ay—a; = (n-1)-d=ay, —q /-é =



a, =5451

a, —d a, —d —
=n-l1=—"—1 = n=""li1= |4 =2346 | = n=%+1 = n=136.
d=23
Zbroj iznosi:
n=136
n 136
a;=2346 ¢ = | s, =2-[al+aﬂﬂ = s136=,  [2346+5451] = 5135 =530196,
a, =5451

Vjezba 181
Nadi zbroj svih brojeva izmedu 2345 i 5457 djeljivih s 23.
Rezultat: 530196.

Zadatak 182 (Borna, srednja Skola)

Zadana su Cetiri broja. Prva tri ¢ine geometrijski niz, a posljednja tri aritmeticki niz. Zbroj
prvoga i Cetvrtoga broja jednak je 32, a zbroj drugoga i treega broja jednak je 24. Odredite zadane
brojeve.

Rjesenje 182

Ponovimo!

Niz (slijed) je aritmeticki ako je razlika svakog ¢lana niza (osim.prvog) i ¢lana ispred njega stalna i
iznosi d.

a, —a =d , a3—azzd s a4—a3:d s c15—a4:d s a6—aS:d s s Ap—a =d ..

lzd Y =>2.

n—1
dp—a,_
Broj d naziva se razlika (diferencija) aritmetickog niza. Aritmeticki niz je jednozna¢no odreden ako
znamo prvi ¢lan a; i razliku d.
Svaki clan aritmetickog niza (osim prvog) jednak je aritmetickoj sredini dvaju susjednih ¢lanova niza
(prethodnika i sljedbenika)

1T % +1

p=——F7— = 2-ap =q,

,—17a

n+l1

Niz (a,) je geometrijski niz ako je svaki ¢lan niza, pocevsi od drugog, jednak prethodnom clanu
pomnoZenom s konstantom q # 0, tj.

Y1 =4
Broj q naziva se kvocijent geometrijskog niza.
Niz je geometrijski ako je omjer svakog ¢lana i ¢lana ispred njega stalan:
9n  _ g
4p
Niz je geometrijski ako je svaki ¢lan (osim prvog) geometrijska sredina dvaju susjednih ¢lanova.

a a 2
n __nH _, ap =a,_i-a, .
a a n— n+
n—1 n
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
ct-(17+c')=a-b+a-c s a-b+a-c=a-(b+c).

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

a-n a

—=—,n#0, n#l.

b-n b



2 2
(cz) a a ¢ a-d+b-c n - a-c
- ==, —+—-—=— | n=— .

b) p2 b d  b-d 1

S| R
Qo
S
QL

1.inacica

Neka su a, b, ¢ i d trazeni brojevi. Prema uvjetima zadatka mozemo zapisati sljedece jednadzbe:
e prva tri broja ¢ine geometrijski niz

b
2= b2=a-c
a b

e posljednja tri broja €ine aritmeticki niz

c—b=d-c = 2-c=b+d

e 7broj prvoga i Cetvrtoga broja jednak je 32

a+d =32
e 7broj drugoga i trecega broja jednak je 24

b+c=24.
Promatramo sustav jednadzbi:

a+d =32 zbrojimo
= = a+d+b+c=56 = (a+c)+(b+d)=56 =
b+c=24 jednadzbe

uvjet aritmeti¢kog niza
= (a+c)+2:¢=56 = a+c+2:¢c=56 = a+3-c=56 =
2-c=b+d
= a=56-3-c
Iz jednadzbe
b+c=24
slijedi
b=24—c.
Pomocu sustava jednadzbi izra¢unamo c.
b=24-c
2 2 2
a=56-3-c ¢y = (24-c)”" =(56-3-c)-c = 576-48-c+c " =56-c-3.¢c” =
2
b =a-c

= 576—48-c+c2—56-c+3-c2=O = 4~c2—104-c+576=O =
2 2 2 _26.c4+144=0
= 4.¢7-104-¢c+576=0/:4 = ¢~ —26-c+144=0 = € ¢ = =
a=1,b=-26, c=144

a=1,b=-26, c=144

—(—26)J_r\/(—26)2 —4-1-144
= pxbdeac [T 27 =

: 21
927 2 a
26+10
26+,/676—576 26+/100 26410 1° 5
3C12=—3C12=—3612= p—
: 2 : 2 : 2 26-10
C =
2




2 175 ¢ =18
= = .
16 16 ¢y = 8
- cn =
Postoje dva skupa rjesenja.

e Zac; = 18 izraCunamo a;, by, d;.

a1=56—3~c1 a1=56—3-c1 a1=56—3-c1 a1=56—3~c1
bl=24—c1 = bl=24—c1 = bl=24—c1 = b1:24_cl =
d1=32—a1 d1=32—(56—3-cl) dl=32—56+3-c1 dl=—24+3-c1
a1=56—3~18 a1=56—54 a1=2
:[51:18]:[;1:24—18 = b =6 = b =6
d1=—24+3~18 d1=—24+54 d1=30
Brojevi su:
4 ‘ bi|g ‘ d
2] 6]18]30

e 7Zac, =8 izraCunamo a,, b,, d,.

az=56—3~c2 az=56—3-c2 az=56—3-c2 Cl2=56—3'C2
b2=24—62 = b2=24—c2 = b2=24—c2 = b2=24—62 =
d2=32—a2 d2=32—(56—3-cz) d2=32—56+3-62 d2=—24+3-C2
a2=56—3-8 a2=56—24 a2=32
:[c-2:8]3b2=24—8 = by =16 = by =16
d2=—24+3-8 d2=—24+24 d2=0
Brojevi su:

az‘bz|cz|d2
32116 8 |

2.inacica
Neka su a, b, ¢ i d trazeni brojevi. Prva tri broja ¢ine geometrijski niz (kvocijent je q) pa ih mozemo
zapisati na ovaj nacin:
a=a ,b=a-q,c=agq

Posljednja tri broja su ¢lanovi aritmetickog niza za koje vrijedi:

2
d-c=c-b = d=c—b+c => d=2-c-b = | 1 | = d=2-a-q2—a-q.
b=a-q
Dakle, traZzene brojeve moZemo zapisati na sljede¢i nacin:

2 2
a,aq,aq ,2aq —a-q.

Iz uvjeta zadatka smijemo napisati dvije jednadzbe:
e 7broj prvoga i Cetvrtoga broja jednak je 32
a+2-a-q2—a-q=32
e 7broj drugoga i trecega broja jednak je 24



a-q+a-q2 =24.
Promatramo sustav jednadzbi:

2

a+2-a-q2—a-q=32 2-a-q2—a-q+a=32 a-(2-q _q+1)_32

2 7 2 R -
a-qg+a-q =24 a-q +a-q=24 a~(q +q)=24

2.q%—g+1 2.g%—g+1 2

podijelimo a\=d T9tY o3 @\2e TATY 3 247441 4
: e 3 =— 3 =— = —5 ==
jednadzbe a-(q +q) 24 a~(q +q) 24 q° +q 3

2
2.%—g+1 4
:-—ﬂi—i——z—/<»@2+q):>3(zq2—q+qz4(q2+ﬂ::
g +q 3

= 6-q2—3-q+3=4-q2+4-q = 6-q2—3-q+3—4-q2—4-q=0 =

) a=2 ,b=-7,c=3
= 2.q2-7.q+3=0 = 29 ~7a+3=0 }:

/ 2 =
_bh+ —4d.q.
a=2 ., b=-7,c=3 _TbENb —4rac

N2 2-a
2
(=7 (-7)"-4-23 7+ 49-24 725
= 2= 2.2 — 2T 4 T2t T

7+5 12 12 =3

_ _7i5:>q1_ :>q1_4 :>ql_4 . 1
N2 7-5 2 2 0 ==
qH = q2:Z CI2:Z 27

Postoje dva skupa rjesenja.
® JzraCunamo a za q = 3.

a~(q2+q)=24

g=3

= a(32+3)=24:: a-(9+3)=24 = 12:a=24 =

= 12-a=24/:12 = a=2.
Brojevi b, ¢ i d iznose:

2 a=2 2
c=a-q = ; = c=23 = c=29 =
q="
d=2-a-q%-a-q d=2.2.32-2.3 d=49-6
b=06
= c=18
d =30

Trazeni brojevi su:
2,6, 18, 30.

1
® JzraCunamoaza g =—.



= a-g=24 = g-a=24 = g~a=24/-ﬂ = a=32.
4 4 4 3

Brojevi b, ¢ i d iznose:

b=32-l 32 1
b= 2 T2
-4 a=32 )
2 1 32 1
c=a-q = 1 = ¢c=32|— = c=— — =
q=— 2 1 4
2 2
d=2-a-q —a-q 2 | d—ﬁl 21
d=2~32.(—j -32.— 14 1 2
32 1
b="1—
L2 b=16 b=16
32 1
= C=T-Z = ¢c=8 = c=8
64 1 32 1 d=16-16 d=0
d=—.—_2=._
1 4 1 2
TraZeni brojevi su:
32, 16, 8,0.

Zadatak ima dva skupa rjeSenja:
2,6,18,30"1 32,16, 8, 0.
Vjezba 182
Zadana su Cetiri broja. Prva tri ¢ine geometrijski niz, a posljednja tri aritmeticki niz. Zbroj

prvoga i Cetvrtoga broja jednak je 14, a zbroj drugoga i trecega broja jednak je 12. Odredite zadane
brojeve.

Rezultat: 2,4,8,121 25 , %,

2

N | o

3
’2'

Zadatak 183 (Lana, srednja Skola)

Zlatko je odlucdio stedjeti. Prvi je dan u kasicu ubacio 1 kunu. Svaki sljede¢i dan ubacit ¢e 50
lipa vise nego $to je ubacio prethodnog dana. Koliko ¢e ukupno kuna ustedjeti na taj nacin za 45 dana?

Rjesenje 183
Ponovimo!
1 kn =100 Ip.

Niz (slijed) je aritmeticki ako je razlika svakog ¢lana niza (osim prvog) i ¢lana ispred njega stalna i
iznosi d.

a, —a =d , (13—(12=cl s a4—c13=cl s (15—(z4=cl s a6—a5=cl Y e an—an_lzd
an—an_]:cl , n=2.

Broj d naziva se razlika (diferencija) aritmeti¢kog niza. Aritmeticki niz je jednozna¢no odreden ako
znamo prvi ¢lan a; i razliku d.

Zbroj prvih n ¢lanova aritmetickog niza dan je formulom
[ZAaI +(n—1)-cl].

6

n
S, =—-
n

2



Uocimo da se u zadatku radi o aritmeti¢kom nizu. Prvi ¢lan je a; = 1 kn, a razlika d = 50 1Ip = 0.50 kn.
Izraunajmo koliko ¢e kuna Zlatko uStedjeti za 45 dana.

n=45

n 45
a=1 = [.s,l=2-[2~al+(n—1)-dﬂ = s45=7-[2~1+(45—1)~0.501 =
d =0.50
=3 s45=4—25-[2+44-0.50] = s45=§-[2+22] = s45=4—25-24 = s45=4—25-% =3

_B =45-12 =540 k
= S45—7'T = S45— . = S45— n.

Vjezba 183
Zlatko je odlucio Stedjeti. Prvi je dan u kasicu ubacio 1 kunu. Svaki sljedeci dan ubacit ¢e 50
lipa vise nego $to je ubacio prethodnog dana. Koliko ¢e ukupno kuna ustedjeti na taj nacin za 11 dana?

Rezultat: 38.50 kn.

Zadatak 184 (Tomislav, srednja Skola)
Koliki je umnoZzak drugog, osmog i Sesnaestog ¢lana niza s op¢im ¢lanom a,, = \/; .
A. 16 B.36 C.24 D. 48
Rjesenje 184
Ponovimo!

2 1 n m n+m
Ja-~b=+ab , a“ =a,a=20 , a =a , a -a =a .

Funkcija definirana na skupu prirodnih brojeva je beskonacan niz (slijed)
f:N >R
Niz se moze zadati formulom kojom se op¢i ¢lan, tj. n — ti ¢lan niza izraZava pomocu rednog broja n.

ay-ag-ayc =\[2-\[8:16 = a,-ag-a; =[2:8:16 = a,-ag-a;,=\[1616 =

[ 2
= ay-ag -y = 16~ = a2-a8~al6=16.

Odgovor je pod A.
Vjezba 184
Koliki je umnoZak cetvrtog i dvadeset petog ¢lana niza s opéim ¢lanom a,, = \/; .
A8 B.10 C.12 D.6
Rezultat: B.

Zadatak 185 (Maturantica, gimnazija)

Drugi ¢lan geometrijskog niza jednak je 3, a peti ¢lan istog niza je 12. Odredimo osmi ¢lan
ovog niza.

Rjesenje 185



Ponovimo!

n —
1 a n—m a=b c _d n m_ n+m n\" _nlm
a =a , —;=a , = —-—=—= , a -a =a , al =4a .
a c=d a b

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

a-n a

—=—,n#0, n#l.

b-n b
Niz (a,) je geometrijski niz ako je svaki ¢lan niza, pocevsi od drugog, jednak prethodnom clanu
pomnoZenom s konstantom q # 0, tj.

Y41 =4
Broj q naziva se kvocijent geometrijskog niza.
Niz je geometrijski ako je omjer svakog €lana i ¢lana ispred njega stalan:

a
n__g

4
Op¢i €lan geometrijskog niza s prvim ¢lanom a; i kvocijentom q ima oblik

n
ap=a,-q ,n=>1.
Svaki ¢lan niza (osim prvoga) jednak je geometrijskoj sredini ¢lanova koji prethodi i ¢lana koji slijedi
promatrani ¢lan. Sli¢no vrijedi i za ¢lanove a, 1 a,, Simetri¢no rasporedene oko ¢lana a,.

a, =a -a k <n,
n n—k “n+k >’

1.inacica

g = 4
a,=3 } ap-q=3 [podijenmo} a-q" 12
= = =

4 : y =3 =
a5=12 a-q =12 jednadzbe a-q 3
a-qt 1 3
= 1 =?:>q :4:>q3—4/f:q—3\/2
1’4 -

Racunamo a;.

a,-q=3
1 37 317 _ 1 3
3 :al-\/z—3:al~\/z—3/~3—:>al—3—.
33 34 s
Sada je:
3 3
s (3) = 4= () =
Ta B
ag =a - 7
g~
37\° 36 2
= ag=3(V4) = ag=34% = 4g=347 = 45=316 = =28
2.inacica
a, = a2=3 a2=3 a2=3 3
4 = 3 = 3 = 3.q =12 =
a5—12 a-q =12 (al-q)-q =12 ay-q =12
= 3-q3=12/:3 = q3=4.
Sada je



3 3_4 3

a5=12,q =4 :>a5:12,q :a5=12,q =4 .
7 _ 4) 3 3
a8:a1'q 08— alq q a8:a5.q
= a8=12-4 = a8=48.
3.inalica
a2=3,a5=12 a2=3,a5=12 )
2 = 5 = 12 =3-a8 = 144=3-a8 =
d5 =d5 35,3 d5 =dp-dg

= 3-a8 =144 = 3-a8 =144 /:3 = ag =48.
Vjezba 185
Drugi ¢lan geometrijskog niza jednak je 1, a peti €lan istog niza je 8. Odredimo osmi ¢lan
ovog niza.
Rezultat: 64.

Zadatak 186 (Dino, gimnazija)

Od kojeg ¢lana u nizu (slijedu) a;, = su sljedeci ¢lanovi manji od 0.01?

1
n 2 +1
Rjesenje 186
Ponovimo!
Funkcija definirana na skupu prirodnih brojeva je beskonacéan niz (slijed)
f:N BKR.
Niz se moZze zadati formulom kojom se op¢i €lan,tj:n — ti ¢lan niza izraZzava pomocu rednog broja n.
Decimalni broj piSe se u obliku decimalnog razlomka tako da se u brojnik napiSe zadani decimalni
broj bez decimalne toc¢ke, a u nazivnik se napise dekadska jedinica (10, 100, 1000, 10000, 100000, ...)
koja ima toliko nula koliko decimalni brojiima decimala (znamenaka na decimalnom mjestu, tj. iza
decimalne tocke ili decimalnog zareza).

a ¢ b d n
—<— —>— , —=n
b d a 1
1 n2+1 100 2
a, <001 = 5 <001 = 5 <= >— = n +1>100 =
n- +1 n<+1 100 1 1

= n2>100—1 = n2>99 = n2>99/\[ = n1>499 = n>995 = n=10.

Vjezba 186

1
5 su sljedeci clanovi manji od 0.01?
n-+2

Od kojeg ¢lana u nizu (slijedu) a,, =
Rezultat: n=10.

Zadatak 187 (Mira, gimnazija)

Duljine stranica pravokutnog trokuta su tri uzastopna ¢lana aritmetickog niza razlike d.
Plostina trokuta je:

A.P=d~\ld2+1 B.P=d- d2—1 C.P=6~a’2 D.P=4~d2
Rjesenje 187
Ponovimo!



Niz (slijed) je aritmeticki ako je razlika svakog €lana niza (osim prvog) i ¢lana ispred njega stalna i
iznosi d.
a, —a =d , ay—ay =d , a,—as =d , as—ay =d , ag —as =d , .., ay -a, 4 =d ..

ap—a,_,=d , n=2.

n—1
Broj d naziva se razlika (diferencija) aritmetickog niza. Aritmeticki niz je jednozna¢no odreden ako
znamo prvi ¢lan a; i razliku d.

2 2
(a—b) =a 2 —2~a~l7+l72 s (a+b) =a 2 +2-a-b+b 2.
nom n+m
a =a , a -a =a .
Da bi umnozak bio jednak nuli, dovoljno je da jedan faktor bude jednak nuli.
a-b=0 ¢ a=01ili b=0ili a=b=0.
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a~(b+c) =a-b+a-c , a-b+a-c :a-(b+c).
Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice
ar.2 ,nz0, nzl.
b-n b
Trokut je dio ravnine omeden s tri duzine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
Pravokutni trokuti imaju jedan pravi kut (kut od 90°). Stranice koje zatvaraju pravi kut zovu se katete,
a najdulja stranica je hipotenuza pravokutnog trokuta.
Pitagorin poucak
Trokut ABC je pravokutan ako i samo ako je kvadrat nad hipotenuzom jednak zbroju kvadrata nad
katetama.

Plostina pravokutnog trokuta ¢ije su katete a i b dana je formulom
a-b

2

c=b+d

b

Budu¢i da su duljine stranica pravokutnog trokuta tri uzastopna ¢lana aritmeti¢kog niza razlike d,
moZemo zapisati:
a:b_d ,b s C:b+ds

gdje su aib duljine kateta, a ¢ je duljina hipotenuze pravokutnog trokuta. Za pravokutni trokut vrijedi
Pitagorin poucak zbog cega je

2 2 2 {azb—d
j—

a“+b"=c } = (b—d)2+b2:(b+d)2 =
c=b+d

b bd+d b b2 bdrd? = b —2bdid b =b 42 bdrd =

= —2~b-d+b2=2~b-d = —2-b-d+b2—2~b~d=0 = b2—4-b~d=0 =

10



b =0 nema smisla
= b-(b-4-d)=0 = } = b-4.d=0 = b=4-d.
b—4-d=0
Racunamo a.
b=4-d
a=b-d
Plostina pravokutnog trokuta iznosi:
a=3-d
b=4-d

} = a=4-d-d = a=3-d.

1 1 1
} = {Pzz-a-b} = P=5-3-d-4-d = P=E-3-d-4-d = P=6-d2.

Odgovor je pod C.
Vjezba 187

Duljine stranica pravokutnog trokuta su tri uzastopna ¢lana aritmetickog niza razlike 2.
Plostina trokuta je:

AP=2.5 B.P=2.3 C.P=24 D.P=16
Rezultat: C.

Zadatak 188 (4A, 4B, TUPS)
Na Sahovskoj ploci dimenzije 8 x 8 stavljamo zrna riZe. Na prvo polje stavljamo tri zrna, na

drugo dva zrna viSe nego na prvo, na trece dva zrna vise nego na drugo i tako redom. Koliko smo
ukupno stavili zrna riZe na Sahovsku ploc¢u?
Rjesenje 188

Ponovimo!
Niz (slijed) je aritmeticki ako je razlika svakog ¢lanamiza (osim prvog) i ¢lana ispred njega stalna i
iznosi d.
=d ..

az—al:d s a3—azzd s a4—a3:d s a5—a4:d s a6—a5:d R

dpsa, = d,nz2.
Zbroj prvih n ¢lanova aritmetickog niza dan je formulom
n
Sp 25[211] +(n—l)~d].

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

a-n a

—=—,n#0, nzl.

b-n b
Ako se na prvo polje stave tri zrna riZe, a na svako sljedece dva zrna viSe, rije¢ je o aritmetickom nizu.
Budu¢i da Sahovska ploca dimenzije 8 x 8 ima 64 polja (kvadrata), slijedi:

n=64 , a1=3 ,d=2.

n=64
sn=§-[2-a1+(n—1)-d] = g =3|> s64=6—;-[2-3+(64—1)-2] BN
d=2

64
= s64=7~[2~3+(64—1)-2] = ¢4 =32:[6+63-2] = 5., =32-[6+126] =

= s64=32~132 = s64=4224.
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Vjezba 188

Na Sahovskoj ploci dimenzije 8 x 8 stavljamo zrna riZe. Na prvo polje stavljamo dva zrna, na
drugo dva zrna viSe nego na prvo, na trece dva zrna viSe nego na drugo i tako redom. Koliko smo
ukupno stavili zrna riZe na Sahovsku ploc¢u?

Rezultat: 4160.

Zadatak 189 (Marin, srednja Skola)
Zbroj 30 uzastopnih parnih prirodnih brojeva iznosi 1230. Koji je od njih najve¢i broj?
Rjesenje 189
Ponovimo!
Niz (slijed) je aritmeticki ako je razlika svakog ¢lana niza (osim prvog) i ¢lana ispred njega stalna i
iznosi d.
ay —a =d , az—a, =d , ay —as =d , as—ay =d , ag —ds =d ,..,ay—a

=d ,n=>2.

=d -

anp—a,
Broj d naziva se razlika (diferencija) aritmetickog niza. Aritmeticki niz je jednoznacno odreden ako
znamo prvi ¢lan a; i razliku d.
Op¢i Clan aritmetickog niza s prvim ¢lanom a, i razlikom d ima oblik

ap =q w(-1)-d.

Zbroj prvih n ¢lanova aritmetickog niza dan je formulom

7}
Sp —5-[2111 +(n—1)-d].
Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice
an a

—=—,n#0, n#l.

b-n b
Prirodan broj je paran ako je viSekratnik broja 2, odnosno ako je djeljiv brojem 2 bez ostatka, a
neparan ako nije paran. Parni prirodni brojevi su: 2, 4, 6, 8, 10, ..., 2 - n (n je prirodan broj), ...

Budu¢i da su zadani uzastopni parni prirodni brojevi, rije¢ je o aritmetickom nizu ¢ija je razlika d = 2.
1z uvjeta zadatka slijedi:

snzg-[2~al+(n—l)-d] = [/123()] = s30=3—20-[2~a1+(30—1)~d} =
0 539 =1230
= Son=—"12a,4+29-d | = 5,n=1512a,+29-d | = | - =
0= 2] = w15 o ema] = 0]
- 1230:15-[2-a1+29-2] = 1230:15-[2-a1+58] = 15-[2-al+58]=1230 =
= 15-[2-a1+58]=1230/:15 = 2.0, +58=82 = 2.0, =82-58 = 2.4, =24 =

= 2-a1=24/:2 = a1=12.

Najvecdi po redu je trideseti €lan.
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n =30
ap=ay+(n=1)-d = |a =12 | = a35=12+(30-1)-2 = a3, =12+29-2 =
d=2
= a3 =12458 = as =170.
Vjezba 189
Zbroj 30 uzastopnih parnih prirodnih brojeva iznosi 1230. Koji je od njih najmanji broj?
Rezultat: 12.

Zadatak 190 (Kiki, gimnazija)

Godine starosti petero brace Cine aritmeticki niz. Zbroj godina najstarije dvojice jednak je
zbroju godina ostale trojice, dok svi osim najmladeg imaju ukupno 78 godina. Koliko godina ima
najmladi brat?

Rjesenje 190

Ponovimo!

Niz (slijed) je aritmeticki ako je razlika svakog ¢lana niza (osim prvog) i ¢lana ispred njega stalna i
iznosi d.
ay —a =d , ay—ay =d , ay —as =d , as —ay, =d , ag —ds =d , .., ay -a, | =d ..

ap—a, =d ,nz2.

—
Neka su ay, ay, a3, a4 1 as godine brace redom po starosti, od najmladeg do najstarijeg. To su ¢lanovi
aritmeti¢kog niza.
Iz uvjeta zadatka dobije se sustav jednadzbi:
a1+a2+a3=a4+a5} a1+a1+d+a1+2-d=a1+3-d+a1+4-d}
a2+a3+a4+a5=78 al+d+a1+2~d+a1+3~d+a1+4~d=78
atatd+a+2-d=a +3.dvxa +4-d a=4-d metoda
= = = ) =
4~a1+10-d=78 4-a1+10~d=78 zamjene
= 4-4-d+10-d=78 = 16-d+10-d =78 = 26-d=78 = 26-d=78/:26 = d =3.

Racunamo godine starosti najmladeg brata.

Vjezba 190

Godine starosti petero brace ¢ine aritmeticki niz. Zbroj godina najstarije dvojice jednak je
zbroju godina ostale trojice, dok svi osim najmladeg imaju ukupno 78 godina. Koliko godina ima
najstariji brat?
Rezultat: 24.
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Zadatak 191 (Dora, gimnazija)

U aritmeti¢kom nizu sastavljenom od 4 razlicita ¢lana a,, a,, a3, a4 prvi ¢lan je a; = 1.
Izostavimo li drugi ¢lan niza, preostala tri ¢lana a;, as, a, tvore geometrijski niz. Koliki je zbroj svih
¢lanova aritmetickog niza?

Rjesenje 191

Ponovimo!

Niz (slijed) je aritmeticki ako je razlika svakog €lana niza (osim prvog) i ¢lana ispred njega stalna i
iznosi d.
a, —a =d , az—ay =d , a, —as =d , as—ay =d , ag —ds =d , .., ay -a, 4 =d ..

a, —da =d ,n=>2.
n n—1 ’

Niz je geometrijski ako je kvocijent svakog ¢lana niza (osim prvog) i ¢lana ispred njega stalan i iznosi
g. Broj q zovemo kvocijent (koli¢nik) geometrijskog niza.

a a a a a a
e T NP N S SO S
a a, ay ay ag a, |
Svaki ¢lan geometrijskog niza (osim prvog) jednak je geometrijskoj sredini susjednih ¢lanova
(prethodnika i sljedbenika).

2_
= ap =a, ;-a

n = %1%+ n n+l’
2 I/ -
(cz~b)n=an~bn , (a+b) =a2+2~a~b+b2 , a~l=£ , nlel.
c c
a i’_a-cl—b-c a £_ct-d+b-c
b d b-d T b-d

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

a-n . Aa
—==, nz#0, n=#l.
ber™t b
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(b+c):a~b+a-c s a~b+a-cza-(b+c).

Da bi umnozak bio jednak nuli, dovoljno je da jedan faktor bude jednak nuli.
a-b=0 < a=0ili b=01ili a=b=0.
Neka su zadana prva cetiri ¢lana aritmetickog niza:
ay, ay, az, ay
to jest
ay, 4 +d, a +2-d, a +3-d.

Ako je a; = 1 tada niz glasi:
1,1+d,1+2-d,1+3-d.
Izostavimo li drugi ¢lan niza preostala tri ¢lana
1,1+2-d,1+3-d
¢ine geometrijski niz za koji vrijedi:
(1+2-d)2=1-(1+3-d) S ltdd+d-dP=143-d > 1+d-d+d-dP=143-d =

o 4ed+4-d2=3d = 4d+4-d°—3.d=0 = 4-d°+d=0 = d-(4-d+1)=0 =
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d =0 nema smisla 1
= 4d+1=0 = 4-d=-1= 4-d=-1/4 = dz_Z'

=
4-d+1=0
Racunamo vrijednosti ¢lanova aritmeti¢kog niza.
a =1 _
1 al—l
a; =1 1
1 612—1+(—Zj Cl2=1——
a2=1+d 1 4
1+2-d B ( j - 217
a, =1+2- ar, =1+2-| —— ay=1-——
3 3 4 3 4
a4=1+3-d | | 3
— _ a, =1——
a4—1+3 . 4 4
a1=1 a1=1 a1=1 a1=1 al—l
11 4-1 3 3 3
an =——— a~r = —— a~ = — an =— a~ =—
271 4 27 4 27y 27y 27y
= 1 2(= 4-2 (= 2 (= 2 (= 1
a. = —_—— a = — a. = — a = — a. = —
31 4 374 374 374 372
1 3 4-3 1 1 1
a e a = — a = — a = — a = —
471 4 47y 44 44 4 4

Zbroj ¢lanova iznosi:

1 3 1 1
a1+a2+a3+a4=1+2+5+2 = a1+a2+a3+a4=1+z+5+— =
44+3+2+1

= a1+a2+a3+a4= 1

= a1+a2+a3+a4 =7 =
_ 10 _5_25
= a1+a2+a3+a4—: = al+a2+a3+a4—5— 3.
Vjezba 191

U aritmetickom nizu sastavljenom od 4 razlicita ¢lana a,, a,, as, a, prvi ¢lan je a; = 1.

Izostavimo li drugi ¢lan niza, preostala tri ¢lana a,, as, a, tvore geometrijski niz. Koliki je umnozak
svih Clanova aritmetickog niza?

3
Rezultat: —.
32

Zadatak 192 (Ivana, gimnazija)
Zbroj tri uzastopna ¢lana aritmeti¢kog niza je 33, a umnozak 1232. Koji je najveci ¢lan niza?
Rjesenje 192

Ponovimo!
(a—b)-(a+b):a 2 —b2

Niz (slijed) je aritmeticki ako je razlika svakog ¢lana niza (osim prvog) i ¢lana ispred njega stalna i
iznosi d.

a2—al:d s a3—a2:d s a4—a3:d s a5—a4:d s a6—a5:d s s Ap—a =d ..

ap—a, y=d ,nx2.

n—1

Ako je d > 0 niz je rastudi, tj. a,,; > a,. Ako je d < 0 niz je padajudi, tj. a,,; < a,.
Tri uzastopna €lana aritmeti¢kog niza, zbog jednostavnosti, zapisat ¢emo na sljede¢i nacin:
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a1=a2—d s Ay s a3=a2+d.
Njihov zbroj je 33 pa izraunamo srednji ¢lan a,.
a1+a2+a3=33 = az—d+a2+a2+d=33 = az—d+a2+a2+d=33 =
= 3-a2=33 = 3-a2=33 /23 = a2=11.
Isto tako radimo i za umnoZak ova tri ¢lana niza koji iznosi 1232.
a)-ay-ay=1232 = (ay-d)-ay-(ay+d)=1232 = [ a, =11 | =
= (11-d)-11-(11+d)=1232 = (11-d)-11-(11+d)=1232/: 11 = (11-d)-(11+d)=112 =

= 121-d =112 > ~d > =112-121 = ~d > =-9 = —d2=—9/-(—1) =

d =3
= d2=9=d%=9/Y =4, =+0 = ! .
1.2 dy=-3

Postoje dva aritmeticka niza:

a1=11—d a1=11—3 a1=8
* a,=11 = [d=3] = ay=11 = ay =11 = 811,14
ay=11+d az=11+3 ay =14
ay=11-d a; =11-(-3) ap =11-(-3)
* a,=1l = [d=-3]=a,=11 = a, =11 =
azy=11+d ay =114(-3) ay =11+(-3)
a1=11+3 a1=14

= a2=11 = a2=11 = 14,11, 8.
a3=11—3 a3=8

Najveci €lan niza je broj 14, u oba slucaja.
Vjezba 192
Zbroj tri uzastopna ¢lana aritmeti¢kog niza je 33, a umnoZzak 1232. Koji je najmanji ¢lan niza?

Rezultat: 8.

Zadatak 193 (Ivana, gimnazija)

U geometrijskom nizu je zbroj prvih 6 ¢lanova jednak trostrukom zbroju prvih triju ¢lanova.
Koliki je kvocijent niza?
Rjesenje 193

Ponovimo!

b}

n\m n-m
a =a

Niz (a,) je geometrijski niz ako je svaki €lan niza, pocevsi od drugog, jednak prethodnom clanu
pomnoZenom s konstantom q # 0, tj.
a, 1 =an 9q-

Broj q naziva se kvocijent (koli¢nik) geometrijskog niza.
Ako je g = 1 kazemo da je niz konstantan.
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Niz je geometrijski ako je omjer svakog ¢lana i ¢lana ispred njega stalan:

n_ _ q
n—1
Zbroj prvih n ¢lanova geometrijskog niza je

n

q" -
Snzal-i , q#1.

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

a-n a

—,n#z0, n#l.
b-n b
Kako zapisati da je broj b n puta veci od broja a?

b b
b=na , —=a , —=n.
n a
1z uvjeta zadatka slijedi:
6 3 6 3
-1 -1 -1 -1 -1
S6=3-S3 :al-q =3~al-q—:al~q =3 al~q /-q =
qg-1 qg-1 q-—1 qg—1 @

= q —1=3-(q3—1) = q6—1=3-q3—3 = q6—1—3-q3+3=0 =

2 zamjena
:q6—3~q3+2=03(q3) —3~q3+2=02>{ 3 }:t2—3-t+2=03
qg =t

= L= =
1,2 2
3+1 4 4
351 17 5 179 17 gl
= t12—— = = = =
’ 2 _3-1 2 2 t2—1
27T 2T 2T
Vra¢amo se na zamjenu.

3 3
o 1 _t}:q3=2:>q3=2/\/— :ql=3\/3jerje§enje.
t=2
3_
[ ] q =t

3
} = q =1= q3=1/\/— = q2=3\/_1 = q2=1nema smisla jer g # 1.
r=1

Vjezba 193

U geometrijskom nizu je zbroj prvih triju ¢lanova jednak trecini zbroja prvih 6 ¢lanova. Koliki
je kvocijent niza?

Rezultat: q= ?{/3
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Zadatak 194 (Kiki, gimnazija)

Unutarnji kutovi konveksnog n — terokuta (mnogokuta) ¢ine aritmeti¢ki niz s razlikom 5°.
Odredite n, ako je najveci kut tog n — terokuta 160°.

Rjesenje 194
Ponovimo!

Niz (slijed) je aritmeticki ako je razlika svakog ¢lana niza (osim prvog) i ¢lana ispred njega stalna i
iznosi d.
ay —a =d , az—a, =d , 4 43 =d , » a5 —ay =d , ag —das =d , .., ay -a, =d ..
ap—a, ;= d,nz2.
Broj d naziva se razlika (diferencija) aritmeti¢kog niza. Aritmeticki niz je jednozna¢no odreden ako

znamo prvi ¢lan a; i razliku d.
Op¢i Clan aritmetickog niza s prvim ¢lanom a, i razlikom d ima oblik

ap = q +(n-1)-d.

Zbroj prvih n ¢lanova aritmetickog niza dan je formulom

n
Sy = 5-[(11 +an]
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a~(b+c) =a-bt+a-c , a-b+a-c :a-(b+c).

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti‘istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

a-n a

—=—, n#0N n=l.

b-n b

Mnogokut (poligon ili n — terokut) je skup svih to¢aka ravnine omeden duZinama.
Zbroj unutarnjih kutova mnogokuta sa n stranica dan je formulom:

K(n):(n—2)~1800.

Dogovor! Zbog jednostavnosti u pisanju izostavljamo simbol za stupan;j.
Preoblikovat ¢emo formulu za zbroj prvih n ¢lanova aritmeti¢kog niza.

an=al+(n—1)-d a1+(n—1)-d=an a1=an—(n—1)-d
= = =

Sn=g-[a1+an] Sn=§-[a1+an] Sn=§-[al+an]

=— [an n-1) d+an] = S, == [2 a, —(n-1)- d]

1z uvjeta zadatka slijedi:
S, =(n-2)-180

1, =160
:(n—z).180— [2a,-(n-1)-d] = [a” }:

n
n=5-[2-an ~(n-1)-d] d=5
n n
= (n—2)-180=5-[2~160—(n—1)~5] = (n—2)~180=5~[320—5~n+5] =

= (n—2)-180=%-[325—5-n] = (n—2)-180=g-[325—5-n]/~ 2 =

= (n-2)-360=n-[325-5-n] = 360-n1-720=325 n-5-n> =

18



= 360-n—720—325-n+5-n2=0 = 5-n2+35-n—720=0 =

= 5-n2+35-n—720=0/:5 = n2+7-n—144=0 =

n2+7-n—144=0
=
a=1,b=7, c=-144

a=1,b=7, c=-144 3
—71\/7 —4-1-(-144)

= prbi-dac [T 2T 21 =

nl’z 2-a
_=7+25
—7+./49+576 ~7+./625 7425 1T,
= n = = n = = n = =
1,2 > 1,2 2 12 2 ~7-25
N~ =
2 2
18 18
Ty T m =9
= = = = n=9.
32 32 ny =—16 nema smisla
Ny =—— Ny =——
2 2

Vjezba 194
Unutarnji kutovi konveksnog n — terokuta (mnogokuta) ¢ine aritmeticki niz s razlikom 5°.
Odredite n, ako je najveci kut tog n — terokuta 65°.

Rezultat: n=23.

Zadatak 195 (Marko, gimnazija)

Zbroj Sest uzastopnih prirodnih brojeva je-57. Koliki je njihov najmanji zajednicki
viSekratnik?
Rjesenje 195

Ponovimo!

Skup prirodnih brojeva oznacavamo slovom N, a zapisujemo:
N={1,2,34,5 ..,nn+l..}.

Prirodnih brojeva ima bezbroj (beskonacno).

Neposredni prethodnik prirodnog broja je broj za 1 manji od toga broja. Svaki prirodni broj osim broja
1 ima svog prethodnika.

Neposredni sljedbenik prirodnog broja je broj za 1 ve¢i od toga broja. Svaki prirodni broj ima svog
sljedbenika.

Najmanji zajednicki viSekratnik prirodnih brojeva a, b, c, ... (oznaka nzv(a, b, c, ...)) je najmanji
prirodni broj koji je djeljiv sa svakim od tih brojeva.

Prirodni brojevi koji su djeljivi samo sa 1 i sa samim sobom zovu se prosti ili prim brojevi.

Brojevi koji imaju vise od dva djelitelja su sloZeni brojevi.

Svaki se slozeni broj moze rastaviti na proste faktore.

Zbroj prvih n prirodnih brojeva racuna se po formuli:

- 1
14+24+3+4+5+ .. +(n—l)+n=m.

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

an a

—=—,n#0, nzl.

b-n b

1.inadica

Neka je zadano Sest uzastopnih prirodnih brojeva:

19



n,n+l,n+2, n+3, n+4, n+5.
Buduéi da je njihov zbroj 57, slijedi:
n+n+l+n+2+n+3+n+4+n+5=57 = 6-n+15=57 = 6-n=57-15 =
= 6n=42 = 6:n=42/:6 = n="1.
To su brojevi:
e n,n+l,n+2, n+3, n+4, n+5
e 7,8,9,10,11, 12.
Da bismo nasli njihov najmanji zajednicki viSekratnik rastavit ¢emo brojeve na proste faktore.
T="7
8§=2-2:2=2 3
9=3.3=3 2
10=2-5
11=11
2
12=2-2.3=2"-3.
Najmanji zajednicki viSekratnik iznosi:
nzv(7,8,9,10, 11, 12)=7~23~32~5~11=27720.
2.inacica
Neka je zadano Sest uzastopnih prirodnih brojeva:
n-2,n—1,n n+l, n+2, n+3.
Buduéi da je njihov zbroj 57, slijedi:
n=-2+n-1+n+n+l+n+2+n+3=57 = ne24n—-l+n+n+l+n+2+n+3=57 =
= 6:n+3=57 = 6:n=57-3 2. 6n=54 = 6:n=54/:6 = n=9.
To su brojevi:
e n-2,n-1,n,n+l, n+2, n+3
e 7,8,9,10,11,12.
Da bismo nasli njihov najmanji zajednicki viSekratnik rastavit ¢emo brojeve na proste faktore.
T7="7
8§=2-2-2=2 3
9=3.3=3 2
10=2-5
11=11
2
12=2-2.3=2"-3.
Najmanji zajednicki viSekratnik iznosi:
nzv(7,8,9,10, 11, 12)=7~23~32~5~11=27720.
3.inacica
Neka je zadano Sest uzastopnih prirodnih brojeva:
n,n+l,n+2, n+3, n+4, n+5.
Buduéi da je njihov zbroj 57, slijedi:
n+n+l+n+2+n+3+n+4+n+5=57 = 6-n+(1+2+3+4+5)=57 =

5-(5+1 . -6
= 6-n+%:57 = 6-n+%:57 = 6-n+57257 = 6:n+5-3=57 =

= 6:n+15=57 = 6-n=57-15 = 6-n=42 = 6-n=42/:6 => n=17.
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To su brojevi:
e unn+l,n+2, n+3 n+4, n+5

e 7,8,9,10,11,12.

Da bismo nasli njihov najmanji zajednicki visekratnik rastavit ¢emo brojeve na proste faktore.

7=1

8§=2.2.2=2 3

9=3.3=3 2

10=2-5

11=11

2

12=2-2.3=2"-3.

Najmanji zajednicki viSekratnik iznosi:
nzv(7,8,9,10, 11, 12) =7.2%.3% 5.11=27720.
Vjezba 195
Zbroj Cetiri uzastopna prirodna broja je 22. Koliki je njihov najmanji zajednicki visekratnik?

Rezultat: 420.

Zadatak 196 (Katarina, gimnazija)

Zbroj tri broja koji Cine rastuci geometrijski niz iznosi 126. Ako je srednji ¢lan tog niza jednak
24, koliko iznosi najmanji?
Rjesenje 196

Ponovimo!
Niz (a,) je geometrijski niz ako je svaki ¢lan niza,.pocevsi od drugog, jednak prethodnom clanu
pomnoZenom s konstantom q # 0, tj.

1 =4

Broj q naziva se kvocijent geometrijskog hiza.
Niz je geometrijski ako je omjer svakog-€lana i ¢lana ispred njega stalan:

a
— =g

a
n—1
Op¢i €lan geometrijskog niza s prvim ¢lanom a; i kvocijentom q ima oblik

a”:al-qn_l ,n=>1.

Geometrijski niz (a,) je rastuci za:
° a> 0, g>l1
* q <0, O<gxl.
Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice
an a

—=—,n#0, n#l.
b-n b

l.inacica
Neka su zadana tri broja koji €ine rastuc¢i geometrijski niz
a;, ay, az,
to jest

2
a, ay =a;-q, az =a;-q
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Njihov zbroj je 126, a srednji ¢lan 24 pa vrijedi sustav jednadZzbi:
ay +ay +ay =126} aj+ay+ay ~q=126} . a1+24+24~q=126} .

a2=24 a2=24 a2=24

= =
a, =24 :ﬁ

a1+24-q=126—24} a1+24-q=102} a1+24-q=102} @ +24-q=102
2 q

al-q=24 al-q=24/:q a

24 24
o 04102 = 424 =102/. g = 24+24.9° =102 =
q q

o 24424.G 2 —102-g=0 = 24 —102.q+24=0 = 24.g > —102-q+24=0/:2 =

12.92=51.g+12=0
a=12 , b=-51, c=12

= 12-q2—51-q+12=0 =

—bi\/b2—4-a-c =

a=12 , b=-51, ¢c=12
}:

h27 2-a
2
—(—51)i\/(—51) -4-12-12 5144/ 2601-576
= 45 = = Gy = =
; 212 : 24
51+45 96
qr= qQ ==
51442025 51445 L0704 1794
= = = = = = =
N2 24 127"y _51-45 6
27 4 270
q :% gy <4 rastuci niz
= = 1 = g=4.
_6 q, =— padaju¢i niz
4y = 4
24

Racunamo ¢lanove a; i a; rastu¢eg geometrijskog niza.

g=4 g=4
. = :>a1-4=24:>4-a1=24/:4:>a1=6.
a~ =24

) al-q=24
a2=24 , g=4

° :>a3:24-4:>a3=96.
ay=ay-q

Clanovi rastuéeg geometrijskog niza su:
6, 24, 96
pa je najmanji ¢lan 6.
2.inacica
Neka su zadana tri broja koji €ine rastuc¢i geometrijski niz
a4 93
to jest
a, = 2 4, =a,ay=a

17 2T

Njihov zbroj je 126, a srednji ¢lan 24 pa vrijedi sustav jednadZbi:
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ay +a, +ay =126 L vava-g=126 24
s = q 1 => —+24+24-¢=126 =
a2=24 q
a=24
24
= —+24+24-q=126/~% s 848.g48-g° =42.q =
q z

 848.g4+8-g2—42.=0 = 8-q°—34-q+8=0 = 8-q 2 —34.g+8=0/:2 =

’ a=4,b=-17 , c=4
= 4.g%-17.g+4=0 = +4 ~1Ta+4=0 = Cpi b2 cdge [
a=4 ,b=-17 , c=4 e

q1’2 2-a
2
—(-17) 24/ (-17)" —4-4-4 17+, 28964
= = = = =
9,2 )4 ) 3
_17+15 32
17+.225 17415 1T 177
= = = = = =
N2 1277y 17-15 2
4y = 4y ==
203 23
q = % q = 4 rastudi niz
= 5 = 1 = g=4.
=— padajuici niz
4y == b 4 paaqy
8
Racunamo ¢lanove a; i a; rastu¢eg geometrijskog.niza
=2 24 24
1= ap=— a =— a =6
q a=24 4 4 1
. a,=a = =4 :>a2=24 :>a2=24 :>a2=24
ay=a-q a3=24~4 a3=24~4 a3=96
Clanovi rastuéeg geometrijskog niza su:
6, 24, 96

pa je najmanji ¢lan 6.
Vjezba 196

Zbroj tri broja koji ¢ine rastuci geometrijski niz iznosi 126. Ako je srednji ¢lan tog niza jednak
24, koliko iznosi najveci?

Rezultat: 96.

Zadatak 197 (Domagoj, gimnazija)

Izmedu brojeva 33 i 145 interpolirano je 6 brojeva, tako da svih 8 brojeva ¢ine aritmeticki niz.
Kolika je razlika (diferencija)?

Rjesenje 197
Ponovimo!

Niz (slijed) je aritmeticki ako je razlika svakog ¢lana niza (osim prvog) i ¢lana ispred njega stalna i
iznosi d.

a, —a =d , czs—aZ:cl s a4—c13=cl s (15—(z4=cl s a6—a5=cl Y e an—an_lzd
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ap —a
n—4

=d ,n=2.
n—1

Op¢i €lan aritmetickog niza s prvim ¢lanom a, i razlikom d ima oblik
ap =q +(n-1)-d.
Ako izmedu dva zadana broja a i b treba interpolirati (umetnuti) r brojeva tako da dobiveni niz bude
aritmeticki, u kojem je a prvi, a b posljednji ¢lan niza, razlika se dobije po formuli:
_b-a
r+l
prvih n ¢lanova aritmetickog niza dan je formulom

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

d

an_d ,n#0 , n#1.
b-n b
1.inadica
Ako izmedu brojeva 33 i 145 interpoliramo 6 brojeva dobije se:

a=33.b=145 14 112 112
r=6 LogB33 12 L2 e
) 6+1 7
d=2"4
r+1
2.inacica

Budu¢i da izmedu brojeva 33 i 145 treba umetnuti 6 ¢lanova tako da dobiveni niz bude aritmeticki,
prvi ¢lan Ce biti a; = 33, a posljednji (osmi) ag = 145. Ra¢unamo razliku pomocu formule za op¢i ¢lan
aritmeti¢kog niza.

ap=a;+(n-1)-d = aj+(n=1)-d=ay, = (n-1)-d=ay-a =

1 an —a ag, —a a, =145
:>(n—1)-d=an—a1 / :>d= n 1 j[[q:S]:)d:Mj 8 =
n—1 n—1 8—-1 @ =33

533 12, 0
7 7

= d= = d=16.

Vjezba 197

Izmedu brojeva 2 i 16 interpolirano je 6 brojeva, tako da svih 8 brojeva €ine aritmeticki niz.
Kolika je razlika (diferencija)?
Rezultat: d=2.

Zadatak 198 (Ana, gimnazija)
Gumena kuglica ispustena je s visine od 3 m na tvrdu podlogu. Svaki put kada udari u nju
2
odbije se do g visine. Koliko iznosi ukupan put (padanja i podizanja) koji prevali kuglica do svog
mirovanja?
Rjesenje 198
Ponovimo!

Geometrijski red
2 3 n
a tap-qrap;-qTrap;qT A o tagg o
konvergentan je onda i samo onda ako vrijedi

‘q‘<l.
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Njegova je suma jednaka

e Racunamo put kuglice samo pri padanju.
2
Svakim padom na podlogu kuglica se odbije do g visine.
Prvi put kuglica je pala s visine: h.

2
Drugi put kuglica je pala s visine: g h.

22 4
Tre¢i put kuglica je pala s visine: g . g -h= 5 h.

Cetvrti put kuglica je pala s visine: %i h= %h, itd
Ukupan put S, pri padanju kuglice jednak je zbroju-geometrijskog reda s beskona¢no mnogo ¢lanova
S1 = h+g-h+i-h+i-h+ -, q =§ kvocijent reda
¢iji je iznos
senl

e Racunamo put kuglice samo pri podizanju.

2
Svakim udarom u podlogu kuglica se odbije do 5 visine.

2
Prvi put kuglica je dosegla visinu g -h jer kod podizanja ne moZe posti¢i pocetnu visinu h.

2 2 4
Drugi put kuglica je dosegla visinu: 5 . 5 “h= 5 h.
. L . 2 4 8 .
Tre¢i put kuglica je dosegla visinu: —-—-h =—-h, itd.
39 27
Ukupan put S, pri podizanju kuglice jednak je zbroju geometrijskog reda s beskona¢no mnogo ¢lanova
2 4 8 2
S2 =—-h+—h+—-h+.. , ¢ =§ kvocijent reda
¢iji je iznos
2 1
S2 =—-h—.
3 1-g¢

Ili
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1
S,=8-h=S,=h-———h
2711 2 1-g¢
jer kuglica kod podizanja ne dosegne pocetnu visinu h.
Ukupan put S koji prevali kuglica do svoga mirovanja iznosi:

1 1 1 2
S=S1+S2 = S=h—+h—-h = S=2-h-—-h > S=h.(__1j —

=g 1-¢ l-q I-q
2
=3 (=3 1{=3 21—3 1{=3 T1—
[ P e T I e R R R N
3 1 3 3 3 3

=3m-(6-1)=3m-5=15m.
Vjezba 198
Gumena kuglica ispustena je s visine od 6 m na tvrdu podlogu. Svaki put kada udari u nju

2
odbije se do — visine. Koliko iznosi ukupan put (padanja i podizanja) koji prevali kuglica do svog

mirovanja?
Rezultat: 30 m.

Zadatak 199 (Karlo, srednja Skola)

Koliko iznosi zbroj svih troznamenkastih brojeva djeljivih sa 51 3?
Rjesenje 199

Ponovimo!

Niz (slijed) je aritmeticki ako je razlika svakog.¢lana niza (osim prvog) i ¢lana ispred njega stalna i
iznosi d.
a, —a =d , ay—ay =d , a, —ay =\d ", as—ay =d , ag —ds =d , .., ay -a, 4 =d ..

ap—a,_

1= d,n=>2.
Op¢i Clan aritmetickog niza s prvim ¢lanom a, i razlikom d ima oblik
ap = q +(n-1)-d.

Zbroj prvih n ¢lanova aritmetickog niza dan je formulom
n
Sy = 5'(611 +ay, )
Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice
a-n a

—=—,n#0, n#l.
b-n b
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
c14(17+c')=a4b+a-c s all7+a-c=a-(b+c).

Skup prirodnih brojeva ozna¢avamo slovom N, a zapisujemo:
N={1,2,34,5 ..,nn+l..}.

Prirodnih brojeva ima bezbroj (beskonacno).

Neposredni sljedbenik prirodnog broja je broj za 1 ve¢i od toga broja. Svaki prirodni broj ima svog
sljedbenika.

Visekratnik broja n je umnoZzak tog broja n i nekog prirodnog broja k.

Zbroj prvih n prirodnih brojeva racuna se po formuli:
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n-(n+1
142+3+4+45+ ... +(n—1)+n :M.
l.inacica
TraZeni prirodni brojevi djeljivi su sa 5 1 3 pa moraju biti viSekratnici broja 15, (5 - 3).
N =15-n, n je prirodan broj.
Najmanji troznamenkasti broj djeljiv sa 15 je
Ny =15-7=105,

a najveci

N2 =15-66 =990..
Zbroj S svih troznamenkastih brojeva djeljivih sa 5 i 3 iznosi:

§=157+15-8+15:9+ .. +15:66 = S=15-[7+8+9+ .. +66 | =

66-(66+1) 6-(6+1
= §=15[ (1+243+ .. +66)—(1+2+3+ .. +6) | = S=15-{ (66+1) _6-(6+1)

2 2

6667 67 66-67 6-7
= S=15-{T—T} = S=15-{T—T} = §=15-[33-67-3-7] =

= §=15-[2211-21] = §=15-2190 = §=32850.
2.inacica
Trazeni prirodni brojevi djeljivi su sa 5 i 3 pa moraju biti viSekratnici broja 15, (5 - 3).
N =15-n, n je pritodan broj.
Najmanji troznamenkasti broj djeljiv sa 15 je
Ny =157 =105,
a najveci
Ny =15-66=990..
IzraCunajmo broj ¢lanova niza.

a,=a,+(n-1)-d = a,+(n-1)-d=a,, = (n-1)-d=a, —a, =
n=9%9 1 n n~9Y

a, =990
1 ap —a an —a
= (n-1)-d=ay-a /- — = n-1= = n= +1= | a =106 | =
d
d=15
n=w+l = nzglﬁﬂ = =21 = =5941 = n=60.
Zbroj S svih troznamenkastih brojeva djeljivih sa 5 i 3 iznosi:
n =060
n 60 60
S=5~(a1+an) = | 4 =105 | = §="2(105+990) = §=—(105+990) =
a, =990

= §=30-1095 = § =32850.
Vjezba 199
Koliko iznosi zbroj svih dvoznamenkastih brojeva djeljivih sa 5 3?
Rezultat: 315.
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Zadatak 200 (Lana, gimnazija)

Tri broja Cine silazni aritmeticki niz. Njihov zbroj je 9. Ako se prvi uveca za 4, niz postaje
geometrijski. Koliko iznosi tre¢i broj u nizu?
Rjesenje 200

Ponovimo!

n m n+m
a =da . a -da =a .

Niz (slijed) je aritmeticki ako je razlika svakog ¢lana niza (osim prvog) i ¢lana ispred njega stalna i
iznosi d.

ay —a =d , czs—aZ:cl s a4—c13=cl R (15—(z4=cl s a6—a5=cl s s Ap—a =d ...

n—1
a, —a =d ,n=2.
n- “p-l

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice
a-n a
=— ,n#0, n#l.

Eb

Niz (a,) je geometrijski niz ako je svaki €lan niza, pocevsi od drugog, jednak prethodnom clanu
pomnoZenom s konstantom q # 0, tj.

Y1 =4
Broj q naziva se kvocijent geometrijskog niza.
Niz je geometrijski ako je omjer svakog ¢lana i ¢lana ispred njega stalan:

a,
n__g

4p-1
Neka su x 1y pozitivni brojevi. Tada je njihova geometrijska sredina definirana izrazom

G=./x-Yy.

Niz je geometrijski ako je svaki ¢lan (osim-prvog) geometrijska sredina dvaju susjednih ¢lanova.

a a 2
n__ ‘n+l = a, =a

“a. .
n—1 “n+l
ay,

a
n—1

MnoZenje zagrada
(a+17)-(c+d) =a-c+a-d+b-c+b-d.
Neka su zadana tri broja koji ¢ine aritmeti¢ki niz.
ay, ay, ag.
Budu¢i da je niz silazan (padajucéi) aritmeticki niz, moZemo zapisati.
a =a2+d, ay, as =a2—d , d>0.
Zbroj ¢lanova je 9 pa slijedi:
a; +ay +az =9 > a2+d+a2+a2—d =0 = a2+d+a2+a2—d=9 =
) :>3-a2=9:>3-a2=9/:3:>a2=3.
Clanovi silaznog aritmeti¢kog niza glase:
a =3+d, a, =3, as =3-d.

Ako se prvi €lan uveca za 4 niz postaje geometrijski.

a +4, ay, a3,

3+d+4,3,3-d,
7+d,3,3-d.
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Za geometrijski niz vrijedi:
2

37=(7+d)-(3-d) =
9=2143-d-T-d-d> = 9-21-3-d+7-d+d > =0 = d > +4-d-12=0 =
5 a=1,b=4,c=-12
d”+4.d-12=0 }
= =

a=1,b=4,c=-12

12 2-a
2
41447 -41(-12) —4+.[/16+48 —4+./64
:>d12: :dlzz—:dlzz—:
) 2.1 , 2 ) 2
—-4+8 4 4
d, = dy=— dy=—
= d12: = = = =
’ 2 d _—4-8 d = 12 d. = 12
25 5 2__? 2__?
d1=2 je rjesenje
= = d=2.
d2 =—6 nije rjeSenje jer mora biti d >0

Tre¢i broj u nizu iznosi:

a3=3-d = [d=2] = a;=3£2= ay=1.
Vjezba 200

Tri broja Cine silazni aritmeticki niz. Njihov zbroj je 9. Ako se prvi uveca za 4, niz postaje
geometrijski. Koliko iznosi srednji broj u nizu?
Rezultat: 3.
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