Zadatak 101 (Sanja, srednja Skola)

5
U razvoju binomnog izraza (2 2 n) treci je Clan, nakon sredivanja jednak 20480, a

Cetvrti ¢lan 5120. Odredi m — n.

Rjesenje 101
Ponovimo!
m . . .
(an) _gnm ’ an.am:anﬂn ’ afu):agu):f(x):g(x).
a=>b
= a-c=b—-d
c=d

Iz binomne formule

n n _ n _ n _ n
(a+b)n= ~an+ ~an 1~b1+ ~an 2~l72-1- ~an 3l73-4-...+ ~bn,
0 1 2 3 n

zakljucujemo da r-ti ¢lan glasi:
n » n—r+1 b r—l‘
r—1

1 2 3 4 n+l
n

posinie e brogii o 0: [ " [ [ ap
ocinje se brojiti od 0: of Lol laF L)

Promatramo razvoj binomnog izraza:
5
(a+b) =a5+5~a4~b+10~a3‘b2+]O~a2~b3+5‘a~b4+b5.

U zadatku treci ¢lan iznosi:

1O-a3-b2 =20480,

a Cetvrti

10-a2-b3 =5120.

Ako baze a i b zamijenimo sa 2™ i 2", dobije se:

3 2
10'(2 ) '(2 ) =20480 1023 .22 220480 /: 10 23 22 _ 9048
= = =
10,(2m)2,(2n)3:5120 102%™ .23 25120 /: 10 223 51
23.m+2-n:2048 23.m+2-n:211 3om42-n=11 oduzmemo
= =
22-m+3~n:512 22~m+3~n:29 2-m+3-n=9 jednadzbe

= 3m+2-n—(2:m+3-n)=11-9 = 3-m+2-n-2-m-3-n=2 = m-n=2.

Vjezba 101
- . m . ony .. L
U razvoju binomnog izraza (2 +2 ) trei je ¢lan, nakon sredivanja jednak 20480, a

Cetvrti ¢lan 5120. Odredi m + n.
Rezultat: 4.

Zadatak 102 (Ivan, srednja Skola)

1 1 1
Izracunajte : — +—+—+ ... +——.
20 30 42 2756



Rjesenje 102
Ponovimo!

a=b a b
=——— . —a+a=0.
n n o n
Uoc¢imo da se nazivnici razlomaka mogu rastaviti na faktore na sljede¢i nacin:

111 1 111 1
—t—t—F o t——=—F—+—+ ..+ .
20 30 42 2756 45 5.6 6-7 52.53
Svaki razlomak moZe se transformirati u razliku dva razlomka:

b 5-4_ 5 4 _ 5 4 11 165 _6 5 _6 5 _ 11
4.5 4.5 4.5 4.5 45 4.5 4 5 56 56 56 56 56 56 5 6
1 7-6 7 6 7 6 1 1
67 67 67 67 67 671 6 T

1 53-52 53 52 53 5 1 1

" 52.53 52.53 52.53 52.53 52.53 52.53 52 53
U ovom rastavu posluZzili smo se metodom neodredenih koeficijenata:
1 A B

=—+ , A1 B su nepoznati koeficijenti koje moramo izraCunati.
n-(n+l) n n+l

1 A

B
=—+ /'n-(n+1) > 1=A-(n+1)+B-n =
n-(n+1) n n+l " (n ) (n ) "

A+B=0
l1=A-n+A+B-n = 1=(A+B)-n+A = M1 = 1+B=0 = B=-1.
Zato je:

Konac¢no se dobije:

1 1 1 1 1 1 1 1 1
—t—t—+ . ——=—t—t— =
20 30 42 2756 45 56 6-7 51-52 52-53
111111 LIRS SR WD S R NS S B | 1111
4 55 6 6 7 51 52 52 5 4 5 5 6 6 7 51 5 52 53

I 1 53-4 49

T4 53 453 212
Vjezba 102
.. 1 1 1 1
Izraunajte : —+—+—+ ... +—.
30 42 132

1
Rezultat: —.

Zadatak 103 (Maria, gimnazija)

Niz je zadan formulom f(n) = f(n — 1) + n. Nadi f(100), ako je f(0) = 1.
Rjesenje 103
Ponovimo!
n- (n + 1)
142434445+ .. +(n-2)+(n-1)+n=——=.

Rekurzivna formula ili rekurzija je formula kojom se op¢i €lan niza izraZava pomocu prethodnih
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¢lanova. U rekurzivnoj formuli mora biti poznat prvi ¢lan, a ponekad je potrebno zadati vise od jednog
pocetnog ¢lana niza. Iz zadane rekurzivne formule slijedi:

f(n)zf(n—1)+n
F(0)=1

= £(100)=£(98)+99+100 = £(100)=f(98)+99+100 = f(100)=f(97)+98+99+100 =
= £(100)=f(97)+98+99+100 = £(100)=f(96)+97+98+99+100 =

} = £(100)=£(99)+100 = f(100)= f(99)+100 =

= £(100)=f(96)+97+98+99+100 = f(100)=f(95)+96+97+98+99+100 =

= £(100)=£(95)+96+97+98+99+100 = £ (100)= f(94)+95+96+97+98+99+100 =
= £(100)=f(94)+95+96+97+98+99+100 = £ (100)= f(93)+94+95+96+97+98+99+100 =

2)+3+4+5+6+7+ ... +93+94+95+96+97+98+99+100 =

p—
e
(=]

Il

\

—_

—~

F(2)+3+4+5+6+7+ ... +93+94+95+96+97+98+99+100 =
(1)+2+3+4+5+6+7+ ... +93+94+95+96+97+98+99+100 =
F(1)+2+43+4+5+6+7+ ... +93+94+95+96+97+98+99+100 =
= £(100)=f(0)+

= £(100) =/ (0)+1+2+3+4+5+6+7+ ... +93+94+95+96+97+98+99+100 =

1+2+34+4+54+6+7+ ... +93+94+954+96+97+98+99+100 =

= f(100)=1+1+2+3+4+5+6+7+ ... +93+94+95+96+97+98+99+100 =
= f(100)=1+1+2+3+4+5+6+7+ > #93+94+95+96+97 +98+99+100.
Racunamo f(100).
£(100)=1+1+2+3+4+5+6+7+ ... +93+94+95+96+97+98+99+100 =
= £(100)=1+(1+2+3+4+5+6+7+ ... +93+94+95+96+97 +98+99+100) =
+100-(100+1)
2

= F(100)=1 , 100-101

Vjezba 103
Niz je zadan formulom f(n) = f(n — 1) + n. Nadi f(1000), ako je f(0) = 1.

Rezultat: 500501.

= f(100)=1

= £(100)=50501.

Zadatak 104 (Tony, tehnicka Skola)

Rijesi jednadzbu: 2 ¥ T2 42 T yp ¥ X7l _g¥F3 gxF2 gxdl g

Rjesenje 104

Ponovimo!
n n
n m n+m 1 —-n 1 a a 0
a -a =ua , a =a , a == —| == , a =1
a b b
a fx) =a 8™ - f(x):g(x)
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju glasi:
aA(I7+c')=a4b+a-c s all7+a-c=a-(b+c).

Geometrijski red



al+al-q+al-q2+...

konvergentan je onda i samo onda ako vrijedi | q | < 1. Njegova je suma jednaka
1

s=a, —.
1o,
2x+2+2x+1+2x+2x_1+.. =3x+3+3x+2+3x+1+3x+... =
N R LT L IC LI S P S I Sl I S I O R S0 LI

= 2x~(22+21+1+2_1+...):3x~(33+32+31+1+...) =
1
= 2x-(4+2+1+5+ ...j=3x-(27+9+3+1+ ).

Oba geometrijska reda konvergentna su pa njihove sume iznose:

1
a1=4 , g=—
1 2 1 1
¢ 4+2+1+—+.. = | :s:4—1 :s:4-T:s:4-2:s:8.
s=ap—— 1—— —
1-¢ 2 2
1
a, =27, g=—
1 3 1 1 3
° 27+9+3+1+ ... = | :>s=27-—1:>s=27-32>s=27-—3
s=ap—— 1—-— — 2
1—-¢g 3 3
JednadZba sada glasi:
81 81
2% 8=3"2 o 2’“-8:3’“-?/-2 = 2%.16=3%.81 = 2%.2% 3% 3% 5
+4 x+4
x+4 x+4 x+4 x+4 1 2" 2
= 2 =3 = 2 =3 [ — = =1 =|- =1 =
x+4 x+4 3
3 3
x+4 0
2 2
= (—j :(—j = x+4=0 = x=—-4.
3 3
Vjezba 104
3 x+2 by x+2 x+1 X

Rijesi jednadZbu: 2x+ +2 +27 =3 +3 +37.
Rezultat: x=0.

Zadatak 105 (Josipa, srednja Skola)

Ako je 4. ¢lan geometrijskog niza jednak 3, umnozak prvih sedam ¢lanova tog niza iznosi:

A) 343 B) 2187 C) 177147 D) 81

Rjesenje 105

Ponovimo!
Niz (a,) je geometrijski niz ako je svaki ¢lan niza, po¢evsi od drugog, jednak prethodnom ¢lanu

pomnoZenom s konstantom q # 0, tj.
Y1 =4

Broj q naziva se kvocijent geometrijskog niza.
Op¢i €lan geometrijskog niza s prvim ¢lanom a; i kvocijentom q ima oblik
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n—1
ap=a;-q , n=1.

n o m n+m 1 n o n m-

n n n-m
a -a =a , a =a , a -b =(a~b) s (a ) =a .

3
a4=3 = a,-q =3.

UmnoZak prvih sedam ¢lanova niza iznosi:

B 2 3 4 5 6 7 21_
a1a2a3a4a5a6a7_alalqalq alq alq alq alq _al q =

7
=(a1-q3) =37 =2187.
Odgovor je pod B.
Vjezba 105

Ako je 4. ¢lan geometrijskog niza jednak 2, umnozak prvih sedam ¢lanova tog niza iznosi:

A) 32 B) 512 C) 64 D) 128
Rezultat: D.

Zadatak 106 (Josipa, srednja Skola)

U nekom aritmetickom nizu (a,) je a;; + a3 + a4 = 33. Koliko je

aj+as+a;+ag+ap+ag+ag+ an + as?

Rjesenje 106

Ponovimo!
Niz (a,) je aritmeticki niz ako je svaki ¢lan niza, po¢evsirod drugog, jednak prethodnom ¢lanu
uvecanom za konstantu d, tj.

a . Foptd.

Broj d naziva se razlika (diferencija) aritmeti¢kog niza.
Op¢i ¢lan aritmetickog niza s prvim ¢lanom a; i razlikom d ima oblik

ay :a1+(iz—l)~d.

n-(n+l)
14243+ ... +n=——-.
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a~(b+c)=a~b+a~c s a~b+a~c=a~(b+c).

U aritmeti¢kom nizu vrijedi
Uy +ay =ay +ay

ako i samo ako je
m+n=x+y.

1.inacica
ay+ajy+ay, =33 = (a1+11-d)+(a1+12-d)+(a1+13-d)=33 -
= aj+11-d+a +12-d+a;+13:d =33 = 3.a;+36:d =33 = 3.4, +36:d=33/:3 =

= a1+12-d=11.

Racunamo zadani zbroj.
aptaytagtaygtaptagetagtay, tays =

=a,+|a,+3-d)+\a,+6-d|)+|a, +9-d )+ ... +|a; +18-d)+|a, +21-d)+|a, +24-d|=
1o +3d)+ (o +6-a)+(q +9-d)+ o +(a+18-d)+(ay +21-d)+(ay +24-d)



=a1+al+3-d+al+6~d+al+9-d+al+12~d+a1+15-d+a1+18-d+al+21-d+a1+24~d=

=9-a+(3-d+6-d+9-d+12-d+15-d +18-d +21-d +24-d) =

8-(8+1) 8-9
=9-a1+3-d-(1+2+3+4+5+6+7+8)=9-a1+3-d-—=9-a1+3-d~7=
=9 3.0.52 9 3-d-4-9=9 12-d)= 12:d=11|=9-11=99
2.inacica

Uporabit ¢emo ¢injenicu da je za aritmeticki niz
Uy +ay =ay +ay
ako i samo ako je
m+n=x+y.

a12+a13+a14=33 = (a12+a14)+a13=33 = (a13+a13)+a13=33 = 2-a13+a13=33 =

= 3-a13=33 = 3-a13=33/:3 = a13=11.
Zadani zbroj iznosi:
aptaytagtaggtaptagetagtay, tays =

=(“1+"25)+(“4+“22)+(“7 +“19)+("10+“16)+“13 =
= (a3 +ap3)+(az +ayz)+ (a3 +ap3) +(az a3 raz =2-a3+2-a3+2 a3+ 2 a3+ a3 =
=9-a, =[al3 :11]:9-11:99.
Vjezba 106

U nekom aritmetickom nizu (a,) je:ay; + a;3 + a4 = 66. Koliko je

31+a4+a7+a10+al3+al6+alg+azz+a25?
Rezultat: 198.

Zadatak 107 (Ivan, gimnazija)
Koliki je umnoZzak drugog, osmog i Sesnaestog ¢lana niza s op¢im ¢lanom a,, = \/; ?
A) 16 B) 36 C) 24 D) 48

Rjesenje 107
Ponovimo!

\/;\/7:\/,\“)‘ s ,xlz,x s xn~,\*m:,\*”+m s \/xz:x, x=0.
Funkcija definirana na skupu prirodnih brojeva je beskonacni niz (sljed)
f:N—>R, an(n):an.

Niz se moze zadati formulom kojom se op¢i ¢lan, tj. n — ti ¢lan niza izraZava pomocu rednog broja n.
KaZemo da je n — ti ¢lan niza (a,) funkcija svog indeksa n.

an = f(n).

Umnozak zadanih ¢lanova niza iznosi:



ag =18 :a2~a8~al6=\/E~\/§~\/E=\/2~8~16=\/16~16=\/162=16.
a5 =/16

Odgovor je pod A.
Vjezba 107
Koliki je umnoZzak drugog i osmog €lana niza s op¢im Clanom a,, = \/; ?

A) 16 B) 8 C)4 D)2
Rezultat: C.

Zadatak 108 (Ivan, gimnazija)

Zbroj dekadskih logaritama prvih jedanaest uzastopnih ¢lanova geometrijskog niza jednak je
5.5. Sesti €lan tog niza je:

A) 10 B) |2 05 D) 2|2
Rjesenje 108
Ponovimo!

Definicija:
log, a=c,b>0,b%l,a>0 & b =a
Logaritam broja a po bazi b je broj ¢ kojim treba potencirati bazu b da se dobije broj a.

Mnemotehnicko pravilo za paméenje osnovne veze eksponencijalne i logaritamske funkcije:

logba=c logba=bc =
H
- 1
log 10 X = IOgX 5 lOg(}C‘ \): ]OgX'i‘lOg y s l()gx n = ”.logx R X n :7
X
1
clox ) Tlogfologx-logy , x2=yx

y
Niz (a,) je geometrijski niz ako je svaki €lan niza, pocevsi od drugog, jednak prethodnom ¢lanu
pomnoZzenom s konstantom q # 0, tj.

Y1 =4
Broj q naziva se kvocijent geometrijskog niza.
Op¢i ¢lan geometrijskog niza s prvim ¢lanom a; i kvocijentom q ima oblik
an =a -qn_l ,n=>1.
Niz je geometrijski ako je omjer svakog ¢lana i ¢lana ispred njega stalan:
a
n__g
41

Zapis prvih nekoliko ¢lanova geometrijskog niza moze se prikazati na razne nacine (ovisno o uvjetima
zadatka):

i a’a'q’a'qz’a'q?,’a'q4’a'q55a'q6’a'q7a---

b g’a’a'q’a'qzaa'q3’a'q4’a'q5’a'q6""



0 %,2,a,a-q,a-qz,a-q?’,a-q4,a-q5,...
q- 4
J %,%,ﬁ,a,a-q,a~q2,a~q3,a-q4,...
a q 1
itd.
l.inacica
Zapisimo prvih jedanaest uzastopnih ¢lanova geometrijskog niza na sljedeci nacin:
a a a a a 2 3 4 5
_5’_4’_3’_2’_’(/l’a'q’a'q ,a~q ,a-q ,a-q .
a q 9

Uocimo da je Sesti ¢lan toga niza broj a.

Iz uvjeta zadatka dobije se:

logis+logi4+logi3+log%+ +10g(a~q2)+10g(a~q3)+log(a~q4)+log(a~q5)=5.5 =
q q q q

5 4 3 2

j10g[i.i.i.i.ﬁ.a.a.q.a.q2.a.q3.a.q4.a.q5]=5,52
- 9 q q- 14

a a a a a 2 3 4 5
:>10g _._._._._.a.a.q.a.q .a.q .a.q .a.q :5'5 -
5 4 3 2 q
9 49 49 (4
11 ) 5
= loga =55 = 1l-loga=55 = 11-loga=5.57:11 = loga=05 = loga:E =

1
s 1
= loga=—- = logaz% = a=102 = a=.,/10.

Odgovor je pod A.
2.inacica
Zapisimo prvih jedanaest uzastopnih ¢lanova geometrijskog niza na sljedeci nacin:
a a a a a 2 3 4 5
_5’_4’_3’_2’_’Cl’a'q’a'q ,a-q ,a-q ,a-q .
a~ q q g~ 1

Uocimo da je Sesti ¢lan toga niza broj a.

Iz uvjeta zadatka dobije se:

i +1 i +1 i
TR T0ETS

q q q q

+logi+ +log(a-q2)+log(a-q3)+log(a-q4)+log(a-q5)=5.5 =

log 5

= loga—logqs+loga—logq4+loga—logq3+ +loga+logq3+loga+logq4+loga+logq5 =55 >
= loga—logqs+10ga—10gq4+10ga—10gq3+ +loga+logq3+loga+logq4+loga+logq5 =55 >
= loga+loga+loga+loga+loga+loga+loga+loga+loga+loga+loga=55 =
= 1l-loga=5.5 = 11-loga=5.5/:11 = loga=0.5 = logaz% =

1
s 1
= loga=—- = logaz% = a=102 = a=./10.

Odgovor je pod A.



Vjezba 108
_ Zbroj dekadskih logaritama prvih jedanaest uzastopnih ¢lanova geometrijskog niza jednak je
55. Sesti ¢lan tog niza je:
A) 10 B)10° 107> D)1

Rezultat: B.

Zadatak 109 (Vlado, gimnazija)
Niz (a,) zadan je rekurzivno: ay = 0,a,=n+ a,_ | - ne N. Kojem broju je jednak ayyo?

Rjesenje 109
Ponovimo!
n- (n + l)
1+2+3+4+5+ ... +n=——"".
Funkcija definirana na skupu prirodnih brojeva je beskonacni niz (sljed)
f:N>R , 6, n> f(n) =ay.

Niz se moZze zadati formulom kojom se op¢i €lan, tj. n — ti ¢lan niza izraZzava pomocu rednog broja n.
KazZemo da je n — ti ¢lan niza (a,) funkcija svog indeksa n.

ay :f(n).

Rekurzivna formula ili rekurzija je formula kojom se op¢i €lan niza izraZava pomocu prethodnih
¢lanova. Uz rekurziju treba zadati i vrijednosti prvih nekoliko ¢lanova niza — onoliko koliko se
prethodnih ¢lanova javlja u rekurziji.

Napisemo nekoliko ¢lanova zadanog niza.

a0=0

a =1+a0=1+0=1

a, =2+a1 =2+1=1+2

as =3+a, =3+2+1=1+2+3

a, =4+a3 =443+2+1=14+2+3+4

g =5+a, =5+4+3+2+1=142+43+4+5

4006 =2OO6+412005 =2006+2005+2004+ ... +3+2+1=1+2+3+ ... +2004 + 2005+ 2006.

Uoci da je €lan ayy jednak zbroju prvih 2006 prirodnih brojeva. Tada je:

2006-(2006+1) 2006-2007 _
2 - 2 N

45006 =1+2+3+ ... +2004+2005+2006 =

2 .
=M:1003.20@7 =2013021.

Vjezba 109

Niz (a,) zadan je rekurzivno: ay = 0,a,=n+ a, q » ne N. Kojem broju je jednak ayygy?
Rezultat: 2001000.

Zadatak 110 (Josipa, gimnazija)
Nadi ¢lan a, aritmetickog niza u kojem je a, =n, a, = m. (m #n)
Rjesenje 110
Ponovimo!
—x+x=0.



Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju
a-(b+c):a~b+a~c s a~b+a~c‘:a~(b+c).

Niz (a,) je aritmeticki niz ako je svaki ¢lan niza, pocevsi od drugog, jednak prethodnom ¢lanu
uvecanom za konstantu d, tj.

a =a, +d.

n+l

Broj d naziva se razlika (diferencija) aritmetickog niza.
Op¢i Clan aritmetickog niza s prvim ¢lanom a, i razlikom d ima oblik

ay :a1+(iz—l)~d.

ay =n metoda
. mn } = [ } = a1+(m—1)-d=n.

ap =a; + (m - 1) -d komparacije
a,=m metoda

° n = = a1+(n—1)-d=m.
ap =ay + (n - 1) -d komparacije

1z sustava jednadzbi izraCunamo razliku d.
a + (m=1)-d=n [Oduzmemo

a;+(n=1)-d =m } = aj+(m-1)-d—(aj+(n-1)-d)=n-m =

jednadzbe
= a1+(m—1)~d—a1—(n—l)-dzn—m = a1+m-d—d—a1—n~d+d=n—m =
= al+m-d—d—al—n-d+d=n—m => m-d-nd=n-m = (m—n)-d=n—m =

m-—n m=mn m-—n m-—n

= (m—n)-d=n—m /-

Racunamo prvi ¢lan a,.

amy, =a1+(m—1)-d} - [metoda

supstitucii } = a1+(m—1)'(—1)=n = a-m+l=n =
supstitucije

ayp=n,d=-1
= q =m+n-1.
Racunamo ¢lan a,,.
ap =al+(P_1)'d {metoda
=

supstitucije} = Ap =mtn=1+(p-1)-(-1) = ap=m+n-l-p+1 =

a1=m+n—1 ,d=-1
= ap=m+n—1—p+1 = ap=m+n=p.

Vjezba 110
Nadi ¢lan a,q aritmetickog niza u kojem je a,, = n, a, = m. (m # n)

Rezultat: ajp=m +n-10.

Zadatak 111 (Monika, gimnazija)

Odredi Sest brojeva ¢ija je aritmeticka sredina jednaka 3, a svaki je sljede¢i od prethodnog
veci za 0.4.

Rjesenje 111
Ponovimo!

Neka je dan skup n pozitivnih brojeva { aj, Ay, Az, Ay, dg, ..., Ay } Tada je aritmeticka sredina

definirana izrazom

10



A Lll+(12+a3+(14+615+ +(1n

n =
n

Aritmeticka sredina dobije se da zbroj pozitivnih brojeva podijelimo njihovim brojem.
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju
a~(b+(,‘) =a-b+a-c , a~b+a-c‘:a-(b+c).
l.inacica
Oznacimo slovom x prvi od Sest trazenih brojeva. Budu¢i da je sljedeci broj za 0.4 veci od prethodnog,
dobije se niz:
x, x+04 , x+08 , x+1.2 , x+1.6 , x+2.

Aritmeticka sredina zadanih Sest brojeva je 3 pa slijedi:

x+(x+04)+(x+08)+(x+1.2)+(x+1.6)+(x+2)

=3 =
6
x+x+04+x+0.8+x+12+x+1.6+x+2 6-x+6 6-(x+1)
=3 = =3 ——==3 =
6 6 6
6-(x+1)
= T:3 = x+1=3 =>x=3-1 = x=2.

Trazeni brojevu su:
2,24 ,28,32, 36, 4
2.inacica
Oznacimo slovom x prvi od Sest trazenih brojeva. Budu¢i dajessljedeci broj za 0.4 veci od prethodnog,
dobije se niz:
x, x+04 , x+08 , x+12', x+1.6 , x+2.

Aritmeticka sredina zadanih Sest brojeva je 3 pa slijedi:

x+(x+04)+(x+0.8)+(x+1.2)+(x+1.6)+(x+2)

=3 =
6
x+x+044+x+08+x+1.2+x+1.6+x+2 _
6
x+x+04+x+08+x+12+x+1.6+x+2
p =3/-6 =

= x+x+04+x+08+x+12+x+1.6+x+2=18 = 6-x=18-04-0.8-12-1.6-2 =

= 6-x=18-6 = 6:x=12 = 6-x=12/:6 = x=2.
Trazeni brojevu su:
2,24 ,28,32, 36, 4
Vjezba 111
Odredi pet brojeva €ija je aritmeticka sredina jednaka 6, a svaki je sljede¢i od prethodnog
vedi za 2.

Rezultat: 2,4,6, 8, 10.

Zadatak 112 (Jelena, srednja Skola)

Posljednji, 25 — ti red stadiona moZe primiti 2048 gledatelja. Svaki prethodni red prima 20
gledatelja manje. Koliko gledatelja prima prvi red stadiona? Koliko je gledatelja na stadionu, ako je
popunjen do posljednjeg mjesta?

Rjesenje 112

Ponovimo!

Niz (a,) je aritmeticki niz ako je svaki ¢lan niza, pocevsi od drugog, jednak prethodnom ¢lanu

11



uvecanom za konstantu d, tj.
a1 =antd.
Broj d naziva se razlika (diferencija) aritmeti¢kog niza.
Op¢i Clan aritmetickog niza s prvim ¢lanom a, i razlikom d ima oblik

ap = q +(n-1)-d.

Zbroj prvih n ¢lanova aritmetickog niza dan je formulom

=" [+ an]

Bududi da je rijec o aritmeti¢kom nizu (zadana je razlika d i n — ti €lan), prvi ¢lan dobit ¢emo iz
formule za op¢i ¢lan niza.

=2048 , d=20}

= 2048=qa, +24-20 = 2048=a

| | +480 = a; +480=2048 =

925
ays =q +24-d

= q =2048-480 = a =1568.

Kada je stadion popunjen do posljednjeg mjesta broj gledatélja’iznosi (racunamo zbroj prvih n ¢lanova
aritmeti¢kog niza):

a =1568 , =2048

45

=45200.

25

25
= 5y5 = (1568:+2048) = s

25
) :2.(a rard) ==3616 = s,
2575 4 Tas

Vjezba 112
Posljednji, 25 — ti red stadiona-moZe primiti 2008 gledatelja. Svaki prethodni red prima 20
gledatelja manje. Koliko gledatelja prima prvi red stadiona?

Rezultat: 1528.

Zadatak 113 (4A, TUPS)
IzraCunaj q ako je S; =35 ,a, =5.
Rjesenje 113
Ponovimo!
Niz (a,) je geometrijski niz ako je svaki €lan niza, pocevsi od drugog, jednak prethodnom clanu
pomnoZenom s konstantom q # 0, tj.

a . =day-q.
n+l =~ 9n 4

Broj q naziva se koli¢nik (kvocijent) geometrijskog niza.
Niz je geometrijski ako je omjer svakog ¢lana i ¢lana ispred njega stalan:

an _

a
n—1

Zbroj prvih n ¢lanova geometrijskog niza je
n

Sp=ay - , q#1.

1-¢
Razlika kubova:

12



513—173 :(a—b)-(az+a-b+b2).

Budu¢i da je rije¢ o geometrijskom nizu, koli¢nik q dobije se iz sustava jednadZzbi:

3
S3=35 a =g =35 metoda 1—q3 1—q3
=1 1-4 = =25 —-=35=5—1=35/5>
a; = supstitucije 1-¢q 1-¢g
a, =
1
2 2
1—g° (1-q)(l+q+q (I=q)(l+q+q 5
= =7 = =7 = =7 = 1l+q+tq =7 =
l-¢q l-g 1-g
) a=1,b=1,c=-6
— ltgiq>—T=0= g2 +q-6=0= 9 T476=0 = Py PR
a=1,b=1,c=-6 Gy H=—
1,2 2-a
_—1E1-4-1-(-6) _—1£1+24 _—1+/25 _—1%5
= 4= 21 = 4= > 1277 12775
. _—1+5 ‘ 4
1~ 175 q=2
- 125 - 26 =, 3}
=_ "~ =—_ Q==
qn 2 4y 2
Vjezba 113
Izracunaj q ako je S; =28, a; = 4.
Rezultat: q=2,q=-3.
Zadatak 114 (4A, TUPS)
Izradunai q ako ie S 7 1
zracuna axKo je€ =— , 5. =—.
jqako je S3=" ay 5o

Rjesenje 114
Ponovimo!
Niz (a,) je geometrijski niz ako je svaki €lan niza, pocevsi od drugog, jednak prethodnom ¢lanu
pomnoZenom s konstantom q # 0, tj.
Y1 =4

Broj q naziva se koli¢nik (kvocijent) geometrijskog niza.
Niz je geometrijski ako je omjer svakog ¢lana i ¢lana ispred njega stalan:

9n  _ g

4p

Zbroj prvih n ¢lanova geometrijskog niza je

l1-g¢q

Sp=ay- , q#1.
Op¢i €lan geometrijskog niza s prvim ¢lanom a; i kvocijentom q ima oblik
an =a ~qn_1 ,n=1

Razlika kubova:

a3—b3 :(a—b)-(a2+a~b+b2).
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l.inacica
Budu¢i da je rije¢ o geometrijskom nizu, koli¢nik q dobije se iz sustava jednadZbi:

7 7 7 7

374 Y1z, "a NN, T a- 1—q 4 - [metoda }:}
1 supstitucije
2

a—l
12-q

2
| (]—q)~(1+q+q )
2.q I-¢

=

ENIIEN

4 2. 4

= 2+2-q+2-q2=7-q = 2+2-q+2-q2—7-q=0 = 2-q2—5-q+2=0 =

2 _
:2~q2—5~6]+2=0:>2'q =59+2=0 }:
a=2 ,b=-5,c=2

5+25-4-2.2 5+.J25~16 _5+.9 5%3

= A= ) i 1 Y=y T hpT, 7

2.inacica
Budué¢i da je rije¢ o geometrijskom nizu, koli¢nik q dobije se iz sustava jednadZbi:

7 7
= : = o a, - i
374 - - 4| _ podijelimo - 11—y _4
1 1 jednadZbe 1
2 P 2

2
7 7 (1_‘1)'(1"“1"'(1 ) 7
= ——T == === ===
2 : 2 q-(1-q) 2

2

5 242.g42.g2=T-q = 2429422 -T-g=0 = 2.g>-5-g+2=0 =
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2 -
= 2.¢2-5.q+2=0= 29 T34+2=0 = bt bi—dge [
a=2 ,b=-5,c=2 = -

9,2 24
=y _5%,/25-4-2.2 ~y _5+25-16 ~y 5149 ~ oy _5%3 N
1,2~ 2.2 1,2~ 4 127 4 127 4
543 8
== - =_ =2
ql 4 ql 4 ql
= = 4 1 ¢
45 = 4 qZ—Z 2

Vjezba 114
IzraCunaj q ako je S; =28, a, = 8.
Rezultat: q=2,q=-3.

Zadatak 115 (Matea, srednja Skola)

Turisticki autobus za razgledavanje grada uveo je novi nacin placanja karata. Prvi putnik koji
ude u autobus placa 83 kn, a svaki sljedec¢i 3 kn manje.
1) Koliko je svoju kartu platio osmi putnik?
2) Odredite formulu C(n) za cijenu (u kunama) koju je platio n — ti putnik.
3) Koji je po redu usao putnik koji je platio 32 kn?
Rjesenje 115

Ponovimo!
Niz (slijed) je aritmeticki ako je razlika svakog ¢lana niza (osim prvog) i ¢lana ispred njega stalna i
iznosi d.

ay —a =d , ay —a, =d , ay —as =d , agray =d , ag —ds =d , .., ap—a, 4 =d ..

ap=a ., =d , n=2.

n-l1
Broj d naziva se razlika (diferencija) aritmetickog niza. Aritmeticki niz je jednozna¢no odreden ako
znamo prvi ¢lan a; i razliku d.

Op¢i €lan aritmetickog niza s prvim ¢lanom a, i razlikom d ima oblik

ay :a1+(iz—l)~d.

Niz (a,) je aritmeticki niz ako je svaki ¢lan niza, pocevsi od drugog, jednak prethodnom ¢lanu
uvecanom za konstantu d, tj.

a,. 1 =an +d.
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a~(b+c) =a-bt+ta-c , a~b+a~c=a~(b+c).

1)
Budu¢i da je rije€ o aritmeti¢kom nizu (zadan je prvi ¢lan i razlika d), osmi ¢lan dobit ¢emo iz
formule za op¢i €lan niza.
a = 83,d=-3
ag =a; + 7-d
Osmi putnik svoju je kartu platio 62 kn.

=62.

} = ag =83+7-(-3) = ag =83-21 = ay

15



2)
Formula C(n) za cijenu (u kunama) koju je platio n — ti putnik ako je zadan prvi ¢lan i diferencija
glasi:
C(n)=ay+(n-1)-d = C(n)=83+(n-1)-(-3) = C(n)=83-3-n+3 = C(n)=86-3-n.
3)
Racunamo koji je po redu usao putnik koji je platio 32 kn.
a1=83 ,d=-3, a,=32
an=a1+(n—1)-d = 32=83+(n-1)-(-3) = 32=83-3-n+3 =
n="7?

= 3-n=83+3-32 = 3.n=54 = 3-n=54/:3 = n=18.
Putnik koji je platio 32 kn uSao je osamnaesti po redu u autobus.
Vjezba 115
Turisticki autobus za razgledavanje grada uveo je novi nacin placanja karata. Prvi putnik koji
ude u autobus placa 83 kn, a svaki sljedec¢i 3 kn manje. Koliko je svoju kartu platio deseti putnik?

Rezultat: 56 kn.

Zadatak 116 (Katarina, srednja Skola)

Tri pozitivna broja ¢ine geometrijski niz. UmnoZak prvoga i trecega Clana je 1.44. Koji je
drugi ¢lan toga niza?
Rjesenje 116

Ponovimo!

\la2 =a ,.a=20.

Niz (a,) je geometrijski niz ako je svaki ¢lan niza, pocevsi od drugog, jednak prethodnom clanu
pomnoZenom s konstantom q # 0, tj.

&, %1 = dn - q-
Broj q naziva se koli¢nik (kvocijent) geometrijskog niza.
Niz je geometrijski ako je omjer svakog clana i ¢lana ispred njega stalan:

a,

=g
4p

Op¢i €lan geometrijskog niza s prvim ¢lanom a; i kvocijentom q ima oblik

ap = a -c/n_l , n=1.

Neka su x i y pozitivni brojevi. Tada je njihova geometrijska sredina definirana izrazom
G=\xy.
Neka su a, b i ¢ tri uzastopna ¢lana geometrijskog niza. Tada vrijedi:

a, b, c

geometrijski » = :b2=a~c/*f = b=\la-c.

Q|

c
. b
niz

Racunamo drugi ¢lan zadanog geometrijskog niza.

a, b, c

é=% — b=Jac = b=J144 = b=y12% = b=12.
a

a-c=144
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Vjezba 116

Tri pozitivna broja ¢ine geometrijski niz. UmnoZak prvoga i tre¢ega €lana je 1.69. Koji je

drugi ¢lan toga niza?
Rezultat: 1.3.

Zadatak 117 (Marko, srednja Skola)

/4
Neka je 0<x<5. Ako je S1 =1+sin2x+sin4x+sin6x+ s

52 =1+cos2 x+cos4x+cos6x+ ... , nadite S1 +52’
Rjesenje 117
Ponovimo!
2 ) a ¢ a-d+b-c . .
cos“a+sin“a=1 , —+—=———— |, sin2a=2-sinx-cosax
b d b-d

Geometrijski red
tagta-qia g o+ .. +a-q"+
a ta-qta;-q-+a-q -~ taq
konvergentan je onda i samo onda ako vrijedi

‘q‘<l.

Njegova je suma jednaka

Geometrijski red
1+ sin2 x+ sin4 X+ sin6 X+ ..

je konvergentan jer mu je koli¢nik
V3
q=sin2x<1 zbog 0<x<5

pa njegov zbroj iznosi

>

(a-b)n =a " -b

q=sin2x
w2 A6 _ 1 _ 1
S, =1+sin” x+sin x+sin” x+ ... = 1 = Si=——F— = §; =
1 § = 1 1 —sin2 1 2
1= —sin” x cos” x
I-q
Geometrijski red
1 2 4 6
+cos” x+cos” x+cos” x4+ ..
je konvergentan jer mu je koli¢nik
V4
q=6052x<12b0g0<x<5
pa njegov zbroj iznosi
_ 2
q=cos” x !
S2=1+c0s2x+cos4x+cos6x+ . 1 = 5, = = S, = 5
Sy=— 1—cos” x sin“ x
l-¢g
Racunamo zbroj S; + S,.
1 1 sinZ x+cos x 1 proSirujemo
SItS =5 v =5 =5 5 T 5 5 - =
cos“x sin“x cos”x-sin“x cos” x-sin”x | razlomak sa 4

17
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4 4 4 4

4-coszx-sin2x (2-cosx-sinx)2 (sin2x)2 sin22x.

Vjezba 117
T
Neka je 0<x<5. Ako je S1 =1+sin2x+sin4x+sin6x+ s

52 = 1+cos2 x+cos4x+cos6x+ ... , nadite Sl_l +S2_1.

Rezultat: 1.

Zadatak 118 (Frendice, gimnazija)
Na slici je prikazan niz koncentri¢nih kruZnica sa srediStem u tocki O. a je mjera kuta £ AOB

izraZena u stupnjevima, a | OA | = 10 cm. Na polumjeru OA leZi niz to¢aka A, A,, Aj, ..., ana
polumjeru OB niz tocaka By, B,, Bs, ... .

Tocka A je sjeciste polumjera OA i okomice iz tocka B na taj polumjer.

Tocka A, je sjeciSte polumjera OA i okomice iz togka B, na taj polumjer itd.

a .
cm. Odredite a.

Zbroj duljina svih kruZnih lukova ATS’ + AIBI + A282 + ASBS + ... jednak je

Rjesenje 118
Ponovimo!
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.

ct-(17+c')=a-b+a-c s a-b+a-c=a-(b+c).
Geometrijski red

tagta-qia-qg o+ .. +a-q"+
a ta;-qra;q-+aq e tay g

konvergentan je onda i samo onda ako vrijedi
‘ q ‘ <1.
Njegova je suma jednaka
a
s=——,
I-¢

Ako je r polumjer kruZnice, tada je duljina luka sa sredi$njim kutom od a stupnjeva dana formulom:
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r-7

1809

Trokut je dio ravnine omeden s tri duZine. Te duZine zovemo stranice trokuta.
Pravokutni trokuti imaju jedan pravi kut (kut od 90°). Stranice koje zatvaraju pravi kut zovu se katete,
a najdulja stranica je hipotenuza pravokutnog trokuta.

Kosinus Siljastog kuta pravokutnog trokuta jednak je omjeru duljine katete uz taj kut i duljine
hipotenuze.

Sa slike vidi se (kruznice su koncentri¢ne):

l(a)= a.

|0|=|0B|=10 cm , |04, |=| 0B, | . |04, |=|0B, | . |0ay|=| 0Bs] . -

Racunamo duljinu luka / =‘ AB ‘

|OA|-7r-a 107« 10-7-a T
180 180 180 18

e Racunamo duljinu luka / —‘ ‘

Uoc¢imo pravokutan trokut AOA;B i pomocu funkcije kosinus dobije se:

on]| \ on|
cosg=——— => cosax=——-/- ‘()B‘ ‘OA ‘=|OB|-cosa = ‘OA ‘=10-cosa.
|oB | 0B ! !
Duljina luka 1, iznosi:
OA|-m-«a 10-cosax-7-« 10-7-¢¢-cosa
1L R T BRI (T8 N [ 72
180 180 180
10-7-a-cosa T-0-cosa
= llz— = llz—.
180 18

e Racunamo duljinu luka 12 =‘ A232 ‘

Uoc¢imo pravokutan trokut AOA,B, i pomoéu funkcije kosinus dobije se:
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|04, |

|05,

cosa = /-‘OBI‘ :‘OAZ‘z‘OBl‘-cosa:
= UOBI‘Z‘OAI‘ZIO-COSQ] = ‘OAz‘zlo-cosa-cosa = ‘OAz‘zlo-cosza.
Duljina luka 1, iznosi:

OAZ‘-ma

2 2

10: a-rwT-a 10-7 o a
IZJ— = [[o, [=10-co’a ] » ¥ @ma 10T a
180 180 180
_1()-71'-0{~c082a' _71'~01~00520(

= 1

= Il = =
2 180 2 18

A3B; ‘

Uoc¢imo pravokutan trokut AOA;B, i pomoéu funkcije kosinus dobije se:

e Racunamo duljinu luka 13 =
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|04, |04

- Ccosa =
‘032‘ ‘032‘

cosa =

/. \032\ - ‘OAs‘z‘OBz‘-cosa -

= [‘OBZ‘:‘OAZ‘:IO-COSZQ’J = ‘0A3‘=10~0052a~cosa = ‘0A3‘=1()-cos3a.

Duljina luka 1; iznosi:

‘0A3"7"0‘ 3 10-cos> a-7-& 10-7-a-cos”
3= = UOA%‘le-cos 05} = l3=— = l3=—
180 : 180 180
10-7z-a-cos3a 7z-a-cos3a
= l3=— = l3=—.
180 18
Dakle, vrijedi:
[_F@  _Tacosa _Jz-a-cosza _Jz-a-cos3a l _mea-cos" &
18 1 18 2 18 '3 18 coen 18
Budu¢i da je zadan zbroj duljina svih kruznih lukova, slijedi:
Sm-o
l+ll+12+l3+l4+ =
18
2 3 4
& TW--COS&X 7W-x-COS O T-X-COS & TT-X-CoOs @& 57«
= + + + + + .=
18 18 18 18 18 18
T T-a-coso Jz-a-cosza z-a-cos3a 7[-05-0054(1 S5« 18
= + + + + + .= : =
18 18 18 18 18 18 T
= 1+cosa’+cosza+cos3a’+cos4a+ ..=5.
Na lijevoj strani jednakosti je konvergentan-geometrijski red jer je kolicnik
|q|=|cosa|<1
pa vrijedi
a1=1 , g=cosa
1 1
a > ———=5=—2=5/(l-cosar) = 1=5-(1-cos) =
_1=5 l1—-cosa 1—cosa
I-q

= 1=5-5-cosa = 5-cosa=5-1 = 5-cos¢=4 = S5-cosa=4/:5 =

= cosOt:; = azcos_l(éj = a=36052'11.6".

Vjezba 118
Na slici je prikazan niz koncentri¢nih kruZnica sa srediStem u tocki O. a je mjera kuta £ AOB

izraZena u stupnjevima, a | OA | = 10 cm. Na polumjeru OA leZi niz to¢aka A, A;, Aj, ..., ana
polumjeru OB niz tocaka By, B,, Bs, ....

Tocka A, je sjeciSte polumjera OA i okomice iz to¢ka B na taj polumjer.

Tocka A, je sjeciSte polumjera OA i okomice iz totka B | na taj polumyjer itd.

T

Zbroj duljina svih kruZnih lukova Xl\i + AIBI + A232 + A3B3 + ... jednak je cm. Odredite a.
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Rezultat: 90°.

Zadatak 119 (Ivana, gimnazija)

O brojevima a, b i ¢ znamo sljedece: niz a, b, ¢ je aritmeti¢ki niz,a+ c=10iniza+ 1,b + 4,
¢ + 19 je geometrijski niz. Odredite te brojeve.
Rjesenje 119

Ponovimo!
MnoZenje zagrada

(a+b)-(c+d)=a-c+a-d+b-c+b-d.
Niz (slijed) je aritmeticki ako je razlika svakog ¢lana niza (osim prvog) i ¢lana ispred njega stalna i
iznosi d.
a, —a =d , az—ay =d , ay —as =d\, as —ay, =d , ag —ds =d ,..,a,—a

=d ,n=>2.

L =d -

a4, —d
n n—1

Broj d naziva se razlika (diferencija) aritmetickog niza. Aritmeticki niz je jednozna¢no odreden ako
znamo prvi ¢lan a; i razliku d.

Svaki ¢lan aritmetickog niza (osim prvog) jednak je aritmeti¢koj sredini dvaju susjednih ¢lanova
(prethodnika i sljedbenika):

a +a
a, —n-l ntl 2-ap=a,  +a, .
Niz je geometrijski ako je kvocijent svakog ¢lana niza (osim prvog) i ¢lana ispred njega stalan i iznosi
g. Broj q zovemo kvocijent (koli¢nik) geometrijskog niza.

a a a a a a

2oy, By, By, =g, b=y, g

a a, ay a, ag a, 4
Svaki ¢lan geometrijskog niza (osim prvog) jednak je geometrijskoj sredini susjednih ¢lanova
(prethodnika i sljedbenika).

2 _
= a; =a

=y -1 %+ n—1"%n+1-
Niz a, b, ¢ je aritmeticki pa vrijedi:
a+tc a+c
b= = b= 5 /-2 = 2-b=a+c = a+c=2-b.

1z sustava jednadzbi
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a+c=10
at+c=2-b

} = 2:b=10 = 2:b=10/:2 = b=5S.

izraCunamo c¢lan b.

a+c=10 metoda
a+c=2-b komparacije
Niza+ 1,b+4, c + 19 je geometrijski pa vrijedi:

brd=J(at1)(c+19) = brd=(a+1)(c119) /% = (b+4)> =(a+1)-(c+19) =

= (a+1)-(c+19) = (b+4)>.

1z sustava jednadZbi izraCunamo ¢lanove a i c.

a+c=10 c=10-a
[metoda }
b=5 = b=5 = =
2 2 supstitucije
(a+1)-(c+19)=(b+4) (a+1)-(c+19)=(b+4)

= (a+1)-(10—a+19)=(5+4)2 = (a+1)-(29—a)=92 = (a+1)-(29-a)=81 =
= 29-a—a2+29—a=81 = 29-a—a2+29—a—81=0 = —a2+28-a—52=0 =

2
= —a2+28-a—52=0/-(_1) = 02_28.04-52:0 = a —28-a+52=0 } .

a=1,b=-28, c=52

a=1,b=-28, c=52

P
—(—28)1\/(—28) _4.1.52 28+ /784 -208
= pbP—dac [T Y427 = 4= =

, 21 1,2 2
al’z_ 2-a

L o282 L2

28+./576 + 1- 1= a, =26

3a12:—:>a12:28 24:> 2 = 2 = 1 .

, 2 ; 2 2824 4 ay=2
a = a —_— —
2 2 27

Vidimo da su dva rjeSenja za prvi ¢lan niza Sto znaci da ¢e postojati dva niza sa navedenim

svojstvima.
Sada racunamo ¢lan c.
a1:26 c1:10—26 c1=—16
= [c=10-a] = = )
a, 2 c,=10-2 cH =8

2 2

TraZeni nizovi su:

a., b, q ay, b, ¢y
26, 5, _16 23 59 8
Vjezba 119
O brojevima a, b i ¢ znamo sljedece: niz a, b, c je aritmeticki niz, a+c=201iniza+ 2, b + 8§,
¢ + 38 je geometrijski niz. Odredite te brojeve.

Rezultat: 52,10,-32 , 4,19, 16.
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Zadatak 120 (Sara, gimnazija)
1

10g32’ 10g62’ 10g122

Dokazi da su brojevi tri uzastopna c¢lana aritmetickog niza

(slijeda).
Rjesenje 120
Ponovimo!
1

n
logqb logja =nlog,a , log;(a-c)=log, a+log,c.

log pa=
Niz (slijed) je aritmeticki ako je razlika svakog €lana niza (osim prvog) i ¢lana ispred njega stalna i
iznosi d.

a, —a =d , a3—azzd s a4—a3:d R c15—a4:d s a6—aszd s ey, Oy —d =d ..

=d ,n=>2.
n—1

Broj d naziva se razlika (diferencija) aritmetickog niza. Aritmeticki niz je jednozna¢no odreden ako
znamo prvi ¢lan a; i razliku d.

Svaki ¢lan aritmetickog niza (osim prvog) jednak je aritmeti¢koj sredini dvaju susjednih ¢lanova
(prethodnika i sljedbenika):

n—1
a, —a

a .+a
a, = n-l ol 2-ap=a, j+a, .
Brojevi
1 1 1
10g32 10g62 10g122
tri su uzastopna ¢lana aritmetickog niza (slijeda) pa vrijedi:
1 1 1 1
+ +
1 log32 log 122 1 10g32 log 122 1 1 1
= = = /-2 = 2- = +

10g62 2 10g62 2 10g62 10g32 10g122

= 2-10g26:10g23+10g212 = 10g262:10g2(3~12) = 10g236:10g236. Dokaz gotov.

Vjezba 120
1

10g42’ log82’ 10g162

Dokazi da su brojevi tri uzastopna c¢lana aritmetickog niza

(slijeda).
Rezultat: Dokaz analogan.
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