Zadatak 081 (Mirela, maturantica)
Prvi ¢lan aritmetickog niza iznosi 1, zbroj prvih m ¢lanova odnosi se prema zbroju prvih n

¢lanova kao m” : n’. Nadi taj niz.
Rjesenje 081
Ponovimo!

x-y=0 = x=01ili y=0ili x=y=0.

Razmjer
a:b=c:d = a-d=b-c.
Niz (a,) je aritmeticki niz ako je svaki ¢lan niza, pocevsi od drugog, jednak prethodnom ¢lanu
uvecanom za konstantu d, tj.
a, . =antd.

Broj d naziva se razlika (diferencija) aritmetickog niza.

Zbroj prvih n ¢lanova aritmeti¢kog niza dan je formulom

S :g-[lal +(n—l)~cl].

Iz uvjeta zadatka slijedi:

a1=1 a1=1
) = =
SpmiSp=m-n no Sy =m sy
al—l
n -E-[Z-a1+(m—1)-d}=m E [2 a1+(n—1) d]

= n2~%-[2-1+(m—1)~d:|=m2~§-[2~1+(n—1)-d] =

= n2~%~[2+(m—1)~d]:m2-g-[2+(n—1)~d] = [m, n;t()] =

2

m-n

2 m 2 n
=>n -E-[2+(m—1)-d]=m ~E~[2+(n—l)-d]/- =
= n[2+(m-1)-d|=m-[2+(n-1)-d]| = n:[24m-d-d]=m-[2+n-d-d] =
= 2-n+m-n-d-n-d=2-m+m-n-d-m-d = 2-n+m-n-d-n-d=2-m+m-n-d-m-d =
= 2n-nd=2-m-m-d = 2-n-n-d-2-m+m-d=0 = 2-n-2-m-n-d+m-d=0 =
= (2:n-2-m)—(n-d-m-d)=0 = 2-(n-m)-d-(n-m)=0 = (n-m)-(2-d)=0 =
n—m=0 nema smisla jer je n#m
= }:>2—d=0:>—d=—2/-(—1):>d=2.
2-d=0
Trazeni niz (slijed) glasi:
a1=1 ,d=2

} = 1,357, ..
a

ntl = n *d

Vjezba 081
Prvi ¢lan aritmetickog niza iznosi 1, zbroj prvih m ¢lanova odnosi se prema zbroju prvih n

¢lanova kao m : n. Nadi taj niz.
Rezultat: Konstantan niz (slijed): 1, 1, 1, ...



Zadatak 082 (Valentina, maturantica)

3-n-1
Nadi prvi ¢lan i razliku aritmetickog niza opéeg €lana a,, = ’; .
Rjesenje 082
Ponovimo!

a—-b a b

n n n

Niz (a,) je aritmeticki niz ako je svaki ¢lan niza, pocevsi od drugog, jednak prethodnom ¢lanu
uvecanom za konstantu d, tj.

a ,=a,+d.

n+l

Broj d naziva se razlika (diferencija) aritmetickog niza.
Op¢i ¢lan aritmetickog niza s prvim ¢lanom a, i razlikom d ima oblik

ay :a1+(iz—l)~d.

prosirimo sa

3n—1:> 3-n 1 n 1 O N N N
a, = ay =———— =——— ay =———+———
"6 "6 6 "2 06 == " 2 6
2 2
n 1 1 1 1 3-1 1
= a,=|——— —— | = a,=—-(n-1)+— = g, =—-(n-1)+— =
=23 ) 3-1] = =g ) p=t (o)
= a; =— (n—l)+l = an=—+(n—1)-l.
2 3 2
Prvi €lan a; i razlika d glase:
1
a, =a, +(n—1)-d a, =—
n 1 ( ) 1 3
1 (= 1
ay, =—+(n-1) —
g
Vjezba 082
o . . .y . . 2-n—-1
Nadi prvi €lan i razliku aritmetickog niza opceg ¢lana a,, = R

d=1.
2

N | =

Rezultat: a =

Zadatak 083 (Branislav, srednja Skola)

Odredi geometrijski niz ako je a; = 3, a, = 192, s, = 129.
Rjesenje 083

Ponovimo!

n m n+m
a -da =da .

Niz (a,) je geometrijski niz ako je svaki ¢lan niza, pocevsi od drugog, jednak prethodnom clanu
pomnoZenom s konstantom q # 0, tj.

1 =4

Broj q naziva se kvocijent geometrijskog niza.
Op¢i €lan geometrijskog niza s prvim ¢lanom a; i kvocijentom q ima oblik

aﬂzalqn_l ,n=>1.

Zbroj prvih n ¢lanova geometrijskog niza je
n

sn:al~q71 , q#1.
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_ _ -1
an=a1-qn 1 192:3.q” 1 192=3-qn /-% 64.q:q"
n = n = N n =
g -1 q -1 n_4 _gq -1
—a 129=3. q 43 =
Sn=4d 129=3. /:3
1 g-1 g—1 g-1 g-1
64-g-1 64-g-1
= 43= q1 = 43= q1 I (g-1) = 43-(g—=1)=64-g—1 = 43.g-43=64-qg—1 =
q- q-

= 43.q—-64-gq=—-14+43 = -21.-q=42 /: (—21) = g=-2.

Geometrijski niz glasi:

a = 3,g=-2
) 3 = 3,-6,12, —24, 48, -96, ...

ap, ap g, apq . ap g, a0q .
Vjezba 083

Odredi geometrijski niz ako je a; = 2, a, = 128, s, = 86.

Rezultat: 2,-4,8,-16,32,- 64, 128, ....

Zadatak 084 (Nikolina, gimnazija)
Dan je niz a, = n—cos (n . 71'), ne N. Koliko je ¢lanova niza koji su strogo manji od asgos?

Rjesenje 084
Ponovimo!

cos(2-k-m)=1 cos((Z-k—l)-ﬂ) =-1, ke Z.
Funkcija definirana na skupu prirodnih brojeva je‘beskonacni niz (slijed)

f:N = Ry an(n):an.

Niz se moZe zadati formulom kojom se op¢i-€lan, tj. n — ti ¢lan niza izraZava pomocu rednog broja n.
KaZemo da je n — ti ¢lan niza a, funkcija‘'svog indeksa n,

ay =f (n).
Najprije odredimo vrijednost ¢lana ayps:
a, = n—cos(n-ﬂ')

6 =2006-1 = a
n =2006

6= 2005.

200

} = dyg06 = 2006 —cos(2006-7) = a 200

Zbog uvjeta zadatka slijedi:
a, = n—cos(n~ﬂ')

} = n—cos(n-ﬂ') < 2005.
=2005

n <9006 * “2006

Probom (metodom ¢orave koke ©) dobije se rjesenje:

* n=2006

2006—cos(2006 . ﬂ') <2005 = 2006—-1<2005 = 2005 < 2005. nema smisla

e 1n=2005
2005 —cos(2005 . 7r) <2005 = 2005 —(—1) <2005 = 2005+1<2005 = 2006 < 2005. nema smisla

e n=2004

2004 - cos (2004 . 71') <2005 = 2004-1<2005 = 2003 < 2005. tocno je
Broj ¢lanova niza je 2004.
Vjezba 084
Dan je niz a, =n —cos(n . 7r), ne N. Koliko je ¢lanova niza koji su strogo manji od a7
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Rezultat: 1004.

Zadatak 085 (Silvija, srednja Skola)
U geometrijskom nizu je zbroj prvih 6 ¢lanova jednak trostrukom zbroju prvih triju ¢lanova.
Nadi kvocijent niza.

Rjesenje 085
Ponovimo!
o\ M .
a-b=0= a=01ii b=01ili a=b=0 , a2—b2=(a—b)~(a+b) s (an) =a” m‘

Niz (a,) je geometrijski niz ako je svaki ¢lan niza, pocevsi od drugog, jednak prethodnom clanu
pomnoZenom s konstantom q # 0, tj.

a, .1 =an 9q-
Broj q naziva se kvocijent geometrijskog niza.

Zbroj prvih n ¢lanova geometrijskog niza je
n

Sy =a, - ,g#1.
n=49 g1 q
6 3 6 3
-1 -1 -1 -1 -1
s6=3-s3 = a1~q =3~al-q a - =3-a1-q /-4 = q —1=3-(q —1) =
qg—1 qg—1 qg—1 qg-1 @
2
= q -1-3 (q3—1)=0 = (q3) —1—3‘(613—1):0 = (q3—1)‘(q3+1)—3«(q3—1)=0 =
3\ (3 3\ (3 ¢ -1=0| _4’=
= (q —1)‘(q +1—3)=0 = (q —1)‘(q —2)=0 = 3 = 3 =
g -2=0 g~ =2
q3=1/3\f 411:3\/_1 q1=1nema smisla zbog g #1 3
= 3 = 3 = 3\/, o = q:\/z.
NP q,=1/2 g4y =7 2 tjedenje je
Vjezba 085

U geometrijskom nizu je zbroj prva Cetiri ¢lana jednak dvostrukom zbroju prva dva ¢lana.
Nadi kvocijent niza.

Rezultat: - 1.

Zadatak 086 (Nina, gimnazija)

Zbroj prvih 10 ¢lanova aritmetickog niza je 100, a sljedec¢ih 10 je 500. Kolika je razlika 20. i
1. ¢lana tog niza?
Rjesenje 086

Ponovimo!
Niz (slijed) je aritmeticki ako je razlika svakog ¢lana niza (osim prvog) i ¢lana ispred njega stalna i
iznosi d.

a, —a =d , a3—c12=cl s a4—a3=d R as—a4=cl s a6—a5=d Y e an—an_lzd
=d ,n=>2.

a, —a
n "n-

Broj d naziva se razlika (diferencija) aritmetickog niza. Aritmeticki niz je jednoznacno odreden ako
znamo prvi €lan a, i razliku d.
Op¢i Clan aritmetickog niza s prvim ¢lanom a, i razlikom d ima oblik

ap = q +(n-1)-d.

Zbroj prvih n ¢lanova aritmetickog niza:



Sn :§~[2~al +(n—1)~d}.

Bududi da je zbroj prvih 10 ¢lanova aritmetickog niza 100, a sljedecih 10 iznosi 500, slijedi da je zbroj
prvih 20 ¢lanova aritmetickog niza

S50 =100+500 = 55, = 600.
1z formula za zbroj prvih 10 i prvih 20 ¢lanova aritmetickog niza dobije se razlika tog niza.
10
- —-{2-a;+9-d |=100 12. dl=
510 =100 5 [2:a+9-d] 5:[2:a)+9-d =100
=600 20 - -
520 7,[2_a1+19,d}=600 10-[ 2-a; +19-d | = 600
5'[2'a1+9'd]:100 /5 2:a;+9-d =20 {metoda suprotnih}
= = o =
10.[2.al+19.d]:600/; 10 2-a;+19-d =60 koeficijenata
2-a;+9-d =20/ (~1) ~2-a;-9-d=-20
= = 10-d =40 = 10-d=40/:10 = d =4.
2-a;+19-d =60 2-a;+19-d =60
Razlika 20. 1 1. ¢lana iznosi:
ayy =@y =a +19-d—ay=a +19-d —a; =19-d =19-4=76.

Vjezba 086
Zbroj prvih 10 ¢lanova aritmetickog niza je 100, asljedec¢ih 10 je 500. Kolika je razlika 10. i
1. ¢lana tog niza?

Rezultat: 36.

Zadatak 087 (Josipa, gimnazija)

Tijelo koje se giba niz kosinu prevalilo je u prvoj sekundi put od 2 metra, a u svakoj sljedecoj
1.5 m viSe nego u prethodnoj. Koliki je put tijelo prevalilo nakon 10 sekundi?
Rjesenje 087

Ponovimo!
Niz (slijed) je aritmeticki ako je razlika svakog €lana niza (osim prvog) i ¢lana ispred njega stalna i
iznosi d.

ay —a =d , az—a, =d , ay —as =d , as—ay =d , ag —ds =d , .., ay -a, =d ..
ap—a, =d ,nx2.

Broj d naziva se razlika (diferencija) aritmetickog niza. Aritmeticki niz je jednoznacno odreden ako

znamo prvi ¢lan a; i razliku d.

Zbroj prvih n ¢lanova aritmetickog niza:
n
Sn —E[Zﬂl +(n—1)~d].

U zadatku rijec je o aritmetickom nizu ¢iji je prvi ¢lan a; = 2, a razlika (diferencija) d = 1.5. Put koji

je tijelo prevalilo nakon 10 sekundi jednak je sumi zadanog aritmetickog niza za prvih 10 ¢lanova,

n = 10.
a1=2,d=1.5,n=10 10

= sin=—"-2-2+4(10-1)1.5 | = 5,,=5-[449:1.5] =

sn=g-[2-al+(n—1)-d] 10=75 L ] = s0=51 ]

= 5,0=5[4+135] = 5, =517.5 = 5, =87.5.

Nakon 10 sekundi tijelo je prevalilo put 87.5 metara.
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Vjezba 087
Tijelo koje se giba niz kosinu prevalilo je u prvoj sekundi put od 2 metra, a u svakoj sljedecoj
1 m vise nego u prethodnoj. Koliki je put tijelo prevalilo nakon 10 sekundi?

Rezultat: 65 m.

Zadatak 088 (Josipa, gimnazija)
Ako je zbroj 2. i 10. ¢lana aritmetickog niza jednak 12, koliki je zbroj 4., 6. i 8. ¢lana?

Rjesenje 088
Ponovimo!

Niz (slijed) je aritmeticki ako je razlika svakog ¢lana niza (osim prvog) i ¢lana ispred njega stalna i
iznosi d.
ay —a =d , az—a, =d , a, —as =d , as—ay =d , ag —das =d , .., ay -a, =d ..
1 =d ,n=2.
n—1
Broj d naziva se razlika (diferencija) aritmetickog niza. Aritmeticki niz je jednoznacno odreden ako

znamo prvi ¢lan a; i razliku d.
Op¢i ¢lan aritmetickog niza s prvim ¢lanom a, i razlikom d ima oblik

ay —da

an =q +(n-1)-d.
Zbroj drugog i desetog ¢lana aritmetickog niza izrazimo pomocu prvog ¢lana a, i diferencije d:
ay =a; + d
a0=9 +9.d; = a1+d+a1 +9.-d=12 = 2~a1+10~d=12 /22 = a +5-d =6.
ap +ay, = 12
Sada ra¢unamo zbroj Cetvrtog, Sestog 1 osmog Clanacaritmeti¢kog niza:

a4+a6+a8=al+3-d+al+5-d+al+7-d=3-al+15-d=3-(a1+5-d)=[a1+5-d:6]=3-6=18.

Vjezba 088
Ako je zbroj 2. i 10. ¢lana aritmeti¢kog niza jednak 14, koliki je zbroj 4., 6. i 8. ¢lana?

Rezultat: 21.

Zadatak 089 (Josipa, gimnazija)
Za koji su x brojevi 1 + sin x, sin” x, 1 + sin 3x uzastopni ¢lanovi nekog aritmeti¢kog niza?
Rjesenje 089
Ponovimo!
sin3x=3-sinx—4-sin> x , a-b=0< a=01ili b=0ili a=b=0.
Niz (slijed) je aritmeticki ako je razlika svakog ¢lana niza (osim prvog) i ¢lana ispred njega stalna i
iznosi d.

a, —a =d , a3—c12=cl s a4—a3=d R as—a4=d s a6—a5=d s s Ap—a =d ..

n—1
ap—a, ;= d,nz2.

Broj d naziva se razlika (diferencija) aritmetickog niza. Aritmeticki niz je jednoznacno odreden ako
znamo prvi €lan a, i razliku d.

Svaki ¢lan aritmetickog niza (osim prvog) jednak je aritmetickoj sredini dvaju susjednih ¢lanova
(prethodnika i sljedbenika):

a +a
_ n—l n+l _
ap=—"—"-"""= 2-a, =a,

1—1 +a

n+l-

Jednad7zbu koja sadrzi trigonometrijske funkcije nepoznatog broja ili kuta zovemo trigonometrijska
jednadzba s jednom nepoznanicom.
Pitamo se za kakve brojeve x i a vrijedi



sin X = sin a.
Zamislimo da je o zadan i da traZimo sve vrijednosti od x za koje vrijedi ta jednakost. Budud¢i da je
funkcija sinus periodi¢na s osnovnim periodom 2 - 7, jasno je da ¢e ona vrijediti ako je
x=a+k-2-7w, ke Z.
Medutim, kako je
sin (71'— a) =sinq,
moZe biti i
x=rw-a+k-2-x, ke Z.
JednadZba sin x = a, a€ R, ima rjeSenje ako je | a| < 1. Ukoliko odredimo jedno rjeSenje o, zbog
valjanosti formule redukcije
sin (1 — X) = sin X,
slijedi da je i ™ — @ rjeSenje jednadZbe sin x = a. Funkcija sinus periodi¢na je,
sin (X + k - 27) = sin X,
pa slijedi da su rjeSenja:
x;=o+k-2r , xo,=n—a+k-2xn ke Z.

Budu¢i da su brojevi 1 + sin x, sin” x, 1 + sin 3x uzastopni ‘¢lanovi nekog aritmeti¢kog niza, slijedi da
je srednji Clan aritmeticka sredina svojih susjeda:

2-sin2x=1+sinx+1+sin3x.
Transformacijom jednadzbe dobije se:
2.sinZ x =14 sin x+1+sin 365 2-sin% x = 1+sin x+143-sin x—4-sin> x =

= 2-sin2x=2+4-sinx—4-sin3x = 2-sin2x—2—4-sinx+4-sin3x=0 =

= 2.sin% x+4-sin> x=2—4-sinx=0 = 2-sin® x-(1+2-sinx)—2-(1+2-sinx) =0 =

) 1+2-sinx=0 2-sinx=-1 2-sinx=-1/:2
= (1+2:sinx) (2:sin”x-2)=0 = = = N
2-sin“x—-2=0 2-sin“ x=2 2-sin“x=2/:2

sinx=-0.5 sinx=-0.5 sinx=- 0.5 sinx=—0.5 sinx=-0.5
= = = = = sinx=1

sin2x21 Sin2x=1/\[ sinx:i\/_l sinx=*1

sinx=-—1

Rjesavamo trigonometrijske jednadzbe.
o sinx=-0.5
Prvi skup rjesenja

sinx=—-0.5 = sinx=-0.5/- (71) = —sinx=05 = [sin(ﬁ+x):fsinx1 =

7 T T
= sin(7+x)=05 = sin(7r+x)=sing = 7z+x:€+2-k-7c = ng—zz+2-k-7c =

5.
. xlz——”+2-k-zz L keZ
6

Drugi skup rjesenja



7z+x:7z—%+2-k-7z = 7r+x:77—%+2-k-7r = x2:—%+2-k-7z , ke Z.

Oba skupa rjeSenja mogu se napisati na kra¢i nacin:

(—1)k+1%+k-z ke Z.

e sinx=1
sinx=1 = sinx:sing = x:§+k-2-7z , ke Z.
® sinx=-1
sinx=-1 = sinx:sing"Tﬂ- = sz.Tﬂ-+k-2-Jz' , ke Z.
RjeSenja

x=§+k-2-ﬂ' : x=3'7”+k-2-;c,kez

krac¢e zapisujemo pomocu izraza:

x=(2-k+1)-= , ke Z

DNy

Vjezba 089
Za koji su x brojevi 1 + sin x, 1 — cos” x, 1 + sin 3x uzastopni &lanovi nekog aritmeti¢kog
niza?

Rezultat: )c=(_1)]H'1 z

ko, x=(2-k+1)-§,keZ.

Zadatak 090 (Nikolina, gimnazija)

Zbroj prvih 7 ¢lanova aritmetickog niza je. = 7, a zbroj sljedecih 6 ¢lanova iznosi 111. Nadi
prvi ¢lan tog aritmetickog niza.
Rjesenje 090

Ponovimo!
Niz (slijed) je aritmeticki ako je razlika svakog ¢lana niza (osim prvog) i ¢lana ispred njega stalna i
iznosi d.

a, —a =d , ay—ay =d , a, —as =d , as—ay =d , ag —as =d , .., ay -a, 4 =d ..
ap—a, =d ,nx2.
Broj d naziva se razlika (diferencija) aritmetickog niza. Aritmeticki niz je jednoznacno odreden ako
znamo prvi ¢lan a; i razliku d.
Formula za op¢i (n — ti) ¢lan aritmetickog niza glasi:
an =aq +(n-1)-d.

Formula za zbroj prvih n ¢lanova aritmetickog niza glasi:

n
Sp = E : [al +ay ]
l.inacica
Ako je zbroj prvih 7 ¢lanova aritmetickog niza — 7, slijedi:

5 =—7 = Z-[Z-a1+6-dJ=—7 - Z-[Z-a +6-d}=—7/-3 = 2.a+6:d=-2/:2 = a +3-d=-1.
7

7 2 2 1
Ako je zbroj prvih 7 ¢lanova aritmetickog niza — 7, a zbroj sljede¢ih 6 ¢lanova iznosi 111, tada je zbroj
prvih 13 ¢lanova aritmetickog niza jednak:

1

13 13 2
s;3=—T+111 = 5, =104 = 7[2-al+12-d]_104 = ?[2-411 +12-d]_1o4/~E =



= 2-a1 +12-d=16/:2 = @ +6-d=8.
1z sustava jednadZbi dobije se prvi ¢lan a;:

a1+3-d=—1} _ {metoda Supmmih} _ a1+3.d:—1/~(—2)} _ —2.a1_6.d=2}

a1+6-d:8 koeficijenata al+6-d=8 a1+6-d=8

= —a1=10/-(—1) = a1=—10.
2.inacica
Ako je zbroj prvih 7 €lanova aritmeti¢kog niza — 7, slijedi:
al+a2+a3+a4+a5+a6+a7 =7 =
= al+al+d+al+2-d+al+3-d+al+4-d+al+5-d+a1+6-d=—7 =

= T-a+21-d==7/7 = a;+3-d=-1.
Ako je zbroj prvih 7 ¢lanova aritmetickog niza — 7, a zbroj sljedecih 6 ¢lanova iznosi 111, tada slijedi:

a8+a9+a10+a11+a12+a13=111 =
= al+7-d+al+8-d+al+9-d+al+10-d+al+11-d+a1 +12-d =111 = 6-a1+57-d=111 =
= 6-a1+57-d:111/:3 = 2-a1+19-d=37.

1z sustava jednadzbi dobije se prvi ¢lan a;:

aq +3-d=-1 metoda suprotnih 4 P-d=-1/-19
= =
2-a)+19-d =37 koeficijenata 2-a1+19'd=37/‘(_3)

19-a1+57-d=—19

= :>13-a1=—130/:l3:>a1=—10.
—6-a1—57-d=—111

Vjezba 090
Zbroj prvih 7 ¢lanova aritmetickog niza je — 7, a zbroj sljedecih 6 ¢lanova iznosi 111. Nadi
razliku (diferenciju) tog aritmetickog niza.

Rezultat: 3.

Zadatak 091 (Vesna, gimnazija)

Nadi zbroj svih dvoznamenkastih brojeva kojima su sve znamenke razlicite od 0.
Rjesenje 091

Ponovimo!
Niz (slijed) je aritmeticki ako je razlika svakog €lana niza (osim prvog) i ¢lana ispred njega stalna i
iznosi d.

ay —a =d , az—a, =d , ay —as =d , as —ay =d , ag —as =d , .., ay -a, 4 =d ..
ap—a, ;= d,nz2.

Broj d naziva se razlika (diferencija) aritmetickog niza. Aritmeticki niz je jednozna¢no odreden ako
znamo prvi ¢lan a; i razliku d.
Formula za op¢i (n — ti) €lan aritmetickog niza glasi:
ap = q +(n-1)-d.
Formula za zbroj prvih n ¢lanova aritmetickog niza glasi:
n
Sp = E : [al + ap }

Odredimo broj svih dvoznamenkastih brojeva.
Prvi broj je 10, zadnji je 99, a razlika iznosi 1.



4 =10 , ay=99 , d=1

= 99=10+(n—1)-1 = 99=10+n-1 = 99=9+n = n=90.
an=a1+(n—1)-d

Zbroj svih dvoznamenkastih brojeva iznosi:

a, =10, n=90 , ay, =99
1 90 90
= 590 27-[104-99] = 590 =45-109 = 590 =4905.

S =%-[al +an]

Sada izra¢unamo broj dvoznamenkastih brojeva kojima je zadnja znamenka 0.
Prvi broj je 10, zadnji je 90, a razlika iznosi 10.

a1=10 , a,=90,d=10
= 90=10+(n-1)-10 = 90=10+(n-1)-10/:10 = 9=1+n-1 =
ap=a;+(n-1)-d
= 9=1+n-1 = n=9.

Zbroj svih dvoznamenkastih brojeva kojima je zadnja znamenka O iznosi:

a, =10, n=9, a; =90
n = 59 =7-[10+90] = 59 ==-100 = 59 =450.
snza-[al-i-an} 2 2
Zbroj svih dvoznamenkastih brojeva kojima su sve znamenke razlicite od O jednak je:

S90 59 =4905-450 = 54 —sq =4455.

Vjezba 091
Nadi zbroj svih dvoznamenkastih brojeva.

Rezultat: 4905.

Zadatak 092 (Vesna, gimnazija)

2.3 2009
Nadi vrijednost izraza x+x1 +x1 et X o >0.
; + 72 + 73 + eee + W
X X X
Rjesenje 092
Ponovimo!
a " a " a—-b b-a 1 n m n+m n
— =—7 = , a =a , a -a =a , —=n
b b c—d d-c 1

Niz (a,) je geometrijski niz ako je svaki €lan niza, pocevsi od drugog, jednak prethodnom clanu
pomnoZenom s konstantom q # 0, tj.

a  ,=da,-q.
n+l =4

Broj q naziva se kvocijent geometrijskog niza.
Zbroj prvih n ¢lanova geometrijskog niza je

Sp=ay- ! , g#1.
—-q
Racunamo zbroj geometrijskog niza iz brojnika:
a,=x,qg=x,n=2009
1 2009
)c+)62+)c3+...+)c2009 = l—qn 3x+)c2+x3+...+)62009=)c-1 al
Sp =q) 1-x
1-¢

10



( 2009
x-|1-x

( 2009_1)
3x+x2+x3+...+x2009= = X+x +x3+...+x2009=
1-x x—1
Racunamo zbroj geometrijskog niza iz nazivnika:
=—,q=l,n=2009
PR I SN * ° =
—t— 3000 n
X x2 x3 x2009 4 l1-g
n=hT 2y
| 2009
1-
N L SR S o =
X x2 x3 x2009 X 1_1
X
1—71 1— 1
SN S I x200921+L+L+ S x2009:
X x2 x3 x2009 X'(l—lj X x2 x3 x2009 x—1
X
2009 2009
X -1 X -1
SN S R 200 N N S T 200 =
X x2 x3 x2009 x—1 X x2 x3 x2009 x—1
1
SN D S, e 20 1
x 2 3 2009 2009 °
x7 x x (x=1)-x
Vrijednost zadanog izraza iznosi:
2009 2009
1 x-x -1
xX+x +x3+. +x2009 _ x—1 x+x +x3+ +x2009 _ x—1 -
r, 1 200, T, b 2000
2 3" 2009 —5000 2 3 2009 ——— 5800
rox® ox x (x—l)-x2009 YoxT o ox x (.x—l)-x2009
X
x+x2+x3+...+x2009 _ T = x+x2+x3+...+x2009 _X'Xzoog -
x .2 37" 2009 2009 x .2 3" 2009
xT x X X xT x X
)c+)c2+)c3+...+)62009 _x2010 - x+x2+x3+...+x2009 —x2010
LR T [ '
x .2 3 2009 x .2 3" 2009
x7 x X x7 x X
Vjezba 092
2.3 10
Nadi vrijednost izraza x+x1 +x1 + ...+x1 ,x>0.
;+72+73+ ...+ﬁ
X X X
Rezultat: x1 1.

11



Zadatak 093 (Nina, gimnazija)

Koliki je deveti €lan aritmetickog niza ako je zbroj trostrukog treceg i Sesterostrukog
dvanaestog jednak 817
Rjesenje 093

Ponovimo!
Niz (slijed) je aritmeticki ako je razlika svakog ¢lana niza (osim prvog) i ¢lana ispred njega stalna i
iznosi d.

an —a =d , az—a, =d , a, —as =d , as—ay =d , ag —das =d , .., ay -a, =d ...
ap=—a, ;= d,nz2.

Broj d naziva se razlika (diferencija) aritmeti¢kog niza. Aritmeticki niz je jednozna¢no odreden ako
znamo prvi ¢lan a, i razliku d.
Formula za op¢i (n — ti) €lan aritmetickog niza glasi:

ap = q +(n-1)-d.

3-a3+6-a, =81 = 3-a3+6-a, =81/:3 = ay+2-a;, =27 = a1+2-d+2-(a1+11-d)=27 Y

a+ 8-d=9
:>a1+2-d+2~a1+22-d=27:>3~a1+24~d:27/:3:>a1+8-d=9:> B :a9:9.
ag =a; + 8-d
Vjezba 093
Koliki je deveti Clan aritmetickog niza ako je zbroj Sesterostrukog trec¢eg i dvanaesterostrukog
dvanaestog jednak 1627

Rezultat: 9.

Zadatak 094 (Nina, gimnazija)
Prvi ¢lan aritmetickog niza je 2. Zbroj prvihm njegovih ¢lanova odnosi se prema zbroju prvih

(m+1
n ¢lanova kao m Koji je to niz?
n-(n+1)
Rjesenje 094
Ponovimo!
9= S ad=b-c
b d

Niz (slijed) je aritmeticki ako je razlika svakog ¢lana niza (osim prvog) i ¢lana ispred njega stalna i
iznosi d.

a, —a =d , a3—az:d s 514—a3:d s c15—a4:d s 516—515261 . =d ..

=d ,n=>2.

n—1
a, —a
n “n-1

Broj d naziva se razlika (diferencija) aritmetickog niza. Aritmeticki niz je jednoznacno odreden ako
znamo prvi ¢lan a; i razliku d.
Formula za op¢i (n — ti) €lan aritmetickog niza glasi:

an =aq +(n-1)-d.

Formule za zbroj prvih n ¢lanova aritmeti¢kog niza glase:
n n
“n*E'[alJran] , ‘sn75-[2~a]+(n—1)~d].

[2ea+(m=1-a] )

2 [ rmd] e
{24, +(n-1)d] ~ne(n+)

[2:a,+(n-1)d] n-(n+1)

Sy m-(m+1)

sp n-(n+1)

MBI

ols o] 3
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m-

=

-a1+(m—1)-d] m-(m+1) B m-[2-2+(m—1)-d]_m-(m+l)
= [al }

2
n- 2-a1+(n—1) d] - n-(n+1) n-[2-2+(n—1)-d} - n-(n+1)

1

m.[4+(m_1).d]=m.(m+1) . m-[4+(m—1)-d]=m-(m+1) o 4+(m-1)-d _m+1 -
n-[4+(n—1)-d] n-(n+1) n-[4+(n—1)-d} n-(n+1) m 4+(n—1)-d n+1

=

= (4+(m-1)-d)-(n+1)=(m+1)-(4+(n-1)-d) = (4+m-d-d)-(n+1)=(m+1)-(4+n-d-d) =

= 4-n+4+m-n-d+m-d-n-d-d=4-m+4+m-n-d+n-d-m-d—-d =

= 4-n+d+m-n-d+m-d-n-d—-d=4-m+4+m-n-d+n-d-m-d—d =

= 4-n+m-d-n-d=4-m+n-d-m-d > m-d-n-d-n-d+m-d=4-m-4-n =
=2md-2nd=4m-4n= 2-d-(m-n)=4-(m-n) =
= 2-d~(m—n)=4~(m—n)/-; = d=2.
2-(m—n)
Buduéi da je prvi €lan a; = 2 i razlika d = 2, aritmeticki niz glasi:
2,4,6,8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, ...

Vjezba 094
Prvi €lan aritmetickog niza je 2. Zbroj prvih 5 njegovih ¢lanova odnosi se prema zbroju prvih

8 ¢lanova kao % Koji je to niz?
Rezultat: 2,4,6,8,10, 12, 14, 16, ...

Zadatak 095 (Nina, gimnazija)
Nadi zbroj prvih m + n ¢lanova aritmetickog niza kojemu je m — ti ¢lan jednak n, a n — ti ¢lan

iznosi m.
Rjesenje 095
Ponovimo!
Niz (slijed) je aritmeticki ako je razlika svakog ¢lana niza (osim prvog) i ¢lana ispred njega stalna i
iznosi d.
ay —a =d , az—a, =d , a, —as =d , as—ay =d , ag —as =d , .., ay -a, =d ..
ap—a, ;= d,nz2.

Broj d naziva se razlika (diferencija) aritmetickog niza. Aritmeticki niz je jednozna¢no odreden ako

znamo prvi ¢lan a; i razliku d.
Formula za op¢i (n — ti) ¢lan aritmetickog niza glasi:

ap = q +(n-1)-d.

Formule za zbroj prvih n ¢lanova aritmetickog niza glase:
n n
Sn—?[a]*an] , ‘5,1—5-[2-al+(n—1)-d}.

am =n 9 +(m=1)-d=n metoda suprotnih 94 +(m=1)-d=n
= = = (-1) =

ap=m a1+(n—1)-d:m koeficijenata a1+(n—1)-d=m/-

a1+(m—1)~d:n

= (m-1)-d=(n-1)-d=n-m = (m—1-n+1)-d=n-m =
—al—(n—1)~d:—m
m—n m—n m—n

= (m-1-n+1)-d=n-m = (m-n)-d=n-m/-

13



Racunamo prvi ¢lan niza:

+(m—1)-d=n
“ ( ) }2al+(m—1)-(—1)=n:al—m+1=n:>a1=m+n—1.
d=-1
Zbroj prvih m + n ¢lanova aritmeti¢kog niza iznosi:
sm+n=m—2'_n-[2-(m+n—1)+(m+n—l)-(—1)] = sm+n=m;n-[2-m+2-n—2—m—n+1] =

= Sytn =—m;n-[m+n—1].

Vjezba 095
Nadi zbroj prvih 14 ¢lanova aritmetickog niza kojemu je Sesti ¢lan jednak 8, a osmi ¢lan iznosi
6.

Rezultat: 91.

Zadatak 096 (Josip, gimnazija)

U geometrijskom nizu svaki je ¢lan (osim prvog) geometrijska sredina ¢lanova izmedu kojih
lezi. Dokazi!
Rjesenje 096

Ponovimo!
Niz (a,) je geometrijski niz ako je svaki €lan niza, pocevsi od drugog, jednak prethodnom ¢lanu
pomnoZenom s konstantom q # 0, tj.

4+l

a, 1= 9 FYg=
ay

Broj q naziva se kvocijent geometrijskog niza.
Neka su x i1y pozitivni brojevi. Tada je njihova geometrijska sredina definirana izrazom

G=.x-Yy.

Neka su a, b i ¢ tri uzastopna clana geometrijskog niza. Tada vrijedi:

a, b, c

geometrijski » =

2 % = b2=a~c/\[ = b=4la-c.
a
niz
Vjezba 096
U aritmeti¢kom nizu svaki je ¢lan (osim prvog) aritmeticka sredina ¢lanova izmedu kojih lezi.
Dokazi!

Rezultat: Dokaz analogan.

Zadatak 097 (Josip, gimnazija)
U geometrijskom nizu bilo koji ¢lan a, geometrijska je sredina ¢lanova a, i a,,,. Dokazi!

Rjesenje 097
Ponovimo!

n _m n+m 2
x x=x , X y=axy , AYyxT=x,x20.

Niz (a,) je geometrijski niz ako je svaki ¢lan niza, pocevsi od drugog, jednak prethodnom clanu
pomnoZenom s konstantom q # 0, tj.

Y1 =4
Broj q naziva se kvocijent geometrijskog niza.
Op¢i €lan geometrijskog niza s prvim ¢lanom a; i kvocijentom q ima oblik
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”:a1~qn_1 ,n=>1.

Neka su x i y pozitivni brojevi. Tada je njihova geometrijska sredina definirana izrazom

G=\xy.
n+r—1_ n r=l+n+r-1 _ n r=l4+n+r—-1 _
\ 9n—r 9 q q -a q 1 : 1 . =

n 1 n 1
=, } EN [ =ay.
Vjezba 097

U aritmeti¢kom nizu bilo koji €lan a, aritmeticka je sredina ¢lanova a, i a,,,. DokaZi!

Rezultat: Dokaz analogan.

Zadatak 098 (Neno, gimnazija)
Nadi geometrijski niz za koji vrijedi da je svaki njegov ¢lan dva puta veci od zbroja ¢lanova
koji slijede iza njega.

Rjesenje 098
Ponovimo!
n _m n+m -n 1 . o
X ox =x , X T =— , xy=0& x=0ili y=0ili x=y=0.
X
a_c b d
b d a c¢

Niz (a,) je geometrijski niz ako je svaki ¢lan niza, po¢evsi‘od drugog, jednak prethodnom ¢lanu
pomnoZenom s konstantom q # 0, tj.

I e
Broj q naziva se kvocijent geometrijskog niza.
Op¢i ¢lan geometrijskog niza s prvim clanom-a; i kvocijentom q ima oblik

aﬂzalqn_l ,n=>1.

Zbroj prvih n ¢lanova geometrijskog niza je
n

Sp=ay - g q#l.

Geometrijski red
2 3 n
a tag-qra;qTtaggt L tagg+
konvergentan je onda i samo onda ako vrijedi
‘ q ‘ <1.
Njegova je suma jednaka
a
s=—.
l-¢q

Neka je s, zbroj prvih n ¢lanova geometrijskog niza, a s zbroj cijelog niza (geometrijskog reda). 1z
uvjeta zadatka slijedi:

3 a _n 3 _n 1
ap=2-(s-sy) > a q" 1=2- L _a 1-q = a,-q" 1=2-a LI [— =
! I-g 1 1-q ! Hi-qg 1-¢

- 1-1+4" - I—1+¢" -
]iqn s SN
—-q —-q —-q
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N qn_l-(l—q):2~qn N qn_l—qn:2~qn N qn_l—qn—Z-qnzo N qn—1_3.qn

n g =0 nema smisla
n -1 n n -1 q =0
=q q -3q =0=g¢g -(q —3)=0:> 1 = 1 3-0 =
g -3=0 Y
q
:>l—3=0:>l=3:>l=§:>q=1.
q q g 1 3

TraZeni geometrijski niz glasi:
N
I"'37 97277817 243
Vjezba 098
Nadi geometrijski niz za koji vrijedi da je svaki njegov ¢lan jednak zbroju ¢lanova koji slijede
iza njega.

Rezultat: q:l = a4, T Ty
2 72747871632
Zadatak 099 (Neno, gimnazija)
Nadi geometrijski niz ¢iji je zbroj jednak n — terostrukom prvom ¢lanu. (n > 0)

Rjesenje 099
Ponovimo!

Niz (a,) je geometrijski niz ako je svaki €lan niza, pocevsi od drugog, jednak prethodnom ¢lanu
pomnoZenom s konstantom q # 0, tj.

a, 1= apd @
Broj q naziva se kvocijent geometrijskog niza.
Geometrijski red

2 3 n
al+a1~q+al-q +a1~q +...+al-q + ...

konvergentan je onda i samo onda ako vrijedi

‘q‘<l.
Njegova je suma jednaka
9
§=—.
I-¢
Neka je s zbroj cijelog niza (geometrijskog reda). Iz uvjeta zadatka dobije se:
a a 1 1 1 1- 1
n-a1=s:>n-al=—1:>n-a1=—1/-—:>n=—:>n=—/- q:>1—q=—:>
1-¢g 1—-¢q a 1—¢q 1—¢q n n
1 1 -1
= —g=—-1/(-1) = g=1-— = g="
n n n

Svaki geometrijski niz koji ima kvocijent

ima traZeno svojstvo.

Vjezba 099
Nadi geometrijski niz €iji je zbroj jednak dvostrukom prvom ¢lanu. (n > 0)

Rezultat: q:l = A, T T T Ty e
2 '2° 4781632
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Zadatak 100 (Vix, gimnazija)
U nizu (a,) vrijedi a,,, = a, + apy1, tj. svaki €lan niza je jednak zbroju dvaju prethodnih
¢lanova. Peti ¢lan je jednak 17. Zbroj pocetnih Sest ¢lanova niza je jednak:
A. 51 B. 68 C. 85 D. 102
Rjesenje 100
Ponovimo!

Rekurzivna formula ili rekurzija je formula kojom se op¢i €lan niza izrazava pomocu prethodnih
¢lanova. Uz rekurziju treba zadati i vrijednosti prvih nekoliko €¢lanova niza — onoliko koliko se
prethodnih ¢lanova javlja u rekurziji.

Buduéi da se u rekurziji

a

n+2 ~9n +an

+1
javljaju dva prethodna Clana, treba zadati i vrijednosti prva dva ¢lana. Ozna¢imo prva dva ¢lana niza:
a=a a2=b.
Dalje slijedi:
a3=a1+a2=a+b
a4=a2+a3=b+(a+b)=b+a+b=a+2-b
as=ay+ay =(a+b)+(a+2-b)=a+b+a+2-b=2-a+3-b
ag=ag+as=(a+2-b)+(2-a+3-b)=a+2:b+2-a+3:b=3-a+5b.
Iz uvjeta zadatka je a; = 17 pa zbroj prvih Sest ¢lanova niza iznosi:
s=aytaytayta, tastag = s=a+b+(a+b)w(a+2-b)+(2-a+3-b)+(3-a+50) =
= s=a+b+ta+b+a+2-b+2-a+3-b+3-a+5b = s=8-a+12:b = s=4-(2-a+3-b) =
= [a5:2-a+3~b] = s=4-a5 = s=4-17 = s=068.
Odgovor je pod B.
Vjezba 100
U nizu (a,) vrijedi a,,, = a, + ans1, tj. svaki €lan niza je jednak zbroju dvaju prethodnih
¢lanova. Peti ¢lan je jednak 10. Zbroj pocetnih Sest ¢lanova niza je jednak:
A. 20 B. 50 C. 40 D. 10
Rezultat: C.
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