Zadatak 501 (ET, gimnazija)
Ako je sin(a)+cos(B)=m i cos(a)—cos(f)=n, koliko je sin(2-a)?

Am+n-1 B.m2+n2+l C.(m+n)2—1 D.(m—n)2—1

RjeSenje 501
Ponovimo!
azb}
= a+c=b+d.
c=d
2 2 2 2 .2 . )
(a+b) =a +2-a-b+b , COS (x)+51n (x)zl , 51n(2-x):2-51n(x)-cos(x).

sin(a)+cos(ﬂ)=m} N {zbrojimo

cos(a)—cos(B)=n jednadzbe
L

sin(@)+cos( ) +cos(a)—cos(f)=m+n = sin(a)+cos(a@)=m+n =

} = sin(a)+cos(f)+cos(a)—cos(B)=m+n =

= sin(a)+cos(@)=m+n/> = (sin(05)+cos(05))2=(m+n)2 =
= sin2(0{)+2~sin(0!)~cos(0!)+cos2(0!)=(m+n)2 = 1+sin(2~0!)=(m+n)2 =
= sin(2-@)=(m+n)> 1.
Odgovor je pod C.

Vjezba 501
Ako je sin(a@)—cos(f)=mi cos(&)+ cos(f) = n, Koliko je sin(2-a)?

Am+n-1 B.m2+n2+l C.(m+n)2—1 D.(m—n)2—1
Rezultat: C.
Zadatak 502 (Bug, maturant)
Cemu je nakon pojednostavljivanja jednak izraz3-sin (4- 7+ x)+cos (% + x) za svaki x?
A. —4~sin(x) B.—2~sin(x) C.2~sin(x) D.4~sin(x)
Rjesenje 502

Ponovimo!

. . T T
51n(4-71'):() , 005(4-71'):1 , sm(gj:l , costgj:().

Funkcija sinus je periodi¢na funkcija s periodom k-2-7 , ke Z.
Za sinus najmanji od tih perioda je 27 pa je njezin temeljni period 2- 7.

sin(x+k-2-7z’)=sin(x).

cos(%+x]z—sin(x).

Formula redukcije

Funkcije zbroja
sin(x+ y) = sin(x)-cos(y)+cos(x)-sin(y) , cos(x+ y) = cos(x)-cos(y)—sin(x)-sin(y).
1.inadica
3~sin(4~7£+x)+cos(%+x)=3~sin(x+2~2-ﬂ)+cos(§+x)z&sin(x)—sin(x)=2~sin(x).

Odgovor je pod C.



2.inadica

3~sin(4~7r+x)+cos(%+xj=

=3~(sin(4~7[)~cos(x)+cos(4~7[)~sin(x))+cos(%}~cos(x)—sin(%)sin(x) =
=3~(O~cos(x)+1~sin(x))+O~cos(x)—l~sin(x)=3~sin(x)—sin(x)= 2-sin(x).

Odgovor je pod C.

Vjezba 502
Odmor!

Rezultat:

Zadatak 503 (Jelena, gimnazija)

Za koji o jednadzba 2- x 2 —4-x-cos(a)+3-sin() =0 ima dvostruko rjeSenje?

RjeSenje 503
Ponovimo!
cos?(@)+sin? (@) =1 , (a-b)'=a"p? | a-Z-LCP
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju. ) )
a-(b+c)=a-b+a-c , a-b+a-c=a-(b+c).

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

a-n a

—=— ,"'&0y, n#l.

b-n b

Trigonometrijska jednadzba sin x =a | a | L1

Skup rjeSenja jednadZbe sin x = a, | a|$1, je {xo +k-2-7w:ke Z} U {ﬂ—xo +k-2-7w: ke Z}
gdje je x, € R jedno rjesenje te jednadzbe.

Diskriminanta kvadratne jednadzbe

a-x2+b-x+c=0
je broj
2
D=b"—-4-a-c.

e Ako je D> 0, jednadzba ima dva realna rjeSenja.
¢ Ako je D =0, jednadzba ima jedno dvostruko realno rjesenje.
¢ Ako je D <0, jednadzba ima kompleksno — konjugirana rjeSenja.

2~x2—4~x~cos(a)+3~sin(a)=0

2~x2—4~x~cos(a)+3~sin(a)=0:> =

a=2,b=-4-cos(a), c=3-sin(a)
= [1;2—4-61-(;:0} = (—4~cos(a’))2 —4.2.3-sin(@)=0 = 16-cos” (@) —24-sin(a) =0 =
= 16-cos” (a)—24-sin(@)=0/:8 = 2-cos>(a)—-3-sin(a)=0 =
= 2-(1-sin? (@) -3-sin(@) =0 = 2-2-sin? (@) -3-sin(@) =0 =

= —2-sin% (@)-3-sin(@)+2=0 = —2-sin>(a)—3-sin(a)+2=0/ (-1) =



= 2-sin”(@)+3sin(a)-2=0 =

—bt 192—4-a-c

2~sin2( )+3 sin(a)-2= 0}
=

a=2,b=3,
—3+\/3 —4-2-(

= (sin(a))Lz = o = (sin(a
= (sin(a))l’2 _T3EJ9+16 \/49—’_16 — (Sin(a))l,z =¢ = (sin(o())L2 :—34i5
(sin(a))l :# (sin(a))l =_78 (sin(a))l :_78
(sin(a’))2 = _34+5 (sin(a’))2 =% (sin(af))z =§

=—2 nema smisla

(sin(a))

(sin(a’))2 =

_
N | =

. 1 . —1
= sm(a’)=§ = a=sin (

E

N | =

a1=f+k~2~7z,kez a =S4k 27 keZ
6 16
= f— 5 .
a2=7z—£+k~2~7£ keZ =2 k27 keZ
6 2 6
Vjezba 503
Odmor!
Rezultat:

Zadatak 504 (Tom, maturant)

Odredite sve vrijednosti x iz zadanoga sustava jednadzba.

T
2-x=y+—
3
sin(y—x)=0.5
Rjesenje 504
Ponovimo!
a ¢ a-d+b-c b a-c-b a=>b
—_t— R a——= s f— a+C:b+d.
b d b-d c c c=d

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razlic¢itim od nule i
jedinice

ar_2 ,nz0, nzl.

b-n b
Trigonometrijska jednadzba sin x =a | a | <1
Skup rjeSenja jednadZbe sin x = a, | a|$1, je {xo +k-2-7w: ke Z} U {71'—)60 +k-2-7w: ke Z}
gdje je x, € R jedno rjesenje te jednadZbe.
Trigonometrijska jednadzba dat ¢e dva skupa rjeSenja.



| y—x=£+k~2~7£ , ke Z
sin(y-x)=05 = y-x=sin (05 ) = 6 =
y—x=7z—%+k~2~7£ , keZ

T
y=x=—+k-2-7 , ke Z prvo rjeSenje
N 6
5z L
y—x=T+k~2~7£ , k€ Z drugo rjeSenje

Zato moramo rijesiti dva sustava jednadZba.

Prvi susta

2ox=y+Z 2x—y="
= 3 * B 3 {metoda suprotnih}
=
75 V4 koeficijenat
y—x:—+k27z' _x+y:_+k27l' oclicijenata
6 6
T 2-w+7w 3. T
= x=E+g+k~2~7r = x= p +k-2-1 = x=—6 +k-2-0 = x=—-+k-2-71 =

N x:§+k~2~7£ keZ

2ox=y+Z 2x—y="
e 3 = 3 metoda suprotnih
5 = 5 = koeficii ¢ =
- : oeficijenata
y—x=—-=+k-2-7w —x+y=——+k-2:7w !
6 6
SNy 3 S AN 3 AN
3 6 6
7
= x=T+k~2~7£ , ke Z.
Vjezba 504
Odmor!
Rezultat:

Zadatak 505 (Viki, gimnazija)

Zadana je jednadZba sin6 (x) + cos6 (x) =a, gdje je a realan parametar. Za koje vrijednosti
parametra a zadana jednadZba ima realna rjeSenja?

RjeSenje 505
Ponovimo!
(an)m:an-m , a3+b3:(a+b)-(a2—a-b+192) , sinz(x)Jrcosz(x):l.
(a+b)2:a2+2-a-b+192 , (a-b)n:an-bn , sin(2-x):2-sin(x)-cos(x).
) l—cos(2~x) a b
sin (x):f , a<b ,c>0 = ac<bc , a<b,c>0 => —<—.
c c
b a-b a a—b-c
a-—=— , ——cC= , a<b ,ceR = a+c<b+c.
c c b b



—1<cos( )<1 za svaki x.

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

a-n a

—=—,n#0, n#l.
b-n b
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(b+c)=a-b+a-c , a-b+a-c=a-(b+c).

ProSiriti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka pomnozZiti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

a_an , n#0 , n#l.
b b-n
6 3 2,3
s1n +COS (x (sm (x)) +(cos (x)) =a =
2
= (sm +COS [(s 2 —s1n2 (x)~0082 (x)+(cosz(x)) j:a =

2

((sm (x)) =sin® (x)-cos (x)+(cosz(x))2j=a:>

= (31n2(x)) —sin? (x)- cosz(x)+(cos2(x))2 —a=

= (sin2 (x))2 + 2~sin2 (x)~cos2 (x) + (cos2 (x))2 —3‘>~sin2 (x)~cos2 (x) =a=

2

2(x)) —3‘>~sin2 (x)~c0s2(x)=a = 12—3‘>~sin2 (x)~cosz(x)=a =

= (sin2 (x)+cos
= 1—3~sin2 (x)~0032 (x)za = —3~sin2(x)~cos2 (x)=a—1 =

= —3‘>~sin2 (x)~cos2 (x)=a—l /- (—%j = 4~sin2 (x)~cos2(x)=

4—4-a
3

=

= (2~sin(x)~cos(x))2 = = sin2 (2~x)= = =

4-4.q 4—4.a  1-cos(4-x) 4-4a
3 3 2 3

1— 4. _4. _Q. _g.
= COSZ( x)=4 ; a /-2 = 1—cos(4~x)=8 8-a = —cos(4~x)=8 8 a—l =
= —cos(4~x)=M = —cos(4~x)=5_8.a = —cos(4~x)=5_ja/ (—1) =
= cos(4~x)=8.2_5.

Budu¢i da za trigonometrijsku funkciju kosinus vrijedi
—1<cos (x) <1,
nuZan i dovoljan uvjet za egzistenciju realnih rjeSenja zadane jednadZbe je
8-a-5
3

-1< 5S1/-3:>—3S8~a—5£3:>—3S8~a—5£3/+5:>

<l = _1<34”
3

= —3+5<8-a-5+5<3+5 = 2<8:a-5+5<8 = 2<8-a<8 =



= 2S8~a£8/~l = ESaSI = gSaSl = lSaSI = ae[l,l}
8 8 8 4 4
Vjezba 505
Odmor!
Rezultat:

Zadatak 506 (Dragan, maturant)

2
Zbroj svih rjeSenja jednadZzbe —5 = 5-sin (x) —2 uintervalu < 0, 7z> iznosi:
1+ ctg (x)
A lS5- 7« B.2-x C.x D.0.75-x&
RjeSenje 506
Ponovimo!
2
cos” (x d+b-c
C@QU):% > HZE R 2+i=u R sinz(x)+cosz(x):1
sin” ( x) 1 b d b-d
. a a-c b a-c-b a b a+b
—1Ssm(x)£1 , —=—— , a——= , —+—=
b b c c n n n

Skratiti razlomak znaci brojnik i nazivnik tog razlomka podijeliti istim brojem razli¢itim od nule i
jedinice

a-n a

—=—,nz0 ,\w#l.

b-n b

Trigonometrijska jednadzba sin x =a | a | <1
Skuprje§enjajednadibesinx=a,|a|$l, je{x0+k-2-ﬂ':keZ}U{ﬂ—xo+k-2-71':keZ}

gdje je x, € R jedno rjesenje te jednadZbe:

+=5~sin(x)—2 = +=5~sin(x)—2 = +=5~sin(x)—2 =
1+ctg” (x) 14508 (x) 1+cos (x)
sin” (x) 1 sin? (x)
2 e 2 - 20N e
= 5 =5-sin(x)-2 = f—5~s1n(x)—2 = 2-sin“ (x)=5-sin(x)-2 =
sin” (x) +cos” (x)
2 sinz(x)
sin” (x)
= 2.sin%(x)=5-sin(x)+2=0 = {Z_amjena } 2472514220 =
sin (x) =1




8
17 1
= = 1
Vra¢amo se na zamjenu.
r=2
s = sin(x) =2 nema smisla.
s1n(x):t
| T
t=— 1 _1(1 na intervalu Wi 6
. 2 = sin(x)=— = x=sin
2 (0, 7) z
s1n(x)=t . =r-=
6
_z
i 6
=
57
Xq =—
2 6
Zbroj rjeSenja je
T 5T _T+S7m _ 67 _ 6 B
xl+x2—g+—6 = X txy = = x1+x2——6 = X tXy=—— = XXy =T
Odgovor je pod C.
Vjezba 506
Odmor!
Rezultat:
Zadatak 507 (Laura, srednja Skola)
Ako je tg(x)+ctg(x)=m, onda je tg3 (x)+ctg3 (x) jednako:
A.m~(m—3) B.m2—3 C.m3—1 D.m3—3~m
Rjesenje 507
Ponovimo!
2 2 2
(a+b) =a +2-a-b+b , tg(x)-ctg(x)zl.
a3+b3 =(a+b)-(az—a-b+bz) , al =a , an -am =an+m.

Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.

a-(b+c) =a-b+a-¢c , ab+a-c =a-(b+c).
Zadanu jednadzbu kvadriramo.

tg(x)+ctg(x)=m = tg(x)+ctg(x)=m/2 = (tg(x)+ctg(x))2=m2 =

= tg2(x)+2~tg(x)~ctg(x)+ctg2(x)=m2 = tgz(x)+2~1+ctgz(x)=m2 =

= tg2 (x)+2+ctg2 (x) =m 2 = tg2 (x)+ctg2 (x) =m 2 -2
Konac¢no imamo:

tg> (x) +ctg> (x) = (1g (x) + crg (x))- (tg2 (x)—tg (x)-crg (x)+ctg? (x)) =



= (tg (x)+ctg (x))~(tg2 (x)—1+ctg2 (x)) = (tg (x)+ctg (x))~(tg2 (x)+ctg2 (x)—l) =

rg(x)+crg(x):m ) ) 3
= 5 ) ’ =m~(m -2-1 =m~(m =3)=m~ -3-m.
tg (x)+crg (x)zm -2
Odgovor je pod D.
Vjezba 507
Odmor!

Rezultat:

Zadatak 508 (Luka, srednja skola)
Ako je x+y =¥, koliko je (1+ctg(x))-(1+ctg(y))?

A2 B. 1 Cc.0 D. -1
RjeSenje 508
Ponovimo!
a-l—jza , crg(ﬁjz—l.
a 4
Crg(x_l_y):cfg(x)-cfg(y)—l ’ crg( _y):cfg(x)-cfg(y)+l.
ctg (y)+crg (x) ctg (y)—ctg (x)

Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(b+c)=a-b+a-c , a-b+a-c=a-(b+c).
MnoZenje zagrada
(a+b)-(c+d):a-c+a-d+b-c+b-d.

L.inacica
o (xa :Ctg(x).ctg(y)—l S x+y:3'—ﬂ = o 3. :ctg(x).ctg(Y)—l -
cg( y) ctg()’)+ctg(x) [ V 4 } g( 4 j ctg(y)+ctg(x)
L o)t e as()t )

ctg(y)+ctg(x ctg(y)+ctg(x)
~ctg( ) 1 = —ctg( ) ctg( )—ctg(x)~ctg(y)—l =
= —ctg(y)—ctg(x)—ctg(x)~ctg y)=—1 = —ctg( ) ctg( ) ctg( )ctg(y)=—1 /-(—1) =

= cig(y)+erg(x) +erg (x)-crg (y) =1

)
—1~(ctg (y)+ctg (x)) =ctg (x
(

)
)

Sada imamo:
(1+ctg (x))~(1+ctg(y)) =1+ctg (y)+ctg (x)+ctg (x)~ctg (y) =

=1+(ctg(y)+ctg(x)+ctg(x)~ctg(y))=1+1=2.

Odgovor je pod A.
2.inacica
x+y= 3z = y= 3T X
4 4
Dalje slijedi:

(1+crg (x))-(1+crg (v)) = (1+crg (x )).[l+ctg(¥—xjj=



ctg 3 cetg(x)+1
_ (25t

(1t ete (). +—1~ctg(x)+l _
_(1 g( )) [1 ctg(x)—(—l)j

= (1+ctg (x))[l+Mj =1+ctg (x)—ctg (x)+1 =1+ctg (x) —ctg (x)+l= 2.
ctg (x)+1
Odgovor je pod A.
Vjezba 508
Odmor!
Rezultat:

Zadatak 509 (Strumf, maturant)
Zbroj najmanje i najvece vrijednosti funkcije f (x) =3. sin2 (x) +5- 0032 (x) iznosi:
A3 B.5 C.8 D.7
Rjesenje 509
Ponovimo!
.2 2 _
sin (x) +cos (x) =1.
Zakon distribucije mnoZenja prema zbrajanju.
a-(b+c)=a-b+a-c , a-b+a-c=a-(b+c).
Za funkcije sin(x) i cos(x) vrijedi:
—ISsin(x)Sl X —IScos(x)Sl , XER.
Za funkcije sin2 (x) i cos2 (x) vrijedi:
OSsinz(x)Sl x OScosz(x)Sl , X€ R.
1.inacica
Funkcija f (x) =3. sin2 (x) +5- 0032 (x) ima:
® najmanju vrijednost
3:0+5-0=0+0=0
® najvecu vrijednost
3-1+5-1=3+5=8.

Zbroj najmanje i najvece vrijednosti funkcije f je
0+8=8.
Odgovor je pod C.

2.inadica
Preoblikujemo zadanu funkciju.
f(x)=3-sin® (x)+5-cos? (x) = f(x)=3+(1-cos® (x))+5-cos” (x) =
= f(x) =3—3~cos2 (x)+5~cos2 (x) = f(x) = 3+2-cos2 (x)
Funkcija f (x) =3+2- 0032 (x) ima:
® najmanju vrijednost za 0032 (x) =0 1ona iznosi
3+2-0=3+0=3

® najvecu vrijednost za cos (x) =1 i ona iznosi

9



3+2-1=3+2=5.
Zbroj najmanje i najvece vrijednosti funkcije f je

3+5=8.
Odgovor je pod C.

3.inadica
Preoblikujemo zadanu funkciju.
f(x)=3-sin% (x)+5-cos? (x) = f(x)=3+sin” (x)+5-(1-sin? (x)) =
= f(x)=3-sin? (x)+5-5-sin” (x) = f(x)=5-2-sin® (x).
Funkcija f (x)=5-2-sin” (x) ima:
® najmanju vrijednost za sin2 (x) =1 ionaiznosi
5-2:1=5-2=3
® najvecu vrijednost za sin2 (x) =0 1ionaiznosi
5-2-0=5-0=5.

Zbroj najmanje i najvece vrijednosti funkcije f je

3+5=8.
Odgovor je pod C.

Vjezba 509
Zbroj najmanje i najvece vrijednosti funkcije f (x) =2 sin2 (x) +5- cos2 (x) 1zZnosi:
A3 B.5 C.8 D.7
Rezultat: D.

Zadatak 510 (Helena, ekonomska Skola)
o : 2
Rijesite jednadZzbu (sm(x)—cos(x)) =sin(2-x).

RjeSenje 510
Ponovimo!
(a—19)2:a2—2-a-b+192 , sinz(x)Jrcosz(x):l , sin(2-x):2-sin(x)-cos(x).
b a-c-b a ¢ a-c
a——= , ——_—=—,
c c b d b-d

Trigonometrijska jednadZba sinx=a , |a|£1
Skuprje§enjajednadibesinx=a,|a|$l, je{xo+k-2-7r:ke Z}U{ﬂ—xo+k-2-7r:keZ}

gdje je x, € R jedno rjeSenje te jednadzbe.

(sin(x)—cos(x))2=sin(2~x) = sin2 (x) s1n( ) ( )+cos (x)=sin(2~x) =

= 1—2~sin(x)~cos(x)=sin(2~x) = 1—sin(2 ) ( ) —s1n(2 x)+s1n(2 x) =
= 1=2-sin(2-x) = 2-sin(2-x)=1 = 2-sin(2-x) = % sin(2~x)=§ =
= {;am]ena} = sin(t)z% = t=sin_1(%j = =
xX=t

10



t=Z1k27 f=Z1k27
1 17 ¢
= = s
ﬂ' .
t2=7z——+k~2~7£ t2——+k 2.z
Vracamo se zamjeni.
V4
t=—+k-2-x T T 1
. 6 = 2 x=—+k-2w = 2-x=—+k-2-w/ — =
6 6
2-x=t
V4
= x1=—+k~7£ , ke Z
12
57w
t=—+k-2-7w 5« 5« 1
. 6 = 2 x=—+k2m = 2 x=—+k-2Ww/ — =
2-x=t 6 6

— x2=5'—”+k-7c  keZ
6

Vjezba 510
Odmor!
Rezultat:
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