Zadatak 081 (Sanja, gimnazija)
T T
Jednadzba titranja materijalne tocke mase 10 g ima oblik x =5-sin (g r+ Zj cm.

Nadi maksimalnu silu koja djeluje na tocku i ukupnu energiju tocke.
Rjesenje 081

4 4
m=10g=0.01 kg, x=5-sin(g~t+zj cm, Frax =2, E=?

Ako tijelo objeSeno o elasti€nu oprugu izvu¢emo iz poloZaja ravnoteZe za neki pomak x i pustimo ga,
ono ¢e harmonijski titrati. Za svako tijelo koje se giba poput tijela na opruzi, $to uzrokuje sila upravno
proporcionalna pomaku x, smjera suprotnoga pomaku, dakle

F=-k-x
kaZemo da harmonijski titra.
Harmonicko titranje opisuje se trigonometrijskim funkcijama sinus i kosinus.

x(1) = A-sin(a)-t+(p0),
gdje je
e x —elongacija ili pomak tijela iz ravnoteZnog poloZaja
e A —amplituda ili maksimalna elongacija
® o —kruZzna frekvencija

k — konstanta opruge

m — masa tijela Sto titra na opruzi
t — vrijeme titranja

(o — pocetna faza.

Maksimalna sila je u sluc¢aju kada je tijelo, maksimalno udaljeno od poloZaja ravnoteZe, tj. kada je
elongacija maksimalna (kada tijelo ima amplitudu A).

Fax =—k- A
Elasti¢na opruga produZena za x ima elasti¢nu potencijalnu energiju

1 2
ep =5 kex ™,
gdje je k konstanta opruge. Energija ¢e biti maksimalna kada tijelo ima maksimalnu elongaciju (kada

ima amplitudu A).

E

1
E=—Fk-A 2.
2
Prvo iz zadane jednadZbe odredimo fizikalne velicine i njihove vrijednosti:
) A=5cm=0.05 m amplituda titranja
x(l):A~s1n(a)~t+(pO) : ’
T
. . = Ww=—— kruZna frekvencija
— 5.4 5
x—5-s1n(—~t+—} cm
1) i pocetna faza
== cetna faza
0 4

Konstanta opruge k dobije se iz formule za kruznu frekvenciju

’k fk k
w=.|— = w= —/2 = a)2=—/-m = k=m-a)2.
m m m



e Maksimalna sila to¢ke iznosi:

2 2
=m- metoda 71 -
k=m o = Y S By =me@? - A=001 kg(— —j 0.05m=1.974 10"+ N.
Fax =k A supstitucije 5

e  Ukupna energija tocke iznosi:

k=m-@
metoda 1 1 )
E=—Fk-A supstitucije 2 2

2

2
1 1 -
=E-0.01 kg (% —-0.05 m] =4.935-10 6 J.

s
Vjezba 081

T T
Jednadzba titranja materijalne tocke mase 20 g ima oblik x =5-sin (g r+ Z] cm.

Nadi maksimalnu silu koja djeluje na tocku.

Rezultat: 3.948 .10 4 N

Zadatak 082 (Tony, gimnazija)

Njihalo preneseno sa Zemlje na Mjesec harmonijski titra periodom koji je 2.45 puta duZi od
perioda harmonijskoga titranja toga njihala na Zemlji. Koliko iznosi ubrzanje slobodnoga pada na
Mjesecu, ako je ubrzanje slobodnoga pada na Zemlji g?

AL B & C. 245 ¢ D. 6g
6 245
Rjesenje 082
TM = 245 . Tz, gz = g, gM =
Matematicko njihalo je njihalo (zamiSljeno) koje ima nerastegljivu nit bez mase i kojega je
masa kuglice koja njiSe koncentrirana u jednoj tocki. Uz male amplitude takvo njihalo izvodi
harmonicke titraje. Vrijeme jednog titraja matematickog njihala jest

) /
\ T=2-7- | —,
8

gdje je I duljina njihala, a g akceleracija slobodnog pada.
Iz uvjeta zadatka slijedi:

M—245T = 2-7- =245-2-x- —:>27£ =245-2-x- /—:>
\/gM \/ VgM V
l 2
= =245 |— = =245 |[— / :>—_60025—:>
gM gM

l l l
o Lol Ll
Epm 8 Em 8

/- :>—=—:gM

1
! &y 8
Odgovor je pod A.

T.=245-T,




Vjezba 082

Njihalo preneseno sa Zemlje na planet harmonijski titra periodom koji je 2 puta duZi od
perioda harmonijskoga titranja toga njihala na Zemlji. Koliko iznosi ubrzanje slobodnoga pada na
planetu, ako je ubrzanje slobodnoga pada na Zemlji g?

8 8
A = B. = C.4-g D. 6-g
6 4

Rezultat: Odgovor je pod B.

Zadatak 083 (Tiho, gimnazija)

Uteg mase m ovjeSen o oprugu konstante k titra periodom T. Kojim ¢e periodom titrati uteg
mase 4 - m ovjesen o istu oprugu?

A 2T B. 4.T C. 8T D. 16-T
Rjesenje 083
m;=m, T1=T, m2=4-m, T2=?
Harmonicko titranje nastaje djelovanjem elasti¢ne sile F = — k - s ili neke druge sile
proporcionalne elongaciji. Tada je period titranja:

T=2rx- ﬂ.
\ &

Ova formula upotrebljava se obicno kod titranja mase m koje nastaje djelovanjem elasticne sile
opruge; k je konstanta opruge (a znaci silu potrebnu za jedini¢no produljenje opruge). Opcenito, k je
faktor proporcionalnosti izmedu sile i elongacije.

1.inacica

\ & \ & \ & \ &
f—

= =
m 4-m m m
0. |2 T,=2-7- | —— T,=2-7-2- | — T,=22-7-,| —
=274~ 275N 275N 2 i
T1:2.7z'. ﬁ
\ &

metoda
= = | =2 hL=2T = T,=2T.
/ m supstitucije
T2=2-(2-7z- —j
k
Odgovor je pod A.
2.inacica
my m 4-m
T, =27, — T,=2-7m-,| — o 2., | ——
1 k - 1 k - podijelimo - T_2_ ko
jednakosti T B m
m 4-m Je §
—. g |2 T=2-7-,| — 1 2-7&3/*
4-m 4-m m m
2.7, | —— — 2-,/— 20—
T. T. T. T.
= _2=—k = _2= k = _2= k = _2= /\ =
hom L m 1 m 1 |m
k k k k
)
= —1:2 = T2:2-T1 = T2—2 T

98]



Odgovor je pod A.
Vjezba 083

Uteg mase m ovjeSen o oprugu konstante k titra periodom T. Kojim ¢e periodom titrati uteg
mase 9 - m ovjesen o istu oprugu?

A. 9T B. 6T C. 3T D. 18-T
Rezultat: Odgovor je pod C.

Zadatak 084 (Slavica, gimnazija)
Omjer duljina niti dvaju matematickih njihala jest 1 : 4. U kojem su omjeru njihova titrajna
vremena?

Rjesenje 084
11:12:1:4, T1:T2:?

Matematicko njihalo je njihalo (zamiSljeno) koje ima nerastegljivu nit bez mase i kojega je masa
kuglice koja njiSe koncentrirana u jednoj tocki. Uz male amplitude takvo njihalo izvodi harmonicke
titraje. Vrijeme jednog titraja matematickog njihala jest

/
T=2-7- |—,
8

gdje je 1 duljina njihala, a g akceleracija slobodnog pada.

jedan titraj matemati¢kog njihala

l.inacica
Iz omjera duljina niti dvaju matematickih njihalaslijedi:
l1 :12 =1:4 = 4-l1 212 = 12 =4~ll.
Duljina niti drugog njihala je Cetiri puta-veca od duljine niti prvog njihala.
Iz sustava jednadZbi dobije se omjer njihovih titrajnih vremena.

! I l !
T,=27 |1 o S R S
odijelimo
8 :{?deb}jT_l:_ng_lz_ ngT__\/g:,
l jednadzbe l l l
T,=2-7- 2 2 5412 2 5402 2 /l
8 8 8 8
T, T, l T I T, [
o L hofhh_ A Jh_ b
T2 T2 12 T2 4-l1 T2 4[l
_1 T, :T,=1:2 T, =2-T
== =>10h:T,=1:2 =>T,=2-T.
2.inacica
Iz formule



moZe se zakljuciti da je period T razmjeran s kvadratnim korijenom (drugim korijenom) duljine 1 niti

njihala
T~

Ako se duljina niti poveca 4 puta, period se poveca 2 puta.
Ako se duljina niti poveca 9 puta, period se poveca 3 puta.
Ako se duljina niti smanji 4 puta, period se smanji 2 puta.
Ako se duljina niti smanji 9 puta, period se smanji 3 puta. Itd.

Iz omjera duljina niti dvaju matematickih njihala dobije se:
l1 :12 =1:4 > 4-11 :lz = 12 =4~ll.
Duljina niti drugog njihala je Cetiri puta veca od duljine niti prvog njihala. Period drugog njihala je dva
puta veci od perioda prvog njihala.
Vjezba 084
Omjer duljina niti dvaju matematickih njihala jest 1 : 9. U kojem su omjeru njihova titrajna
vremena?

Rezultat: 1:3.

Zadatak 085 (Slavica, gimnazija)

Dva njihala poc€inju se istodobno njihati. Za prvih 20 titraja prvog njihala drugo njihalo u¢ini
15 titraja. Koliki je omjer duljina tih njihala?
Rjesenje 085

n1=20, n2=15, 11:12=?
Matemati¢ko njihalo je njihalo (zamiSljeno) koje ima nerastegljivu nit bez mase i kojega je masa
kuglice koja njiSe koncentrirana u jednoj toc¢ki. Uz male amplitude takvo njihalo izvodi harmonicke
titraje. Vrijeme jednog titraja matemati¢kog njihala jest

l
T:Z-ﬂ-(,
8

gdje je 1 duljina njihala, a g akceleracija slobodnog pada.

jedan titraj matemati¢kog njihala

o ] L] ] []
Frekvencija v je broj titraja (ophoda) u jedinici vremena. Period T je vrijeme jednog titraja (ophoda).
Izmedu frekvencije v i perioda T postoji veza:

Tv=1l= T:l = v:i.
1% T

Buduéi da se frekvencija v moZe izraziti na dva nacina:

, n je broj titraja , ¢ je vrijeme za koje je ucinjeno n titraja

slijedi
n 1
—=— = t=n-T.
T

Njihala su se pocela njihati istodobno pa vrijedi:



h L h ly
t, =ty > nT,=n,T, = 2027, |—=1527x- |= /27 = 20-,|—=15-,| = =
1772 1 1772 "2 g g g g

N 20.\/\/21=15.\/\/g /‘/E — 4'\/71=3'\/E/2 = 16, =91, =

| ll 9
= 16-11:9-12 [ — = —=—

16-/2 12 16

Vjezba 085
Dva njihala poc€inju se istodobno njihati. Za prvih 25 titraja prvog njihala drugo njihalo u¢ini
15 titraja. Koliki je omjer duljina tih njihala?

9
Rezultat: —

25

Zadatak 086 (Maturant, gimnazija)

Elasti¢nu zavojnicu na koju je ovjeSen uteg izvucemo iz polozZaja ravnoteze za 2 cm i pustimo
titrati. Konstanta elasti¢nosti zavojnice iznosi 1000 N/m. Nakon nekoga vremena zavojnica prestane
titrati. Koliko je energije zavojnica predala okolini tijekom titranja?

Rjesenje 086

y=2cm=0.02 m, k = 1000N/m, E,,=?

Elasti¢na potencijalna energija zavojnice je rad uloZen za sabijanje ili rastezanje zavojnice za odredenu
duljinu y. Elasti¢na zavojnica produzena za y ima elasti¢nu potencijalnu energiju

1 2
Eep ==Ky s
.

gdje je k konstanta zavojnice.
Energija koju je zavojnica predala okolini tijekom titranja iznosi:
1 1 N 2
k- =5-1000 —(0.02m)" =0.2J.
m

Eep =5'

Vjezba 086

Elasti¢nu zavojnicu na koju je ovjeSen uteg izvu¢emo iz poloZaja ravnoteZe za 4 cm 1 pustimo
titrati. Konstanta elasti¢nosti zavojnice iznosi 1000 N/m. Nakon nekoga vremena zavojnica prestane
titrati. Koliko je energije zavojnica predala okolini tijekom titranja?

Rezultat: 0.87].

Zadatak 087 (Maturant, gimnazija)

Tijelo mase 0.1 kg titra na elasti¢noj opruzi tako da je vremenska ovisnost elongacije opisana
izrazom x = 0.05 - sin(20 - t + 30°) pri ¢emu je x u metrima, a t u sekundama.
a) Kolika je amplituda titranja tijela?
b) Kolika je konstanta elasti¢nosti opruge?
Rjesenje 087

m=0.1kg, x=0.05-sin20-t+30°, A=?  k=?
Ako tijelo objeSeno o elasti¢nu oprugu izvucemo iz poloZaja ravnoteZe za neki pomak x i pustimo ga,
ono ¢e harmonijski titrati. Za svako tijelo koje se giba poput tijela na opruzi, §to uzrokuje sila upravno
proporcionalna pomaku X, smjera suprotnoga pomaku, dakle

F=—k-x

kazemo da harmonijski titra.
Harmonicko titranje opisuje se trigonometrijskim funkcijama sinus i kosinus.

x(z):A-sin(a)-t+(p0),

6



gdje je
e x —elongacija ili pomak tijela iz ravnoteZnog poloZaja
e A —amplituda ili maksimalna elongacija
® - kruzna frekvencija

k 2
wo=,— =>k=m-w".
m
k — konstanta opruge
m — masa tijela Sto titra na opruzi
t — vrijeme titranja
(o — pocetna faza.

a) Amplituda titranja tijela iznosi:

x(t)zA-sin(a)~t+goo) x(t)zA-sin(a)~t+(/)o)
0 = 0 = A=0.05m.
x=0.05-sin(20-t+30 ) x=0.05-sin(20-t+30 )
b) Konstanta elasti¢nosti opruge je:
x(t)=A-sin(a)-t+(p0) x(t)=A-sin(a)-t+(p0)
rad
0 0 w=20 —
x=0.05-sin(20-t+30 ) = x=0.05-sin(2()-t+30 ) = s =
2
k=m @

2
1 N
= k=0.1 kg-(20—j =40 —.
s

m
Vjezba 087

Tijelo titra na elasti¢noj opruzi tako da je vremenska ovisnost elongacije opisana izrazom
x =0.25 - sin(2 - t + 60°) pri ¢emu je x u metrima, a t u sekundama. Kolika je amplituda titranja tijela?

Rezultat: 0.25 m.

Zadatak 088 (Edo, gimnazija)
Kada se na oprugu objesi jedan uteg mase m, opruga se produlji za 11 cm. Koliko je titrajno
vrijeme (period) Cetiri utega (mase 4 - m) kada titraju na toj istoj opruzi?
Rjesenje 088
m; = m, x=11cm=0.11 m, m;=4-m, T,="?
Ako tijelo objeSeno o elasti¢nu oprugu izvucemo iz poloZaja ravnoteZe za neki pomak x i pustimo ga,

ono ¢e harmonijski titrati. Za svako tijelo koje se giba poput tijela na opruzi, $to uzrokuje sila upravno
proporcionalna pomaku X, smjera suprotnoga pomaku, dakle

F=-k-x
kazemo da harmonijski titra. Za racunanje dovoljno je uzeti
F=k-x

gdje je k konstanta elasti¢nosti. Pomocu konstante elasti¢nosti k moZemo izraziti period titranja:

r=2-7- |2
k

Silu kojom Zemlja privlaci sva tijela nazivamo silom tezom. Pod djelovanjem sile teze sva tijela
padaju na Zemlju ili pritiS¢u na njezinu povrSinu. Akceleracija g kojom tijela padaju na Zemlju naziva
se akceleracija slobodnog pada.

G=m-g.
Budu¢i da uteg mase m visi na opruzi, sila teZa G jednaka je sili opruge F.



F=k-x F=k-x
m-g
o

G=m-gr = G=mgr = kx=mg=kx=mglx=ks=
F=G F=G
Titrajno vrijeme (period) T, Cetiri utega (mase 4 - m) kada titraju na istoj opruzi iznosi:

m2
2 o k
= T~=2-7-

Vjezba 088
Kada se na oprugu objesi jedan uteg mase m, opruga se produlji za 11 cm. Koliko je titrajno
vrijeme (period) dva utega (mase 2 - m) kada titraju na toj istoj opruzi?

Rezultat: 0.94 s.

Zadatak 089 (Mario, student)
Dana je jednadZzba vala y = 0.05 - sin(2nt — nx). Sve veli¢ine su u SI sustavu. Odredite:
amplitudu vala, kruznu frekvenciju, frekvenciju, period vala i'brzinu Sirenja vala.

Rjesenje 089
y =0.05 - sin(2nt — 7x), Yo=17, =7, v=7, T=2?, v=7

Kada kruto tijelo rotira oko ¢vrste osi, sve se njegove-cestice gibaju po koncentriénim kruZnicama
(koncentri¢ne kruZnice imaju zajednicko srediSte).-Kutove pri rotaciji izraZzavamo redovito u
radijanima. Tijelo rotira kada se njegove Cestice gibaju po kruznicama cija srediSta lezZe u istoj tocki ili
na istom pravcu. Kutna brzina @ iznosi:
2-7
a=——-:
T

b}

gdje je T period, titrajno vrijeme.
Frekvencija v je broj ophoda u jedinici vremena. Period T je vrijeme jednog ophoda. Izmedu
frekvencije v 1 perioda T postoji veza:
Tv=l=T=—= v:l.
14 T
Valovito je gibanje periodicko prenosenje energije titranja od jednog mjesta na drugo. Elongacijuy
koje god tocke koja se nalazi na udaljenosti x od izvora vala u bilo koje vrijeme t moZemo naci iz

jednadZbe vala
. r x
y= Y() -sm2-7z-(—j,
T 2

X . v
zaostatak u fazi neke tocke na

gdje je Y, amplituda (maksimalna elongacija) vala, a

udaljenosti x od izvora vala. Valna duljina je udaljenost dviju najbliZih to€aka vala koje titraju u istoj
fazi. To je udaljenost do koje se prosiri val za vrijeme jednog titraja, tj.

A=v.-T = v= i,
gdje je A valna duljina, T period vala, v brzina Sirenja vala.

Amplitudu vala, period titranja i valnu duljinu odredit ¢emo iz jednadzZbe titranja jedne Cestice u tom
valu.



t
y=0.05-sin(2- 71— 7x) y=0.05~sin2-7r-(t—§j y=0.05~sin2~ﬂ'-(;—£j

2
t X = =
y=YO~sin2-ﬂ'- ;_E =Y,-sin2-7 X =Y,-sin2-7 -
Y7 T 2 Y7 T A
t
y:0‘05.sin2.ﬂ-.(1_§j ¥y =0.05m
= = T=1s
Y,-sin2-7 L A=2
y: . . o ——— = m
0 T A
Kruzna frekvenija iznosi:
2-r 2w -1
W=——=—-=2-T5 .
T ls
Brzina $irenja vala ima vrijednost:
oA 2m_,m
T 1s s

Vjezba 089
Dana je jednadzba valay = 0.5 - sin(2nt — nx). Sve veli¢ine su u SI sustavu. Odredite
amplitudu vala.

Rezultat: 0.5 m.

Zadatak 090 (Irena, gimnazija)

Jedno matematicko njihalo ima period 3 s, drugo 4's. Koliki bi bio period matematickog
njihala ¢ija bi duljina bila jednaka zbroju duljina obajunavedenih njihala?
Rjesenje 090

T1=3S, T2=4S, T=7?
Matematicko njihalo je njihalo (zamisljeno) koje ima nerastegljivu nit bez mase i kojega je masa
kuglice koja njiSe koncentrirana u jednoj tocki. Uz male amplitude takvo njihalo izvodi harmonicke
titraje. Vrijeme jednog titraja matematickog njihala jest

[
T=2-7 | —,
g

gdje je 1 duljina njihala, a g akceleracija slobodnog pada.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
«— — — «—

Racunamo duljine matematickih njihala perioda T, i T».

2
I I 2 20 4 I
T,=27,|1 T,=27x1/? L=4x - 72472
1 1 g 1
g g g
2( 7 !
! I 2 2
_ 2 _ 2 2 ! T, =4.7".2
Ty=27 Ty=2-7 / r2_4..2] |2 5 (N
4 g 2 .



2

[ g T
=421 5 §=—2L
N 8 4.z N 4.
) 2
T2:4.7z-2.ll/.i g1
2 g 4 2 12: 5
7 4.z

Period T matematickog njihala ¢ija bi duljina bila jednaka zbroju duljina obaju navedenih njihala
iznosi:

L+l 1 1 g-T2 g-T2
T=2-rx ,u =>T=2-x —~(ll+12) =>T=2z | —: 12 + 22 =
8 8 8 | 4-x 4.1

1 1
=>T=2- | — & ~T2+T2 =>T=2- | — £ -T2+T2 =
2 \'1 2 2 \11 2
8 4.z 8 4-x

1 1 1
=>T=2r —2~(7112+T22) =>T=2-7-—: 712+T22 =>T=27-—: 7112+T22 =

2 2 2 2
o =12t = (3) 4 (59) =5
Vjezba 090
Jedno matematic¢ko njihalo ima period 6 s, drugo 8 s. Koliki bi bio period matematickog
njihala ¢ija bi duljina bila jednaka zbroju duljina obaju nayedenih njihala?
Rezultat: 10s.

Zadatak 091 (Stela, srednja Skola)
Kada se elasti¢na opruga optereti utegom, mase m, produlji se za 3 cm. Koliki je period
titranja opruge sa utegom? (g = 9.81 m/s’)
Rjesenje 091
m x=3cm=0.03m, g=98lm/s’ T=?
Ako tijelo objeseno o elasticnu oprugu
izvucemo iz poloZaja ravnoteze za neki pomak
X 1 pustimo ga, ono ¢e harmonicki titrati. Za
svako tijelo koje se giba poput tijela na opruzi,
Sto uzrokuje sila upravno proporcionalna
pomaku x, smjera suprotnoga pomaku, dakle

F=—k-x
kaZemo da harmonicki titra.
Slovom x oznacili smo elongaciju, tj. udaljenost tocke koja titra od polozaja ravnoteze u bilo kojem
trenutku.
Period titranja elasticne opruge je

T=2-7- ﬂ,
k
gdje je m masa tijela, a k konstanta elasti¢nosti opruge (sila koja oprugu istegne za jedinic¢nu duljinu).
Silu kojom Zemlja privlaci sva tijela nazivamo silom teZom. Pod djelovanjem sile teZe sva tijela
padaju na Zemlju ili pritiS¢u na njezinu povrsinu. Akceleracija g kojom tijela padaju na Zemlju naziva
se akceleracija slobodnog pada.
G=m-g.
TeZina tijela jest sila kojom tijelo zbog Zemljina privlacenja djeluje na horizontalnu podlogu ili ovjes.
Za slucaj kad tijelo i podloga, odnosno ovjes, miruju ili se gibaju jednoliko po pravcu s obzirom na

10



Zemlju, tezina tijela je veli¢inom jednaka sili teZe.
Kada elasti¢nu oprugu opteretimo utegom mase m, ona se zbog teZine utega produlji za x. Zato vrijedi:

F=k-x
m-g
F=G = k-x=m-g = k-x=m-g/:x = k= .
X
G=m-g

Period titranja opruge sa utegom iznosi:

T=2-1- ﬂ
\ &

k:

X

Vjezba 091
Kada se elasti¢na opruga optereti utegom, mase m, produlji se za 30 mm. Koliki je period
titranja opruge sa utegom? (g = 9.81 m/s”)

Rezultat: 0.35s.

Zadatak 092 (Bozica, gimnazija)

Kada se na kraj opruge objesi uteg mase 0.5 kg tadaje njezin period titranja 2 s. Kolika treba
biti masa dodatnog utega da bi se period titranja poveéao tri‘puta? (g = 9.81 m/s”)
Rjesenje 092

m = 0.5 kg, T=2s, T,=3-T, g=9.81m/52, m; ="?

Period titranja elasticne opruge je
T = 2 T ni,
\ k

gdje je m masa tijela, a k konstanta elasti¢nosti opruge (sila koja oprugu istegne za jedini¢nu duljinu).
Ova formula upotrebljava se obi¢no kod titranja mase m koje nastaje djelovanjem elasti¢ne sile
opruge.

Iz uvjeta zadatka dobije se:

/m
T=2-1- ; "
m+m
:>[T1:3~T]:2-7[~1/ 1:3~2~7r-‘/ﬂ =
m+my k k
T1=2'ﬂ"
k
m+ f 1 ’m+
k k 2. k k
2 2
}m+ / m+m / m+
= m1=3- ﬁ/2 = 1 =9. n = m1=9-ﬁ:>
k k k k k k
m+my m
= P =9-;/-k = m+ml=9-m = ml=9-m—m = m1=8-m = ml=8-0.5 kg = m1=4 kg.
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Vjezba 092
Kada se na kraj opruge objesi uteg mase 500 g tada je njezin period titranja 3 s. Kolika treba
biti masa dodatnog utega da bi se period titranja povecao tri puta? (g = 9.81 m/s?)

Rezultat: 4 kg.

Zadatak 093 (Luka, gimnazija)
Crtez prikazuje tijelo mase m ovjeSeno o oprugu konstante 50 N/m. Oprugu rastegnemo za 5
cm i pustimo titrati pa ona titra periodom 2 s.

A
% 5cm
m

5cm

Cc

a) NapiSite jednadzbu titranja tijela y = f(t) ako se u trenutku t = O tijelo nalazilo u tocki B te se gibalo
prema tocki A.
b) Napisite jednadZbu titranja tijela y = f(t) ako se u trenutku t'= 0 tijelo nalazilo u tocki A.
c¢) Napisite jednadzbu titranja tijela y = f(t) ako se u trenutku-t'= O tijelo nalazilo u tocki C.
d) U kojem je poloZaju brzina tijela najveca?
e) U kojem je polozaju akceleracija tijela najveca?
f) U kojem je poloZaju kineticka energija tijela najve¢a?
g) U kojem je polozaju elasti¢na potencijalna energija najveca?
h) U kojem poloZaju je brzina tijela jednakanuli?
i) U kojem poloZzaju je elasti¢na sila na tijelo najmanja?
j) Izracunajte ukupnu energiju ovoga oscilatora.
Rjesenje 093

m, k =50 N/m, yo=35cm =0.05 m, T=2s, y=12, E=?
Titranje je gibanje kod kojega tijelo prolazi, gibajuci se u dva suprotna smjera, stalno isti dio krivulje
(najcesce kruznice) ili pravca. Polozaj ravnoteZe je poloZaj u kojem tijelo miruje. Kad tijelo titra, u
tom je poloZaju najmanja potencijalna, a najveca kineticka energija. Zbroj tih dviju energija
(zanemarivsi gubitke) je stalan i jednak najvecoj potencijalnoj ili najvecoj kinetickoj energiji.
Harmonicko titranje nastaje djelovanjem elasti¢ne sile F = —k - y ili neke druge sile proporcionalne
elongaciji. Pomak, elongacija ili udaljenost y od poloZaja ravnoteze materijalne tocke koja harmonicki
titra, mijenja se s vremenom prema

2t
Y=y, -sin ,
0 T

gdje je y elongacija, tj. udaljenost tocke koja titra od poloZaja ravnoteze u bilo kojem trenutku, yo
amplituda, tj. maksimalna elongacija i T vrijeme jednog titraja ili period. Ako materijalna tocka ne
pocinje titrati iz poloZaja ravnoteze, elongacija y mijenja se s vremenom

in =L 1 )
y =y, -sin (—— ,
Y= ’

gdje je ¢ pocetni fazni kut.
Ako tijelo objeSeno o elastiénu oprugu izvucemo iz poloZaja ravnoteZe za neki pomak y i pustimo ga,

ono ¢e harmonicki titrati. Za neko tijelo koje se giba poput tijela na opruzi, Sto uzrokuje sila upravno
proporcionalna pomaku y, smjera suprotnoga pomaku, dakle

F=—k-y
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kaZemo da harmonicki titra.

Slovom y oznacili smo elongaciju, tj. udaljenost tocke koja titra od poloZaja ravnoteZe u bilo kojem
trenutku. Slovom y, oznacili smo amplitudu, tj. maksimalnu elongaciju. Sila je najveca zay = yj
Tada je ukupna energija harmonickog oscilatora jednaka

L2

E Yo -

1
2

Zakon ocuvanja energije:

¢ Energija se ne moZe ni stvoriti ni unistiti, ve¢ samo pretvoriti iz jednog oblika u drugi.

e Ukupna energija zatvorenog (izoliranog) sustava konstantna je bez obzira na to koji se procesi
zbivaju u tom sustavu.

e Kad se u nekom procesu pojavi gubitak nekog oblika energije, mora se pojaviti i jednak prirast

nekog drugog oblika energije.

Drugi Newtonov zakon: Ako na tijelo djeluje stalna sila u smjeru njegova gibanja, tijelo ima
akceleraciju koja je proporcionalna sili, a obrnuto proporcionalna masi tijela te ima isti smjer kao i
sila.

a)

Budu¢i da se u trenutku t = O tijelo nalazi u tocki B, poloZaju ravnoteze, pocinje
titrati iz poloZaja ravnoteZe pa jednadZzba gibanja glasi:

2--t 2.t 2.7t

=0.05 m-sin =0.05 m-sin

2s 2's

yzyo-sin =0.05 m-sin(fr~ts_1).

b)
Bududi da se u trenutku t = 0 tijelo nalazi u tocki A, maksimalno je udaljeno od ravnoteZznog

poloZaja u pozitivhom smjeru y osi pa mu je amplituda pozitivna. Pocetni fazni kut je ¢ =— i

SN

jednadzba gibanja glasi:

2-7-t 2-7-t 2-7-t
;’ +¢j=0.05m(sin 7 +§j=0.05m-[sin i +£j=

2s 28 2

=0.05 m-sin(ﬂ-t s_l+§j={sin(§+a}=cosa}=0.05 m~cos(ﬂ'~t s_l).
c)

Bududi da se u trenutku t = 0 tijelo nalazi u tocki C, maksimalno je udaljeno od ravnoteznog poloZaja

y=y0-sin(

u negativhom smjeru y osi pa mu je amplituda negativna. Pocetni fazni kut je ¢ = —5 i

jednadzba gibanja glasi:

2-7-t 2-mt W 2-mt W
= -sin + =0.05 m-| sin —— |=0.05 m-| sin —-—— | =
¥=0 ( T (pj ( 2 2} [ 2 2}

=0.05 m-sin(ﬂ'-t s_l—gjz[sin(a—;rj=—cosa}=—0.05 m-cos(ir-t s_l).
d)

Tijelo ima najvecu kineticku energiju kad prolijece kroz ravnotezni polozaj. U trenutku kad je tijelo u
tocki B (kada prolazi ravnoteznim poloZzajem, y = 0) ono ima maksimalnu brzinu
2-E,

m

1
E. :E'm'vmax = Vmax =

13



e)
Ako tijelo izvucemo za pomak y iz ravnoteZnog poloZaja, opruga se takoder produlji za
pomak y. Stoga djeluje elasticna sila opruge
F=—k-y
u smjeru suprotnom od pomaka y, tj. prema ravnoteZnom poloZaju. Buduc¢i da na tijelo djeluje

elasti¢na sila
F=-k-y

koja nije konstantna, za razlicite vrijednosti od y poprima razlicite vrijednosti. Iz drugog
Newtonova poucka
F=m-a

izlazi

1 k-

m-a=-k-y > ma=-k-y/ — = a=——y

m m
pa zato i akceleracija ovisi o pomaku y. Akceleracija je, dakle, najveca u tockama A i C kada je tijelo
maksimalno udaljeno od ravnoteznog poloZaja.

f)
Kineticka energija je najveca kada tijelo prolijece kroz ravnotezni poloZaj, tj. kada je u tocki B. U
trenutku kad tijelo prolije¢e kroz ravnoteZzni poloZaj, y = 0, ono ima maksimalnu kineticku energiju
1 2
E, = 5 M Vmax
1 elasti¢nu potencijalnu energiju

1 2 1
E, =—k-y =—k-0=0.
ep =N T

Elasti¢na potencijalna energija jest nula jer je u tomtrenutku pomak iz poloZaja ravnoteZe jednak nuli.
Kineticka energija tijela je najveca kada tijelo prolijece kroz ravnotezni polozaj, tocku B.

g)

Tijelo ima najvecu elasti¢nu potencijalnu energiju u krajnjim to¢kama A i C.

Elasti¢na potencijalna energija je maksimalna kada je tijelo u tockama A ili C jer je u tom trenutku
pomak iz poloZaja ravnoteZe najveci (amplituda y,)

1 2
Eep = 5 k- Yo
h)
Kada je tijelo maksimalno udaljeno od ravnoteZnog poloZaja (to€ke A i C) ima kineticku energiju
E = 0J
pa mu je brzina
y=02,

s
)
Ako tijelo izvucemo za pomak y iz ravnoteZnog poloZaja, opruga se takoder produlji za
pomak y. Stoga djeluje elasticna sila opruge

F=-k-y
u smjeru suprotnom od pomaka y, tj. prema ravnoteZnom poloZaju. Buduc¢i da na tijelo djeluje

elasti¢na sila
F=—k-y

koja nije konstantna, za razlicite vrijednosti od y poprima razlicite vrijednosti. Iz drugog
Newtonova poucka

F=m-a
izlazi
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1 k-
m-a=-k-y > ma=-k-y/ — = a=——y

m m

pa zato i akceleracija ovisi o pomaku y. Elasti¢na sila
F=-k-y
na tijelo najmanja je u tocki B jer je tada pomak tijela iz ravnoteznog polozaja jednak nuli, y = 0.
Elasti¢na sila jest nula jer je u tom trenutku pomak iz poloZaja ravnoteZe jednak nuli.
i)
Po zakonu ocuvanja energije zbroj kineticke energije tijela i elasticne potencijalne energije opruge je
konstantan, tj.
E= Ek + Eep = konst.

1 1
E=—-m-v2+—-k-y 2 = konst.
2 2
Ako u posebnom slucaju za y odaberemo amplitudu y =y, dobivamo
1 2
Epp = E.k Y0

jer je u amplitudnom poloZaju brzina v tijela nula, v = 0. Ukupna energija harmonijskog oscilatora
1Znosi:

-(0.05 m)2 =0.0625 J.

N
.50 —
m

N | =

1 2
Eep:;k’y() =

Vjezba 093
Tijelo je ovjeseno o oprugu konstante 100 N/m. Oprugu rastegnemo za 10 cm i pustimo titrati.
IzraCunajte ukupnu energiju oscilatora.

Rezultat: 0.51].
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