Zadatak 081 (Vedran, gimnazija)
Valjak mase 100 kg, polumjera 0.1 m, okreée se oko svoje osi. Koliki mora biti zakretni
moment da bi se valjak vrtio kutnom akceleracijom 2 rad/s*?
Rjesenje 081
m=100kg, r=0.1m, a=2rads’, M=?
Moment tromosti homogenog valjka mase m i polumjera baze r je:

1

I=—-m-r
2

Tijelo Ce rotirati jednoliko ubrzano ako na njega djeluje stalan moment sile
M, koji jos zovemo zakretnim momentom. Osnovni zakon rotacije piSemo:

M=a-1.
Zakretni moment valjka iznosi:

1 1
——-100 kg - (0.1 m)2 =1 N-m.
s2 2
Vjezba 081
Valjak mase 100 kg, polumjera 0.1 m, okreée se oko svoje osi. Koliki mora biti zakretni
moment da bi se valjak vrtio kutnom akceleracijom 4 rad/s*?

Rezultat: 2 Nm.

Zadatak 082 (Vedran, gimnazija)

Zamasnjak ima oblik kruZne ploce, masu 50 kg i polumjer 0.2 m. Zavrtjeli smo ga do brzine
480 okr/min i zatim prepustili samome sebi. Pod utjecajem trenja on se zaustavio. Koliki je moment
sile trenja ako pretpostavimo da je trenje stalno i ako se.zamasnjak zaustavio nakon 50 s?
Rjesenje 082

m = 50 kg, r=02m, o = 480"okr/min =480 - 2 - wrad/60 s = 16 - w rad/s, t=50s,
M=7?
Moment tromosti kruzne ploce polumjera'r s obzirom na os koja prolazi okomito na plocu njezinim

srediStem:
2

I=—-m-r=.
2

Tijelo ¢e rotirati jednoliko ubrzano ako na njega djeluje stalan moment sile M, koji jo§ zovemo
zakretnim momentom. Osnovni zakon rotacije piSemo:

M=«a-1.

Za jednoliko promjenjivu rotaciju vrijede izrazi koji su analogni izrazima za jednoliko promjenljivo
gibanje po pravcu.

Jednoliko promjenjivo gibanje Jednoliko promjenjiva vrtnja
brzina \ kutna brzina ®
akceleracija a kutna akceleracija o

Jednoliko ubrzano gibanje
Bez poletne brzine Bez pocetne kutne brzine
v=a-t o=o-t

Moment sile trenja iznosi:




16~7£1

= s-%-50kg-(0.2m)2=1.01N-m.

50 s

Vjezba 082

Zamasnjak ima oblik kruZne ploce, masu 100 kg i polumjer 0.2 m. Zavrtjeli smo ga do brzine
480 okr/min i zatim prepustili samome sebi. Pod utjecajem trenja on se zaustavio. Koliki je moment
sile trenja ako pretpostavimo da je trenje stalno i ako se zamaSnjak zaustavio nakon 100 s?

Rezultat: 1.01 Nm.

Zadatak 083 (Fery, gimnazija)
Koliki je moment tromosti Zemljine kugle ako uzmemo da su srednji polumjer Zemlje 6400
km i srednja gustoéa 5.5 - 10° kg/m’?
Rjesenje 083
r=6400km=64-10m, p=55-10kgm’, 1=?
Moment tromosti kugle polumjera r s obzirom na os koja prolazi srediStem je:
1 :g~m-r2.
5
Gustocu p neke tvari mozemo naci iz omjera mase tijela i njegova obujma:
m
=—=>m=p-V.
P v P

Moment tromosti Zemljine kugle iznosi:

m=p-V obujam kugle polumjera r m= p-£~ r 3 T 5 4
2= 4 3 = 3 = I=—~p~—~r3 7Z'-r2 =
I==-m-r V=—r"-7 2 2 5 3
3 Jf=—-m-r
5
5
— =2 0 228 55003 k—g~(6.4~106 m) 7=9.89510°" kg-m>.
15 15 m

Vjezba 083
Koliki je moment tromosti planeta ako uzmemo da su mu srednji polumjer 6400 km i srednja
gustoéa 1.1 - 10" kg/m*?

Rezultat: 1.979-10 38 kg-mz.

Zadatak 084 (Fery, gimnazija)
Na ucvrséeni kolotur polumjera 0.5 m omotana je nit na kraju koje je u¢vrséen uteg mase 10
kg. Nadi moment tromosti kolotura ako uteg pada akceleracijom 2.04 m/s”. (g = 9.81 m/s”)

Rjesenje 084
r=05m, m=10kg, a=204m/s’, g=98lm/s>, I=2?

Moment M sile F u odnosu prema osi rotacije jest umnozak sile F i udaljenosti r pravca sile od te osi:
M=F-r.

Tijelo ¢e rotirati jednoliko ubrzano ako na njega djeluje stalan moment sile M, koji jo§ zovemo

zakretnim momentom. Osnovni zakon rotacije piSemo:
M=ca-lI.

TezZina tijela G jest sila kojom tijelo zbog Zemljina privlacenja djeluje na horizontalnu podlogu ili

ovjes. Za slucaj kad tijelo i podloga, odnosno ovjes, miruju ili se gibaju jednoliko po pravcu s obzirom
na Zemlju, teZina tijela je veli¢inom jednaka sili teZi,

G=m-g.

Za linearnu ili obodnu akceleraciju a Cestice krutog tijela i njezinu kutnu akceleraciju a vrijedi izraz:



a
a=r-o& = a=—.
r

Bududi da je sila F tezina utega, za moment sile teZine utega vrijedi:
M=Gr=M=m-g-r.

Moment tromosti kolotura iznosi:

M:a-I’Mzm.g.r a.]:m.g.r
a = a :ﬂ]:mgr/£31=u=
oa=— o=— r a a
r
m 2
10kg~9.81—2~(0.5 m)
= s =12.02kg-m2
2.o4ﬂ2

s
Vjezba 084

Na ucvrScéeni kolotur polumjera 0.5 m omotana je nit na kraju koje je ucvrSéen uteg mase 20
kg. Nadi moment tromosti kolotura ako uteg pada akceleracijom 4.08 m/s”. (g = 9.81 m/s%)

Rezultat: 1202 kg-m 2.

Zadatak 085 (Marko, gimnazija)

Bakrena kugla polumjera 10 cm vrti se oko osi koja prolazi srediStem te ucini dva okreta u
sekundi. Koliki rad treba utroSiti da bismo joj kutnu brzinu'podvostrucili? (gusto¢a bakra p = 8900
kg/m’)

Rjesenje 085

r=10cm=0.1 m, ;=2 okr/s =22 cmrad/s =4 - wrad/s, =2 o, p = 8900
kg/m’, W=?

Kad tijelo obavlja rad, mijenja mu se energija.-Promjena energije tijela jednaka je utrosenom radu.
Kineticka je energija tijela koje rotira kutnom brzinom o:

2

1
E, =—1-w".
2

k
Moment tromosti kugle polumjera r s obzirom na os koja prolazi srediStem glasi:
2
I=—-m-r
5
Gustocu p neke tvari moZemo naci iz omjera mase tijela i njegova obujma:
m
p=—=>m=p-V.
1%

UtroSeni rad iznosi:

1 2 1 2 1 ( 2 2)
W=AE, =>W=E, -E, =>W=—1-w,-—-1- >W==-1-l0, - =
k k2 kl 2 2 9 !l 9 h T4
W—l~1- (2~ 2)2— 2 W—l~1~(4. 2_ 2) W=>.1 02
= ) wl wl = 2 a)l a)l = - wl
Sada je:
m=pV,I=%-m r2 I=g-,0Vr2
5 5 32 2 2
= >W=——=pVr o =
2 2 25 !



obujam kugle polumjera r

3 2 2 3 4 3 2 2
:W:_ .V.r . = 2W:_ c—r “TT-r . =
57 “ v=2.32 5773 “
3
4 5 92 4 k 5 12
= W=2por> o == 8900 ~5--(0.1m) ~7r~(4~7r—j =3532J.
5 5 m3 s

Vjezba 085
Bakrena kugla polumjera 100 mm vrti se oko osi koja prolazi srediStem te ucini 120 okr/min.
Koliki rad treba utrogiti da bismo joj kutnu brzinu podvostruéili? (gusto¢a bakra p = 8900 kg/m’)

Rezultat: 35.32 1.

Zadatak 086 (Ines, srednja Skola)
Kruzna plo¢a polumjera 1 m i mase 196 kg kotrlja se po horizontalnoj povrsini, pri emu je
brzina njezine osi 4 m/s. Nadi ukupnu energiju gibanja ploce.

Rjesenje 086
r=1m, m = 196 kg, v=4m/s, E=7?

Izmedu obodne (linearne) brzine v i kutne brzine @ neke Cestice pri rotaciji vrijedi odnos
V=r-0.
Moment tromosti kruzne ploce polumjera r s obzirom na os koja prolazi okomito na plocu njezinim
srediStem je:
[=—-m- r2.
2
Tijelo mase m i brzine v ima kineticku energiju (translacije)

_A 2
Ek—5~m~v

Kineticka je energija tijela koje rotira kutnom brzinom ®:

1 2
E =—1Tw".
kyp 2
Ukupna energija gibanja ploce sastoji se od kineticke energije njezine translacije i kineticke energije
rotacije:

E=EFE +E, = E=l~m~vz+l-1~a)2 = {lzl-sz} = Ezl-m~v2+l-l-m r2-a)2 =
k™ Tky 2 2 2 2 22
= E:l~m~\/2+l-m-(r~a))2 = [v=r-o]= E:l~m~\/2+l-m-v2 = Ezi-m-v2:
2 4 2 4 4
3 m 2
=—~l96kg~(4—] =2352J.
4 s
Vjezba 086

Kruzna ploca polumjera 1 m i mase 392 kg kotrlja se po horizontalnoj povrsini, pri emu je
brzina njezine osi 4 m/s. Nadi ukupnu energiju gibanja ploce.

Rezultat: 4704 J.

Zadatak 087 (Petar, srednja Skola)
IzraCunaj kineticku energiju valjka promjera 0.3 m, koji se vrti oko svoje osi, ako mu je masa
2000 kg i u€ini 200 okreta u minuti.
Rjesenje 087
okr rad 20 _ rad

2-r=03m =>r=0.15m, m=2000kg, @=200——=200-2-7
min 60s 3 s

>



Ek=?

Moment tromosti valjka mase m i polumjera r je:

I :l-m-r2
2
Kineticka je energija tijela koje rotira kutnom brzinom o:
1 2
Kineticka energija valjka koji se vrti oko svoje osi iznosi:
I—1 m r2
T2 11 1
2 :Ekz—-— m r2 602 3Ek=—-m~(r-w)2=
1 2 2 2
E =—T1-w
k=2
1 20 1 2
=Z-2000 kg -(0.15 m-?-iz—j =4934.8 J.
s

Vjezba 087
Izracunaj kineticku energiju valjka promjera 0.3 m, koji se vrti oko svoje osi, ako mu je masa
4000 kg i ucini 200 okreta u minuti.

Rezultat: 9869.6 J.

Zadatak 088 (Petar, srednja Skola)

Tane mase 360 kg giba se brzinom 800 m/s i vrti’5250 okr/min. Odredi koji dio ukupne
energije gibanja ¢ini energija rotacije. Moment tromosti-iznosi 4.9 kg m”.
Rjesenje 088

m = 360 kg, v = 800 m/s, = 5250 okr/s = 5250 - 2 - wrad/s = 175 - = rad/s,
I=49kgm’, p=?
Kineticka je energija tijela koje rotira kutnom brzinom o:

1 2
E =—1w".
kyp 2
Tijelo mase m i brzine v ima kineticku energiju (translacije)
1 2
E, =—-m-v
k2
Racunamo koji dio ukupne energije gibanja (energije translacije) ¢ini energija rotacije:
1 2
Ek,, 9 [o I o’ I (@ 2
k —-m-v m-vy nmovy
2
| 2
2 |175-7 —
Hkgem s | =0.0064 = 2% ~ 0.64%.
360 kg 800 ™ 100
s

Vjezba 088
Tane mase 720 kg giba se brzinom 800 m/s i vrti 5250 okr/min. Odredi koji dio ukupne
energije gibanja ¢ini energija rotacije. Moment tromosti iznosi 9.8 kg m’.

Rezultat: 0.64%.



Zadatak 089 (Vesna, gimnazija)

Covjek stoji na rubu horizontalne kruzne ploge koja se jednoliko okre¢e oko svoje osi zbog
ustrajnosti. Masa ploce je m; = 100 kg, masa Covjeka m, = 60 kg, a frekvencija vrtnje 10 okr/min.
Kolikom ¢e se brzinom poceti okretati ploca ako ¢ovjek s ruba plocée prijede u njezino srediste?
Rjesenje 089

m; = 100 kg, m, = 60 kg, ®; = 10 okr/min, W, ="?

Moment tromosti materijalne tocke mase m na udaljenosti r od osi rotacije:

I=m-r

Moment tromosti kruZne ploce polumjera r s obzirom na os koja prolazi okomito na plo€u njezinim
srediStem:

I=—-m-r
2

Zamah (kutna koli¢ina gibanja) prema definiciji je umnoZak momenta tromosti i kutne brzine:

L=1 w.
Za tijelo na koje ne djeluju vanjski momenti sila vrijedi zakon odrZanja zamaha, tj. zbroj zamaha
ostaje konstantan. Za tijelo kojemu smo promijenili bilo I, bilo @ vrijedi:

Il-w1:12~a)2.

Budu¢i da Covjek i ploca ¢ine zatvoreni sustav (na njih ne djeluju vanjski momenti sila), za njega
vrijedi zakon odrZanja zamaha:
L =L,.

Dok je ¢ovjek stajao na rubu ploc¢e zamah L, bio je jednak zbroju zamaha ploce i zamaha covjeka:

L=Ly+Ly = L=l @ +1;0 = L =(1,+1,) 0 = H:(%'”ﬁ"ermz'rz)a)l _

= ll :(%'ml+m2j'r2'wl‘

Kad je Covjek presao u srediSte ploce, njegov moment moZemo zanemariti (moment je 0) pa za zamah
L, vrijedi:
2

L2=Ip-a)2+0 = L2= Sy er @,

N | =

Iz zakona odrZanja zamaha izlazi:

1 1 2 1 2 .2 1 1
Ll_ h = E-rnl+m2 r -a)l—E-ml-r 0y i = E-rnl+m2 -(()I—E-ml-a)2 =
(1~100kg+60kg)~100k_r
2 min okr
= ] =22 —.
5-100kg min

Vjezba 089

Covijek stoji na rubu horizontalne kruzne ploge koja se jednoliko okreée oko svoje osi zbog
ustrajnosti. Masa ploce je m; = 100 kg, masa ¢ovjeka m, = 60 kg, a frekvencija vrtnje 20 okr/min.
Kolikom ¢e se brzinom poceti okretati ploca ako ¢ovjek s ruba plocée prijede u njezino srediste?

Rezultat: 44 okr/min.



Zadatak 090 (Mario, gimnazija)

Kugla se kotrlja niz kosinu nagiba 30°. Odredi vrijeme gibanja kugle ako se njezino srediSte
spustilo za 20 cm. Trenje se moZe zanemariti. (g = 9.81 m/s%)
Rjesenje 090

0=30°, h=20cm=02m, g=981m/s’, t=?

U polju sile teze tijelo mase m ima gravitacijsku potencijalnu energiju
Egp =m-g-h,

gdje je g akceleracija slobodnog pada, a h vertikalna udaljenost tijela od mjesta gdje bi prema
dogovoru tijelo imalo energiju nula.
Tijelo mase m i brzine v ima kineticku energiju (translacije)

1 2
E k= 5 “m-v
Kineticka je energija tijela koje rotira kutnom brzinom o:
1 2
E, =—1-0".
ky 2

Zakon o¢uvanja energije:
¢ Energija se ne moZe ni stvoriti ni unistiti, ve¢ samo pretvoriti iz jednog oblika u drugi.
¢ Ukupna energija zatvorenog (izoliranog) sustava konstantna je bez obzira na to koji se procesi
zbivaju u tom sustavu.
e Kad se u nekom procesu pojavi gubitak nekog oblika energije, mora se pojaviti i jednak prirast
nekog drugog oblika energije.

Moment tromosti kugle polumjera r s obzirom na os koja prolazi srediStem:

[=—-mi&

Izmedu obodne (linearne) brzine v i kutne brzine @ neke Cestice pri rotaciji vrijedi odnos
W=r- Q.
Jednoliko ubrzano gibanje duZ puta s jest gibanje za koje vrijedi izraz

1 2-s
§=—-Vvt > v=—-r,
2 t
gdje su s i v put, odnosno brzina za tijelo posto se pokrenulo iz mirovanja i gibalo jednoliko ubrzano
akceleracijom a za vrijeme t.
Iz zakona odrzanja energije slijedi da je gravitacijska potencijalna energija kugle na vrhu kosine
jednaka zbroju kineticke energije translacije i kinetiCke energije rotacije kugle pri dnu kosine:

_ 1 2 1 2
Egp_Ek+Ekr :>m-g-h—5-m-v +5-I-a) =
]
=>|Il=—m-r =
5
2 25
= m-g-h=%-m-v2+é-m-(r-a))2 = [vzrﬂ)] =

1
= m-g-h=%-m-v2+é-m-v2 /-—O = 10-g-h=5-vz+2-v2 = 7-v2=10-g-h/:7 =
m

7 7

Sa slike vidi se (uoci pravokutan trokut hipotenuze s i katete h):

V2:10-g~h/\/’ e 10-g~h'

7



sind=— = s=——-.
s sina
Sada je:
h
§=— 2- .h
sin o sin ¢ 2-h
V= y=—.
2-s t t-sina
y=—
t
1z sustava jednadZbi za brzinu v dobije se vrijeme t:
_2-h
t-sina 2.h 10-0-h ) 10-0-h 2.h
= =] 07g = t-sina- O;g =2-h=>t=————=
e 10-g-h t-sina sina. 10-g-h
7 7
- 202m =0.478 5.
10-9.81-75--02m
sin307 s
7

Vjezba 090
Kugla se kotrlja niz kosinu nagiba 45°. Odredi vrijeme gibanja kugle ako se njezino srediSte
spustilo za 20 cm. Trenje se moZe zanemariti. (g = 9.81 m/s’)

Rezultat: 0.338 s.

Zadatak 091 (Tomo, tehnicka Skola)
Kota& promjera 80 cm ima moment tromosti 200 kg m*. Izradunaj kutnu akceleraciju kotada
ako na njegov rub djeluje stalna tangencijalna sila 250 N.

Rjesenje 091
2:r=80cm => r=40cm=0.4m, I=200kgm2, F=250N, a="?
Moment M sile F u odnosu prema osi rotacije jest umnozak sile F i udaljenosti r pravca sile od te osi:
M=F-r.
Tijelo ¢e rotirati jednoliko ubrzano ako na njega djeluje stalan moment sile M, koji jo§ zovemo
zakretnim momentom. Osnovni zakon rotacije piSemo:
M=«a-1.
Moment sile M koji okrece kota€ jednak je umnosku momenta tromosti I kotaca i kutne akceleracije a.
Kutna akceleracija kotaca iznosi:
M=c«a-1
M=F-r

F-r:250N-0.4m:0‘5ﬂ‘

I 200kg-m? s

} > o lI=F-r = a=

Vjezba 091
Kota¢ promjera 160 cm ima moment tromosti 200 kg m”. Izradunaj kutnu akceleraciju kotaca
ako na njegov rub djeluje stalna tangencijalna sila 250 N.

Rezultat: 1 rad/s.

Zadatak 092 (Tomo, tehni¢ka Skola)

Na zamasnjak djeluje stalan moment sile 10° Nm. Nadi kutnu brzinu koju postigne zama3njak
za 5 s ako se poceo okretati iz mirovanja. Moment tromosti zamasnjaka u odnosu na os vrtnje iznosi
10* kg m’.

Rjesenje 092
M=10°Nm, t=5s, I=10'kgm’, o©=?

Tijelo ¢e rotirati jednoliko ubrzano ako na njega djeluje stalan moment sile M, koji jo§ zovemo

8



zakretnim momentom. Osnovni zakon rotacije piSemo:

M=«a-1.
Moment sile M koji okrece zamaSnjak jednak je umnoSku momenta tromosti I zamasnjaka i kutne
akceleracije a.
Za jednoliko promjenjivu rotaciju vrijede izrazi koji su analogni izrazima za jednoliko promjenljivo
gibanje po pravcu.

Jednoliko promjenjivo gibanje

Jednoliko promjenjiva vrtnja

brzina v

kutna brzina ®

akceleracija a

kutna akceleracija o

Jednoliko ubrzano gibanje

Bez poletne brzine

Bez pocetne kutne brzine

v=a-t o=a-t
Kutna brzina ® iznosi:
M=«a-1 5
M=a-1 M-t 1 em-
= w oM=Ll s Mol = =0T NomSs g rad
o=a-t a=— t I 0% kg-m? $

t
Vjezba 092
Na zamasnjak djeluje stalan moment sile 10° Nm. Nadi kutnu brzinu koju postigne zamasnjak
za 3 s ako se poceo okretati iz mirovanja. Moment tromosti zamasnjaka u odnosu na os vrtnje iznosi
10* kg m*.
Rezultat: 30 rad/s.

Zadatak 093 (Marina, gimnazija)

Covijek stoji u sredistu kruzne ploge koja se zbog ustrajnosti jednoliko vrti brzinom 0.5 okr/s.
Moment tromosti &ovjeka s obzirom na os vrtnje jest2.45 N m s>. On ima rairene ruke i u svakoj drZi
uteg mase 2 kg. Utezi su medusobno udaljeni 1.6 m: Kojom brzinom ¢e se okretati ploca ako ¢ovjek
spusti ruke tako da su utezi udaljeni samo 0.6 m? Moment ploce mozZe se zanemariti.

Rjesenje 093

o; = 0.5 okr/s, Ié=2.45Nmsz, m =2 kg, 2:r;=16m => r;=08m,

2'1,=06m => r,=03m, W, =72

Moment tromosti materijalne tocke mase m na udaljenosti r od osi rotacije:

I=m-r
Zamah (kutna koli¢ina gibanja) prema definiciji je umnoZak momenta tromosti i kutne brzine:
L=1 o.
Za tijelo na koje ne djeluju vanjski momenti sila vrijedi zakon odrZanja zamaha, tj. zbroj zamaha
ostaje konstantan. Za tijelo kojemu smo promijenili bilo I, bilo @ vrijedi:

Il'wlzlz‘wz

Moment tromosti I; jednak je zbroju momenta tromosti Iz Covjeka s obzirom na os vrtnje i momenata
tromosti utega kada covjek ima raSirene ruke:

2 2 2
I1 —Ig tmenT+menT = I1 —Ig +2-m~r1 .

Moment tromosti I, jednak je zbroju momenta tromosti Iz Covjeka s obzirom na os vrtnje i momenata
tromosti utega kada covjek ima spustene ruke:

12=Ié+m-r22+m-r22 = 12=Icv+2-m-r22.
Zbog zakona odrZanja zamaha je:
o
Il-(,o1=12-a)2 = a)2=T =



(Iv+2-m-r2)- 245N -m-s 2 +2-2 kg (0.8 m)* |-0.5 %
¢ 19 s okr
= a)2= = =089—

I+2-mery 245N m-s>+2-2kg-(0.3m) s

Vjezba 093

Covjek stoji u sredistu
kruZne ploce koja se zbog ustrajnosti jednoliko vrti brzinom 1 okr/s. Moment tromosti covjeka s
obzirom na os vrtnje jest 2.45 N m s>. On ima ragirene ruke i u svakoj drZi uteg mase 2 kg. Utezi su
medusobno udaljeni 1.6 m. Kojom brzinom ¢e se okretati ploca ako Covjek spusti ruke tako da su utezi
udaljeni samo 0.6 m? Moment ploe moZe se zanemariti.

Rezultat: 1.78 okr/s.

Zadatak 094 (Ante, student)
Tri tijela masa 3 kg, 1 kg i 4 kg nalaze se u vrhovima jednakostrani¢nog trokuta kao na slici.

Gdje se nalazi sredisSte mase sustava?
Rjesenje 094

m,; =3 kg,, m; = 1 kg, m; =4 kg, a, Xem = 2, Yem =7
Gibanje sustava Cestica mogli bismo proucavati promatranjem gibanja svake pojedine Cestice tog
sustava. U slucaju velikog broja Cestica to bi bio. sloZen, a ¢esto i nemogu¢ posao. Zato se definira
posebna zamiSljena toCka tzv. srediSte mase sustava, pomoc¢u koje moZzemo lakSe i jednostavnije
opisati gibanje sustava kao cjeline.

e Ako su Cestice razmjeStene na X osi, definiramo tocku sustava koju nazivamo srediSte mase s
koordinatom xcy kao:

lxl

I M=

My X My Xy Ay Xy Iy Xy i=1
XM ili R0 7 Ay —
my+my tmy+ . my 3 m
i=1
gdje je n broj Cestica, m; masa i — te Cestice, X; udaljenost i — te Cestice od ishodiSta koordinatnog
sustava.

® Ako su Cestice razmjeStene u Kartezijevom koordinatnom sustavu u ravnini, definiramo tocku
sustava koju nazivamo srediSte mase s koordinatama Xcy 1 yem kao:

n
_ml-xl+m2-x2+m3-x3+...+mn~xn " _izlmi.xl
fem = i+ Mg+ A m Hiem T ’
iy T T X m
i=1
5
m;-y
=m1-y1+m2-y2+m3-y3+...+mn-yn ” _i=1 Lo
Yem My + ey + My + .+ Yem T ’
|y gy 2 m
1=

gdje je n broj Cestica, m; masa i — te Cestice, x; 1 y; koordinate i — te Cestice.

e Ako su Cestice razmjeStene u Kartezijevom koordinatnom sustavu u prostoru, definiramo
toCku sustava koju nazivamo srediste mase s koordinatama Xcy;, Yem 1 Zeum kao:
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B _m1x1+m2x2+m3x3++mnxn i x _l 1
M — My +my +my+ . +m CM— I ’
|y gy > om
i=1
5
m
My My Yy F gy my - Yy " =1 Vi
Yem T My + 1y + My + .4 Hlem TTE ’
|y iy zom
i=1
n
. Mg hmy 2y tmy e zy ety gy i 2 _,-Elml %
CM_ CM_ n s
ml+m2+m3+...+mn Zlml
l:

gdje je n broj Cestica, m; masa i — te Cestice, X;, y; 1 z; koordinate i — te Cestice.
Budu¢i da se tri tijela nalaze u vrhovima jednakostrani¢nog
trokuta duljine stranice a, sa slike vidi se:

nﬁ=3kg,x1=0,y1=0

m2=1kg,x2=a,y2=0 =
e
my,=4kg , x=—, =
3T 3T 3T,
a
N =m1-x1+m2-x2+m3-x3 i =3kg-0+1kg-a+4kg-E K
M my +my +my M 3kg+1kg+4kg g —g-a
= + + = J3 = J3
y =ml YTy Yy TS 3kg-0+1kg-0+4kg-a7 Yem =
M my +my +my Yoy = 2 4
e 3kg+1kg+4 kg

Vjezba 094
Dva tijela masa 2 kg i 3 kg nalaze se na x osi. Njihove koordinate su x; = 1 mi x, = 2 m. Gdje
se nalazi srediSte mase sustava?

Rezultat: Xcem = 1.6 m.

Zadatak 095 (Igor, gimnazija)

Kako se mijenja kutna akceleracija kruZne plo¢e na koju djeluje stalni zakretni moment ako
pri istoj masi povec¢amo njezin polumjer dva puta?
Rjesenje 095

m = konstantna, I, n=2-r, o:a="7?
Tijelo ¢e rotirati jednoliko ubrzano ako na njega djeluje stalan moment sile M, koji jo§ zovemo
zakretnim momentom. Osnovni zakon rotacije piSemo:

M=«a-1.

Moment sile M koji okrece kotac jednak je umnosku momenta tromosti I kotaca i kutne akceleracije a.
Moment tromosti kruzne ploce polumjera r s obzirom na os koja prolazi okomito na plocu njezinim
srediStem:

1
I=—-m-r
2
1.inacdica

Kutna akceleracija kotaca iznosi:
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Budu¢i da je kutna akceleracija o obrnuto razmjerna s kvadratom polumjera kruzne ploce, slijedi:
ako se uz istu masu polumjer poveca dva puta kutna akceleracija smanji se Cetiri puta.

2.inacica
Najprije odredimo formulu za kutnu akceleraciju a:
M=o-1
1 2 M 2-M
1 2 =>M=a-—-m-r = 0=7T—— = a= 5
I=§-m-r 2 Lo,.2 m-r
2
Racunamo kutnu akceleraciju za polumjer r (masa je stalna):
_2M
m-r
Racunamo kutnu akceleraciju za polumjer r; (masa je stalna):
o =2M g 2M o EM o M o M
! m-rl2 ! m-(2-r) ! m-d.r? { m-d.r2 ! 2-m-r
Gledamo omjer kutnih akceleracija:
M _ M
a a 2 a 1
1_2-m-r 1_2-mw 1
—_——= - — = = —=— = 0, =—".
a 2:M o a 4 174
m-r2 m-r

Vjezba 095
Kako se mijenja kutna akceleracija kruZne plo¢e na koju djeluje stalni zakretni moment ako
pri istoj masi povecamo njezin polumjer tri puta?

Rezultat: Kutna akceleracija smanji se devet puta.

Zadatak 096 (Irena, gimnazija)
Dva ¢ovjeka nose na Stapu dugome 5 m teret mase 12 kg. Masa Stapa se zanemari. Optereceni
su teretom u omjeru 4 : 5. Gdje je objesen teret? (g = 9.81 m/s%)

Rjesenje 096
d=5m, m = 12 kg, F,:F,=4:5, g=9.81m/s2, d =2, d,=?
Moment M sile F u odnosu prema osi rotacije jest umnozak sile F i udaljenosti r pravca sile od te osi:
M=F-r.
TeZina tijela G jest sila kojom tijelo zbog Zemljina privlacenja djeluje na horizontalnu podlogu ili

ovjes. Za slucaj kad tijelo i podloga, odnosno ovjes, miruju ili se gibaju jednoliko po pravcu s obzirom
na Zemlju, teZina tijela je veli¢inom jednaka sili teZi,

G=m-g.
Moment M sile F u odnosu prema osi jest umnozak sile F i udaljenosti r pravca sile od te osi:
M=r-F.

Tijelo je u ravnotezi ako je zbroj momenata sila koje zakrecu tijelo u jednom smjeru jednak
zbroju momenata sila koje ga zakrecu u suprotnom smjeru.
Dvostrana poluga je u ravnoteZi kad je
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1=
r, r,
-> >
F, Fo Y
Y
Na Stap djeluje sila teZa. Sa slike vidi se:
d
o 7
: d1 d2 :
N N A
- | ‘C’S
2

A

F12F2=4:5 5-FH=4F,
- = 5-F=4(F-F) = 5F=4F-4F =

F=F1+F2 F2=F—F1
4 4
:5~F1+4-F:4-F:9-F:4-F/:9: 1:—-F:> 9 = 9 =
y F=F+F, Fy=F-F

Uporabom zakona poluge dobije se:
F-d, =F2-d2} F-d=F,-d

1
d2=d—d1

2
i—a +d, } = Fd=F,-(d-d|) = F-d|=F,-d-F,-d =

Fy-d
= — - __2 "~

= F-dj+Fy-d =F,-d = d1~(F1+F2)—F2-d = d-F=F,-d = d| = =

é-F-d é.p.d

9
> d=2— = d =
1=~ f 1

F

5~d2
= d1 = T =2.777777... m=2.78 m.

Sada je d,:
d2 =d—d1 =5m-278 m=2.22 m.

Vjezba 096

Dva ¢ovjeka nose na Stapu dugome 5 m teret mase 10 kg. Masa Stapa se zanemari. Optereceni
su teretom u omjeru 4 : 5. Gdje je objeSen teret?

Rezultat: d=278m , d,=222m.

Zadatak 097 (Matija, gimnazija)
Uteg se sastoji od valjka AB duljine 50 cm, mase 2 kg, i dviju kugli na krajevima valjka.

Jedna ima polumjer 3 cm i masu 1.5 kg, a druga polumjer 6 cm i masu 12 kg. Nadi teZiste.
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Rjesenje 097
d=50cm=05m m=2kg, r=3cm=0.03m, m=15kg, 1rn=6cm=0.06m,
m, = 12 kg, Xt="7?
Moment M sile F u odnosu prema osi rotacije jest umnozak sile F i udaljenosti r pravca sile od te osi:
M=F-r.
TezZina tijela G jest sila kojom tijelo zbog Zemljina privlacenja djeluje na horizontalnu podlogu ili
ovjes. Za slucaj kad tijelo i podloga, odnosno ovjes, miruju ili se gibaju jednoliko po pravcu s obzirom
na Zemlju, teZina tijela je veli¢inom jednaka sili teZi,
G=m-g.
Moment M sile F u odnosu prema osi jest umnozak sile F i udaljenosti r pravca sile od te osi:
M=r-F.
Tijelo je u ravnotezi ako je zbroj momenata sila koje zakrecu tijelo u jednom smjeru jednak

zbroju momenata sila koje ga zakrecu u suprotnom smjeru.
Dvostrana poluga je u ravnoteZi kad je

md
md

Y

Na valjak AB i dvije kugle djeluje sila teza. Sa slike vidi se:

S

3 d

| 2

A TT
A ‘

->
F, F

TEZISTE

Valjak AB je u ravnoteZi ako je zbroj momenata sila koje ga zakre¢u u jednom smjeru jednak zbroju
momenata sila koje ga zakrecu u suprotnom smjeru.

d d
Fl-r1+F1-(5+xj+F-x=F2-(E—x)+F2-r2 = [FIZG1 , F=G , FZ:Gz] =
d 3 d
= G- +Gp- E+x +G-x=G,- E—X +Gyry =

d d
= Gl-r1+G1-5+G1-)c+G-x=G2-5—G2-96+G2-r2 =

d d
= Gl-x+G-x+G2-x=G2-E+G2-r2—Gl-rI—G1-5 =
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d d
Gz-(+r2j—Gl-(+r1)
d d 2 2
= x(G +G+G2):G2-(E+r2j—G1~(—+rj = x= =

1 1
2 G +G,+G
d d d d
my 8- E%—r2 —m-g: E+r1 8| My E+r2 —m- E+r1
= X= = X= =
my-g+tm,-gtm-g g +(my+my+m)
d. .\ d. d d
M) My | S T 5t
= X= = X= =
g-(m1+m2+m) ml+m2+m

12 kg -(0'52’" +0.06 mj—l.S ke -(0'52’" +0.03 mj

1.5 kg +12 kg +2 kg

=0.2129 m=21.29 cm.

Udaljenost tezista T iznosi:
0cm

d
® od srediSta kugle manjeg polumjera : n +E+ x=3cm+ +21.29 cm =49.29 cm.

0cm 2129 em=971cm.

d
® od srediSta kugle vec¢eg polumjera : Ty +E—x =6 cm+

Vjezba 097
Uteg se sastoji od valjka AB duljine 0.5 m, mase-200 dag, i dviju kugli na krajevima valjka.
Jedna ima polumjer 30 mm i masu 150 dag, a druga polumjer 60 mm i masu 1200 dag. Nadi teZiste.

Rezultat: Od sredista kugle manjeg polumjera49.29 cm.

Zadatak 098 (Zeljko, gimnazija)
Na krajevima 14 cm dugacke poluge drze medusobno ravnotezu dva tijela masa 2 kg i 3.6 kg.
Nadi duljine krakova poluge ako njezinu masu zanemarimo.

Rjesenje 098
d=14cm=0.14 m, m; =2 kg, my=3.6kg, r1=2 ="
Moment M sile F u odnosu prema osi rotacije jest umnozak sile F i udaljenosti r pravca sile od te osi:
M=F-r.
Tezina tijela G jest sila kojom tijelo zbog Zemljina privlacenja djeluje na horizontalnu podlogu ili

ovjes. Za slucaj kad tijelo i podloga, odnosno ovjes, miruju ili se gibaju jednoliko po pravcu s obzirom
na Zemlju, teZina tijela je veli¢inom jednaka sili tezi,

G=m-g.
Moment M sile F u odnosu prema osi jest umnozak sile F i udaljenosti r pravca sile od te osi:
M=r-F.

Tijelo je u ravnoteZi ako je zbroj momenata sila koje zakrecu tijelo u jednom smjeru jednak
zbroju momenata sila koje ga zakrecu u suprotnom smjeru.
Dvostrana poluga je u ravnoteZzi kad je
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r, r,

> ->
y
F, F, )
\ 4
d
N A
| |
| r, r, |
| |
-> ->
Y
F, F,
\ 4

Na tijela masa m; i m; koja vise na krajevima poluge djeluje sila teZa. Sa slike vidi se:

1 G 1=61
d=r+r, = —dr } = G, =G,-(d=1) = G- ,=Gy-d=G, -1, =
F, =G, . F,=G,

G2~d m2~g~d
= G, 1 +Gy 11 =Gy-d = 1-(G|+Gy)=G,-d = r1=W - rl:W -
:>r=—m2.g.d :>r=—m2.g.d =9 mz.d _3'6kg.0'14m=0.09m=9cm.

go(mamy) 1 gi(memy) oV mytmy  2kg+3.6ke

Duljine krakova poluge iznose:

4 =9cm , d=14cm
=>ry=d-r=14cm-9cm=5cm.
d=r+r 2 1
172
Vjezba 098
Na krajevima 1.4 dm dugacke poluge drze medusobno ravnotezu dva tijela masa 200 dag i 360
kg. Nadi duljine krakova poluge ako njezinu masu zanemarimo.

Rezultat: n=9cm , n=4cm.

Zadatak 099 (Valentina, gimnazija)
Sanduk visine 2 m stoji na horizontalnom podu svojim podnozZjem dimenzija 1 m - 1 m. S

boéne strane na njega puse vjetar i tlaci ga 300 N/m”. Hoée li vjetar prevrnuti sanduk mase 100 kg?
(g =9.81 m/s%)

Rjesenje 099
h=2m, B=1m-1m=1m’[poviiinakvadrata] => a=1m, p=2300N/m’
m=100kg, g=981m/s>, M=?
Moment M sile F u odnosu prema osi rotacije jest umnozak sile F i udaljenosti r pravca sile od te osi:
M=F-r.
TeZina tijela G jest sila kojom tijelo zbog Zemljina privlacenja djeluje na horizontalnu podlogu ili

ovjes. Za slucaj kad tijelo i podloga, odnosno ovjes, miruju ili se gibaju jednoliko po pravcu s obzirom
na Zemlju, teZina tijela je veli¢inom jednaka sili tezi,

G=m-g.

Moment M sile F u odnosu prema osi jest umnoZzak sile F i udaljenosti r pravca sile od te osi:
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a M=r"-F.

Tlak je omjer sile Sto jednoliko rasporedena djeluje okomito na
neku povrsinu i te povrsine:
F
> p=— = F=p-S.
T F §
h > Sa slike vidi se:
Moment sile vjetra F s obzirom na tocku A iznosi:
S=a-h, F=p-§ F=p-ah
h = h > M=p-ah—-=
A M=F — M=F =
[ . 2 2
= 1 1 N 2
Gv = M=—p-ah’ =—-300 —5-1m-(2 m)" =600 Nm.
2 2 m
Moment sile teZe G na sanduk s obzirom na tocku A iznosi:
G=m-g !
4 b= M=m~g~3=100kg~9.81%~—’"=49o.5 Nim.
M = G.E 2 s 2

Sanduk ¢e se prevrnuti jer je moment sile vjetra ve¢i od momenta sile teZe.
Vjezba 099

Sanduk visine 2 m stoji na horizontalnom podu svojim podnozZjem dimenzija 1 m - 1 m. S
boéne strane na njega puse vjetar i tla¢i ga 300 N/m’. Hoée Ii vjetar prevrnuti sanduk mase 400 kg?

Rezultat: Sanduk se nece prevrnuti jer je moment sile vjetra manji od momenta sile teZe.

Zadatak 100 (Malena, gimnazija)
Na dasci dugackoj 5 m, mase 40 kg, njiSu se dva djecaka od 25 kg i 45 kg. Na kojemu mjestu
treba dasku poduprijeti ako djecaci sjede na njezinim krajevima?
Rjesenje 100
d=5m, m =40 kg, mi=25 kg, m, =45 kg, x=7?
Moment M sile F u odnosu prema osi rotacije jest umnozak sile F i udaljenosti r pravca sile od te osi:
M=F-r.

TeZina tijela G jest sila kojom tijelo zbog Zemljina privlacenja djeluje na horizontalnu podlogu ili
ovjes. Za slucaj kad tijelo i podloga, odnosno ovjes, miruju ili se gibaju jednoliko po pravcu s obzirom
na Zemlju, teZina tijela je veli¢inom jednaka sili teZi,

G=m-g.
Moment M sile F u odnosu prema osi jest umnozak sile F i udaljenosti r pravca sile od te osi:
M=r-F.

Tijelo je u ravnoteZi ako je zbroj momenata sila koje zakrecu tijelo u jednom smjeru jednak
zbroju momenata sila koje ga zakrecu u suprotnom smjeru.
Dvostrana poluga je u ravnotezi kad je

md
R
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F, =G, - -
F=G & > -
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N o

Na dasku mase m i na djeCake masa m; i m, djeluje sila teZa. Sa slike vidi se:
F =G ,F=G,F,=0G,
r1+r2=d , 1 =%+x , rzzg—x = G1~(§+xj+G~x=G2~(%—xj =

F1-1*1+F-)c=F2~r2

(CREY

d d d
= G1~E+G1-x+G~x=G2-E—G2-x = G1~x+G-x+G2~x=G2~ —GI-E =

d
(6,-6) 5'(m2'g‘”ﬁ'g)
—_— > X= -
1+G+G2 my-g+m-g+m,-g

Qv

= x-(G +G+G2)=%(G2—G1) = x=

d d d >
E'g'(mz‘ml) ?g'(mz_ml) = x—2'(m2_m1) _ Tm'(% =25 k) =045 m.
3

= X = =
'(ml+m+m2) g'(ml+m+m2) my+m+my 25 kg +40 kg +45 kg

Daska je poduprta 0.45 m daleko od teZista T daske prema kraju gdje sjedi teZi djecak.

Vjezba 100
Na dasci dugackoj 500 cm, mase 40 kg, njiSu se dva djecaka od 25 kg i 45 kg. Na kojemu
mjestu treba dasku poduprijeti ako djecaci sjede na njezinim krajevima?

Rezultat: Daska je poduprta 0.45 m daleko od teZista T daske prema kraju gdje sjedi teZi djecak.
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